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Введение

Алгоритмические проблемы комбинаторной теории групп находят практическое
применение в криптографии с открытым ключом. Для криптографических приложе-
ний представляют интерес как классические проблемы Дэна (проблема слов, про-
блема сопряженности и проблема изоморфизма), так и алгоритмические проблемы в
теории групп, тесно связанные с классическими. Такими являются проблема вхож-
дения (обобщенная проблема равенства) и проблема индекса.

Проблема вхождения для конечно определенной группы G состоит в отыскании
или доказательстве невозможности алгоритма, который по любому конечному мно-
жеству элементов hi(i = 1, 2, . . . , m) и элементу w узнавал бы, принадлежит или
нет элемент w подгруппе H = гр(h1, h2, . . . , hm), порожденной элементами hi.

Проблема индекса для конечно определенной группы G состоит в отыскании ал-
горитма, который по любому конечному множеству элементов hi(i = 1, 2, . . . , m)
группы G узнавал бы, конечный или бесконечный индекс в G имеет подгруппа
H = гр(h1, h2, . . . , hm), порожденная этим множеством.

Оказалось, что для некоторых классов групп эти две алгоритмические проблемы
равносильны ([1]–[5]). В предлагаемой работе предлагается естественное усиление
этой проблематики: вместо обычного разложения группы по подгруппе рассматрива-
ется разложение по двойному модулю.

Разложение группы по двойному модулю

Если G – произвольная группа и H, P – ее подгруппы, то отношение на G,
заданное правилом:

x ≡ y mod (H, P) ⇔ x = hyp, где h ∈ H, p ∈ P,

является эквивалентностью на G, которую называют сравнимостью по двойному мо-
дулю. Эта эквивалентность разбивает множество G на смежные классы, которые
принято называть двойными, а разбиение группы на двойные смежные классы –
разложением G по двойному модулю (H, P). Смежный класс с представителем x
имеет вид HxP, а мощность множества {HxP x∈G} двойных смежных классов в раз-
ложении группы G по двойному модулю (H, P) называют двойным индексом (H, P) в
группе G и обозначают символом [G : (H, P)]. Двойной индекс является обобщением
простого индекса: если E – единичная подгруппа, то [G : (H, E)] = [G : H].

Двойной смежный класс HxP является объединением некоторого множества пра-
вых смежных классов Hy (или левых классов zP). Число левых смежных классов
по H в классе HxP равно индексу P ∩ x−1Hx в группе P. Число правых смежных
классов по P в HxP равно индексу P ∩ x−1Hx в подгруппе x−1Hx.

Двойные смежные классы играют особую роль для свободных групп, свободных
произведений и свободных произведений с объединением. Метод Нильсена для опи-
сания подгрупп свободной группы, теорема Куроша – описание подгрупп свободного
произведения – и теорема Карраса-Солитэра о подгруппах свободного произведения
с объединенной подгруппой – все эти результаты существенно опираются на понятие
двойного смежного класса. С другой стороны, свойства двойных смежных классов
и их представителей даже для свободных групп могут оказаться совсем нетривиаль-
ными (см., например. [6], [7]).
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Проблема двойного индекса для конечно определенной группы G состоит в отыс-
кании алгоритма, который по любым конечным множествам элементов {hα}, и {pβ }
группы G узнавал бы, конечен или бесконечен индекс [G: (гр(hα), гр(pβ ))].

В некоторых случаях между двумя индексами – двойным и «одинарным» – есть
тесная связь, позволяющая решить эту проблему.

В предлагаемой работе такая связь устанавливается для групп, разложимых в
свободное произведение и для двух классов, содержащих свободно разложимые груп-
пы.

Двойной индекс в свободном произведении

Покажем, что если G разложима в свободное произведение, а H – конечно по-
рожденная подгруппа группы G, то роль единичной подгруппы в разложении по
подгруппе H может играть свободный множитель. Точнее, имеет место следующее
предложение.

Теорема 1. Если G = A ∗ B и H – конечно порожденная подгруппа в G и
[G : (H, A)] конечен, то индекс [G : H] тоже конечен.

Доказательство.
Разложим группу G по двойному модулю (H, A),

G =

∏m
i=1HgiA ,

т.е. [G : (H, A)] = m. Рассмотрим и разложение группы G по двойному модулю (H, B):

G =
∏k

j=1HgiB ,

где k = [G : (H, B)].
Число k может оказаться конечным или бесконечным (по условию теоремы ко-

нечность двойного индекса предполагалась лишь для одного свободного множителя).
Покажем, что если индекс подгруппы H в группе G бесконечен, то каждое из

двух предложений: «число k – конечно» и «число k – бесконечно» приводит к про-
тиворечию.

В представлении Куроша подгруппы из свободного произведения участвуют так
называемые функции Маклейна (С. Маклейн, [8]). Выберем в качестве представи-
телей двойных смежных классов gi, p j значения маклейновских функций sA(HgA)
и sB(HgB), соответственно. Положим при этом g1 = p1 = 1. По свойству маклейнов-
ских представителей все элементы g2, g3, ..., gm оканчиваются только на Bслоги, а
элементы p2, p3, ..., pk оканчиваются только Aслогами.

Теперь построим полные системы представителей смежных классов для право-
стороннего разложения группы G по подгруппе H.

Сделаем это двумя способами. Сначала будем использовать разложение G по
модулю (H, A), а потом воспользуемся разложением по модулю (H, B). Разложим
группу A по подгруппе g−1

i Hgi∩A. Пусть множество {aiα}, i = 1,2, ...,m, элементов
из A является полной системой представителей этого разложения. Представителем
g−1

i Hgi∩A для всех gi будем считать единицу. Тогда множество V=
⋃
i
{giaiα} является

полной системой представителей правых смежных классов G mod H.
Аналогично, множества {b jβ }, j = 1, 2, ..., k, образуют полные системы разложения

группы B по p−1
i H pi∩B, причем единица принадлежит каждому из этих множеств.
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Множество W =
⋃
j

{
g ja jβ

}
также является полной системой представителей пра-

вых смежных классов G mod H.
Таким образом, мощности множеств V и W совпадают и равны [G : H].
В множестве V все элементы, кроме g2, g3, ..., gm, оканчиваются на Aслоги. Если

k – конечно, то для некоторого j из {1,2, .., k} множество {b jβ } бесконечно и W1 =
{p jb jβ } – бесконечное подмножество из W, и каждый элемент из W1оканчивается
на Bслог.

Пусть w1, w2, ..., wm−1 – элементы из W, сравнимые по mod H с элементами
g2, g3, ..., gm. Тогда множество R = W1 \ {w1, w2, ..., wm−1} состоит из представителей
двухконцевых правых смежных классов по подгруппе H, так как каждый элемент v
из V, сравнимый по mod H с элементом из R, оканчивается на Aслог. Существование
такого множества противоречит конечной порожденности подгруппы H (Б. Баумслаг,
[9]).

Итак, число k конечным быть не может.
Пусть k – бесконечно. Подгруппа H – конечно порождена, а это значит, что лишь

для конечного числа элементов p j подгруппы p−1
i H pi ∩ B отличны от единичной.

Следовательно, существует бесконечное множество P ⊂ {p1, p2, ..., pk} такое, что
для каждого p j из P пересечение p−1

i H pi∩B – единично. Но для такого p j индекс
p−1

i H pi ∩B в группе B больше единицы. Поэтому для каждого p j из P множество
{b jβ } состоит более чем из одного элемента.

Тогда множество W2 = {p jb jβ p j∈ P} бесконечно, и все его элементы оканчи-
ваются на Bслоги. Существование такого множества снова противоречит конечной
порожденности подгруппы H. Противоречие. Теорема доказана. �

Из теоремы 1 получаем два следствия.
Следствие 1. Если G – нетривиальное свободное произведение A ∗ B, а H –

конечно порожденная подгруппа в G, то двойной индекс [G : (H, A)] конечен
тогда и только тогда, когда конечен индекс [G : H].

Следствие 2. Если G – нетривиальное свободное произведение A ∗ B, а H –
конечно порожденная подгруппа в G, то оба индекса[G : (H, A)]и[G : (H, B)]
конечны или бесконечны одновременно.

Предложение о связи индексов [G : H] и [G : (H, A)] можно обобщить. Для
конечно порожденной подгруппы H из G = A ∗ B в качестве второй подгруппы вто-
рой подгруппы для того, чтобы свести вычисление двойного индекса к вычислению
обычного, не обязательно брать свободный множитель A. Для этой цели годится
любая конечно порожденная подгруппа бесконечного индекса в G.

Теорема 2. Пусть H и P две конечно порожденные подгруппы из нетриви-
ального свободного произведения G = A ∗ B. Если H и P обе имеют бесконечный
индекс в G, то бесконечен и индекс [G : (H, P)].

Доказательство. Заметим сначала, что

[G : (H, P)] = [G : (Hg, Pg)]

для любого элемента g из G.
Далее рассмотрим два случая в зависимости от порядков множителей.
СЛУЧАЙ 1. Один из множителей, например, A является бесконечной группой.

Покажем, что тогда в группе G найдется такой элемент g, что все элементы из Hg и
из Pg оканчиваются только на B слоги.
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Действительно, пусть a1, a2 принадлежат A, и p из Pg., и h из Hg. Так как нееди-
ничные элементы из Pg. и Hgначинаются и оканчиваются на Bслоги, из равенства
a1 pa−1

2 h = 1 следует p = h = a1a−1
2 = 1.

Но это значит, что все элементы из A попарно несравнимы по mod (Hg, Pg).
Иначе говоря, если a1 6= a2, то элементы a1, a2не сравнимы по модулю (Hg, Pg), и
поэтому из бесконечности группы A следует бесконечность индекса [G : (Hg, Pg)].

Но это значит, что все элементы из A попарно несравнимы по mod (Hg, Pg).
Иначе говоря, если a1 6= a2, то элементы a1, a2не сравнимы по модулю (Hg, Pg), и
поэтому из бесконечности группы A следует бесконечность индекса [G : (Hg, Pg)].

Подгруппы R, Q являются конечно порожденными подгруппами бесконечного
индекса в K. Поскольку K – свободная группа ранга, большего единицы, мы ока-
зываемся в условиях случая 1, и, следовательно, индекс (R, Q) в K бесконечен. С
другой стороны, индекс R в H и индекс Q в P конечны. Рассмотрим правостороннее
разложение H mod R и левостороннее разложение P mod Q: H =

∏m
i=1Rri ;

P =

∏n
j=1qQ j .

Двойной смежный класс HgP является объединением конечного числа двойных
смежных классов по mod (R, Q) вида Rrigq jQ, i = 1, 2, ... m; j = 1, 2, ..., n. По-
этому из конечности [G : (H, P)] следует конечность [G: (R, Q)]. Но из того, что

[G: (R, Q)] ≥ [K: (R, Q)],

а число [K: (R, Q)] бесконечно, получаем бесконечность индекса (H, P) в G. Теорема
2 доказана. �

Теорема 2 означает, что для свободных произведений проблема двойного индек-
са равносильна проблеме обычного индекса, которая, в свою очередь, равносильна
проблеме вхождения ([1], [5]).

Таким образом, получаем следствие теоремы 2.
Теорема 3. Для нетривиального свободного произведения проблема двойного

индекса равносильна проблеме вхождения.

Двойные смежные классы в свободном произведении с объединенной

подгруппой

Свободное произведение групп является частным случаем свободного произведе-
ния с объединенной подгруппой: A∗B =A∗

E
B.

В свободном произведении с объединенной подгруппой G = A∗
U

B объединяемая

подгруппа U при некоторых условиях исполняет роль единичной подгруппы, как
показывает следующая теорема.

Теорема 4. Пусть G = A∗
U

B, свободное произведение с объединенной подгруп-

пой U, причем группа A является нетривиальным свободным произведением, от-
личным от группы диэдра, а U удовлетворяет условию максимальности для
подгрупп. Если H – конечно порожденная подгруппа группы G, то из конечности
индекса [G : (H, U)] следует конечность индекса [G : H].

Доказательство. Докажем это утверждение методом « от противного», т. е. до-
пустим, что [G : (H, U)] конечен, но H имеет бесконечный индекс в G. Рассмотрим
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разложение группы по двойному модулю (H, A):

G =

∏k
i=1HgiA .

Число не k больше индекса [G : (H, U)], и поэтому k - конечно. Число двойных
смежных классов по модулю (H, U), которые содержатся в двойном смежном классе
HgiA, равно индексу [

A :
(
g−1

i Hgi∩A, U
)]

.

Поэтому для каждого i = 1, 2, . . . , k числа
[
A :
(
g−1

i Hgi∩A, U
)]

конечны.
С другой стороны, если для всех i = 1, 2, . . . , k конечны

[
A : g−1

i Hgi∩A
]
, то H

имеет конечный индекс в группе G. Поэтому для некоторого i (пусть для определен-
ности i = 1), подгруппа D = g−1

i Hgi∩A имеет бесконечный индекс в A. Из того, что
H конечно порождена, а U удовлетворяет условию максимальности, теперь следует
конечная порожденность подгруппы D.

Кроме того, U имеет бесконечный индекс в A. Действительно, в противном случае
группа A как конечное расширение группы с условием максимальности, сама бы
удовлетворяла условию максимальности, что неверно для свободных групп, отличных
от групп диэдра.

Таким образом, D и U – две конечно порожденные подгруппы A бесконечных
индексов в A. Следовательно, по теореме 2 индекс [A : (D, U)] бесконечен, что
противоречит конечности индекса [G : (H, U)]. Утверждение доказано. �

Аналогичная связь между простым и двойным индексами существует и в классе
групп, более широком чем разложимые в свободное произведение.

Если G – нетривиальное свободное произведение, отличное от группы диэдра,
и H – произвольная конечно порожденная подгруппа бесконечного индекса в G, то
в G существует нециклическая подгруппа H1 такая, что подгруппа, порожденная
подгруппами H и H1, является их свободным произведением (см., например, [10]).
Такое свойство подгрупп принято называть свободной дополняемостью.

Двойные смежные классы в группах со свободно дополняемыми

подгруппами

Говорит, что подгруппы бесконечной и нециклической группы G свободно допол-
няемы, если для каждой конечно порожденной подгруппы H бесконечного индекса
в G существует такая подгруппа H1 из G, что порядок H1 больше двух, а под-
группа, порожденная подгруппами H и H1, является их свободным произведением,
gp(H, H1) = H ∗ H1.

Теорема 5. Пусть в группе G подгруппы свободно дополняемы, и H и P – две
конечно порожденные подгруппы из G, и P удовлетворяет условию максимально-
сти для подгрупп. Тогда если H и P имеют бесконечные индексы в группе G, то
бесконечен индекс [G : (H, P)].

Доказательство. Пусть подгруппа H1 из G, такая, что порядок H1 больше двух,
а подгруппа H̄, порожденная подгруппами H и H1, является их свободным произве-
дением, H̄ = gp(H, H1) = H ∗H1.

Рассмотрим пересечение H̄∩P = D . Так как P удовлетворяет условию максималь-
ности, подгруппа D – конечно порождена.

Если подгруппа D имеет бесконечный индекс в свободном произведении H̄, то
бесконечен индекс [H̄: (H, D)]. Заметим, что для любых элементов x, y из H̄
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x ≡ y mod (H, P) ⇒ x ≡ y mod (H, D).

Действительно, пусть x = hyp для некоторых h из H и p из P. Так как x, y, h
принадлежат H̄, получаем, что и p принадлежит H̄, т. е. p∈ H̄∩P = D. Следовательно,
полную систему представителей разложения H̄ mod (H, D) можно рассматривать
как подмножество из полной системы представителей разложения G mod (H, P), и,
следовательно, индекс [G : (H, P)] бесконечен.

Предположим теперь, что D имеет конечный индекс в H̄. Найдется неединичная
подгруппа P1 из G такая, что

P̄ = gp(P, P1) = P∗P1,

и, следовательно, индекс [P̄: (P, P)] бесконечен; тем более будет бесконечен индекс
[G : (P, P)], а, следовательно, бесконечен [G : (D, P)].

Пусть q1, q2, . . . , qn – полная система представителей правых смежных клас-
сов для H̄mod D. Тогда двойной смежный класс H̄gD содержится в объедине-

нии
n⋃

i=1
DqigP, состоящем лишь из конечного числа двойных смежных классов по

mod (D, P).
С другой стороны, каждый смежный класс DxP лежит в смежном классе H̄xP.

Поэтому из бесконечности индекса [G : (D, P)] следует бесконечность [G : (H̄, P)]
и, тем более, бесконечность индекса (H, P) в G.

Теорема 4 означает, что в группах со свободно дополняемыми подгруппами вы-
числение [G : (H, P)] , где P удовлетворяет условию максимальности, сводится к
вычислению индексов[G : H] и [G : P]. �

Заключение

До сих пор неизвестно, является ли разрешимость проблемы индекса в свободных
множителях необходимым и достаточным условием для разрешимости этой пробле-
мы в свободном произведении. В представлении Куроша-Маклейна для подгруппы
из свободного произведения участвуют представители двойных смежных классов,
и поэтому более естественным представляется такую задачу сформулировать для
двойного индекса.

ВОПРОС 1. Верно ли, что в группе A∗B разрешима проблема двойного индекса
тогда и только тогда, когда эта проблема разрешима в группах A и B?

Приведенное в работе доказательство теоремы 5 существенно использует условие
максимальности для подгруппы P. Вполне возможно, что это ограничение для второй
подгруппы модуля (H, P) можно и обойти, т. е. возникает еще одна, пока решенная
лишь частично решенная задача.

ВОПРОС 2. Верно ли, что если в группе G подгруппы свободно дополняемы, H и
P – конечно порожденные подгруппы из G, то индекс [G : (H, P)] бесконечен тогда
и только тогда, когда [G : H] и [G : P]. бесконечны?
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HYPER-TAUBERIAN ALGEBRAS DEFINED BY A
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Let A and B be Banach algebras and T : B −→ A be a continuous homomorphism. We
consider left multipliers from A×T B into its the first dual i.e., A∗×B∗ and we show
that A×T B is a hyper-Tauberian algebra if and only if A and B are hyper-Tauberian
algebras.
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ГИПЕРТАУБЕРОВЫ АЛГЕБРЫ, ОПРЕДЕЛЕННЫЕ
ГОМОМОРФИЗМОМ БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЫ
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вателей и элит, Ардебильский филиал
2 Исламский университет Азад, Ардебиль, Иран
E-mail: jabbarial@yahoo.com, ali.jabbari@iauardabil.ac.ir

Пусть A и B – банаховы алгебры, а T : B −→ A – непрерывный гомоморфизм. Мы
рассматриваем левые мультипликаторы из A×T B в его первое двойственное, т.е.
A∗×B∗, и показываем, что A×T B является гипертауберовой алгеброй тогда и только
тогда, когда A и B являются гипертауберовыми алгебрами.

Ключевые слова: локальный оператор, гипертауберова алгебра, тауберова
алгебра.
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