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Resumen
En este artı́culo se establecen algunas desigualdades integrales fraccionarias del tipo Hermite-Hadamard y Min-
kowski haciendo uso del operador integral fraccionario definido por R.K. Raina (2016) en [1], las cuales genera-
lizan algunos resultados previos encontrados por L. Bougoffa [5] y S.S. Dragomir [7].
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Abstract
This article presents some fractional integral inequalities of the Hermite-Hadamard and Minkowski type using the
fractional integral operator defined by R.K. Raina (2016) in [1], which generalize some previous results found by
L. Bougoffa [5] and S.S. Dragomir [7].

Keywords. Integral inequalities - Fractional integral operator

1. Introducción. Innumerables trabajos de investigación en los cuales el tema de las desigualdades es recu-
rrente debido a que las mismas juegan un papel significativo en todos los campos de las Matemáticas y ciencias
en general. La publicación del libro Inequalities de H.G.Hardy, J. E. Littlewood and G. Polya [10] se convierte
en una fuente de referencia para muchos investigadores, lo mismo que las publicaciones de E. Bechenbach y R.
Bellman [2, 3]. Como ejemplo, las desigualdades integrales, incluyendo aquellas de tipo fraccionario, han sido
estudiadas en diversas investigaciones [4, 13, 14]. La desigualdad de Hermite-Hadamard:

(1.1) f

(
a+ b

2

)
≤ 1

(b− a)

∫ b

a

f (x) dx ≤ f (a) + f (b)

2

donde f es una función convexa, es una que ha recibido especial antención en los últimos años [6, 12, 18].
Su origen data de los trabajos de Charles Hermite [11] y Jacques Hadamard [9], como lo expone la recopi-

lación histórica respecto a la misma hecha por C.P. Niculescu and L.E. Persson [16].
A finales del siglo XIX con los trabajos de Riemann y Liouville, aparece lo que hoy se denomina Cálculo Frac-

cional, el cual obtuvo un gran desarrollo y encontró diversos campos de aplicación en ciencias fı́sica, ingenierı́a,
ciencias biológicas y económicas [8, 15]. Las desigualdades que involucran operadores integrales fraccionarios
también se han estudiado en [1, 12, 18].

Dado que el trabajo en esta dirección ha recibido mucha atención, se pretende establecer una formulación
general en este artı́culo y sus correspondientes implicaciones produzcan ciertas desigualdades nuevas.

El objetivo del presente trabajo es establecer algunas desigualdades integrales fraccionarias para funciones
no negativas e integrables, las cuales están relacionadas con la desigualdad de Hermite-Hadamard usando el
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operador integral fraccionario definido por R.K. Raina. Además se establecen otras del tipo Minkowski. Los re-
sultados obtenidos generalizan otros ya establecidos en los trabajos de L. Bougoffa [5] y S.S. Dragomir [7].

2. Preliminares.

En esta sección se presentan algunas definiciones y propiedades que serán usadas a lo largo del desarrollo
de este trabajo.

Definición 1. Una función real f(t) definida para t > 0 pertenece al espacio Cµ, µ ∈ R si existe un número
real p > µ tal que f(t) = tpf1(t), donde f1 ∈ C ([0,∞)) .

Definición 2. Una función real f(t) definida para t > 0, pertenece al espacio C(n)
µ , µ ∈ R si f (n) ∈ Cµ.

En [17], R. K. Raina definió, formalmente, una clase de funciones por medio de

(2.1) Fσρ,λ(x) = Fσ(0),σ(1),..ρ,λ (x) =

∞∑
k=0

σ(k)

Γ (ρk + λ)
xk

donde ρ, λ > 0, |x| ∈ R y σ = (σ(1), .., σ(k), ..) es una sucesión acotada de números reales.
Usando (2.1), R.P. Agarwal, M-J Luo and R.K Raina, en [1], definieron el operador integral fraccionario

izquierdo y derecho, respectivamente, de la siguiente manera:

(2.2)
(
J σρ,λ,a+;wϕ

)
(x) =

∫ x

a

(x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ]ϕ(t)dt, (x > a)

y

(2.3)
(
J σρ,λ,b−;wϕ

)
(x) =

∫ b

x

(t− x)
λ−1 Fσρ,λ [w(t− x)ρ]ϕ(t)dt, (x < b) ,

donde λ, ρ > 0, w ∈ R y ϕ es una función tal que la integral expuesta en (2.2) y (2.3) existen.
Es fácil verificar que J σρ,λ,a+;w y J σρ,λ,b−;w son operadores integrales acotados sobre L(a, b), si

M := Fσρ,λ+1 [w(b− a)ρ] <∞.

En efecto, para ϕ ∈ L ((a, b)) se tiene que ∥∥J σρ,λ,a+;wϕ
∥∥
1
≤M ‖ϕ‖1

y ∥∥J σρ,λ,b−;wϕ∥∥1 ≤M ‖ϕ‖1
donde

‖ϕ‖1 =

∫ b

a

|ϕ(x)| dx.

La importancia de estos operadores radica precisamente en su generalidad. Muchos, y útiles, operadores inte-
grales fraccionarios pueden ser obtenidos a partir de una escogencia especı́fica de los coeficientes de la suceción
σ. Por ejemplo, los operadores integrales fraccionarios (izquierdo y derecho) de Riemann-Liouville, Iαa+ y Iαb− de
orden α:

(
Iαa+ϕ

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 ϕ(t)dt, (x > a)

y

(
Iαb−ϕ

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)
α−1

ϕ(t)dt, (x < b)

se encuentran a partir de (2.2) y (2.3) haciendo λ = α, σ(0) = 1 y w = 0.
El siguiente Lema es de utilidad para el desarrollo del presente trabajo; su demostración se encuentra en [6].
Lema 1. Sea h una función real concava sobre el intervalo [a, b]. Si x ∈ [a, b] entonces

h(a) + h(b) ≤ h(b+ a− x) + h(x) ≤ 2h

(
a+ b

2

)
.
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3. Resultados Obtenidos.

Teorema 1. Sean λ, ρ > 0, p ≥ 1, w ∈ R y σ = {σ(k)}∞k=0 una sucesión acotada de números reales
positivos. Sean f, g funciones reales definidas sobre [a,∞), tal que J σρ,λ,a+;wf

p(x) <∞ y J σρ,λ,a+;wg
p(x) <∞.

Si 0 < m ≤ (f(t)/g(t)) ≤M, t ∈ [a, x] , entonces se tiene la siguiente desigualdad

(3.1)
[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p

+
[(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]1/p ≤ ( 1 +M(m+ 2)

(M + 1) (m+ 1)

)[(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]1/p

Demostración: Como f(t)/g(t) < M, t ∈ [a, x] , x > 0 entonces se tiene que

f(t) ≤Mg(t) +Mf(t)−Mf(t)

y ası́

(M + 1)
p
fp(t) ≤Mp (f + g)

p
(t).

Multiplicando ambos lados por (x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ] se obtiene que

(x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (M + 1)
p
fp(t) ≤ (x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ]Mp (f + g)

p
(t).

Integrando respecto a t ∈ [a, x] se encuentra que

(M + 1)
p
∫ x

a

(x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ] fp(t)dt ≤Mp

∫ x

a

(x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (f + g)
p

(t)dt

lo cual es equivalente a (
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x) ≤ Mp

(M + 1)
p

(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x),

por lo tanto

(3.2)
[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p ≤ M

(M + 1)

[(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]1/p

.

Ahora, usando el hecho que mg(t) ≤ f(t), se obtiene(
1 +

1

m

)
g(t) ≤ 1

m
(f + g) (t)

y similarmente se encuentra que

(3.3)
[(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]1/p ≤ 1

(m+ 1)

[(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]1/p

.

Sumando (3.2) y (3.3) se obtiene la desigualdad buscada (3.1). �

Observación 1.
Haciendo λ = α, σ = (1, 0, 0, 0, ...), w = 0 y a = 0 en el Teorema 1 se tiene que[(

Iα0+f
p
)

(x)
]1/p

+
[(
Iα0+g

p
)

(x)
]1/p ≤ ( 1 +M(m+ 2)

(M + 1) (m+ 1)

)[(
Iα0+ (f + g)

p)
(x)
]1/p

lo cual coincide con el Teorema 2.1 en [6]. En particular, si α = 1 entonces

‖f‖p + ‖g‖p ≤
(

1 +M(m+ 2)

(M + 1) (m+ 1)

)
‖f + g‖p ,

haciendo coincidencia con el Teorema 1.2 en [5].

Teorema 2. Sean p ≥ 1, λ, ρ > 0, w ∈ R y σ = (σ(k))
∞
k=0 una sucesión acotada de números reales positivos.

Sean f, g funciones reales definidas sobre [a,∞), tales que
(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x) < ∞ y
(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x) < ∞.
Si 0 < m ≤ (f(t)/g(t)) ≤M, t ∈ [a, x] , entonces se tiene que[(

J σρ,λ,a+;wf
p
)

(x)
]2/p

+
[(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]2/p
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≥
(

(M + 1)(m+ 1)

M
− 2

)[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p [(J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]1/p

.

Demostración: Multiplicando (3.2) y (3.3) sigue que

(3.4)
(M + 1)(m+ 1)

M

[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p [(J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]1/p ≤ [(J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]2/p

.

Aplicando la desigualdad de Minkowski en la parte derecha de (3.4), se tiene que[(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]2/p ≤ ([(J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p

+
[(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]1/p)2

.

Sigue que [(
J σρ,λ,a+;w (f + g)

p)
(x)
]2/p

(3.5)

≤
[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]2/p

+
[(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]2/p

+2
[(
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x)
]1/p [(J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
]
.1/p

Usando las desigualdades (3.4) y (3.5) se encuentra el resultado buscado. �

Observación 2.
Haciendo λ = α, σ = (1, 0, 0, ...), w = 0 y a = 0 en el Teorema 2 se tiene que

[(
Iα0+f

p
)

(x)
]2/p

+
[(
Iα0+g

p
)

(x)
]2/p ≥ ( (M + 1)(m+ 1)

M
− 2

)[(
Iα0+f

p
)

(x)
]1/p [(

Iα0+g
p
)

(x)
]1/p

la cual coincide con el Teorema 2.3 en [6]. En particular, si α = 1 entonces

‖f‖2p + ‖g‖2p ≥
(

(M + 1)(m+ 1)

M
− 2

)
‖f‖p ‖g‖p

haciendo coincidencia con el Teorema 2.2 en [7].

Teorema 3. Sean p, q > 1, λ1, λ2, ρ > 0, w ∈ R y σ = {σ(k)}∞k=0 una sucesión acotada de números reales
positivos. Sean f, g funciones de valor real, positivas, definidas en [0,∞) . Si fp y gq son cóncavas en [0,∞), se
tiene que

2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q (J σρ,λ2,0+;w

(
xλ1−1

))2
≤
(
J σρ,λ2,0+;w

(
xλ1−1fp

))
(x)
(
J σρ,λ2,0+;w

(
xλ1−1gq

))
(x).

Demostración: Como las funciones fp y gq son cóncavas en [0,∞), usando el Lema 1, para cualquier x ∈
[0,∞) se tiene que

(3.6) fp(0) + fp(x) ≤ fp(x− t) + fp(t) ≤ 2fp
(x

2

)
and

(3.7) gp(0) + gp(x) ≤ gp(x− t) + gp(t) ≤ 2gp
(x

2

)
Multiplicando (3.6) y (3.7) por (x− t)λ1−1 (t)

λ2−1 Fσρ,λ2
[wtρ] se obtiene

(fp(0) + fp(x))

∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] dt
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≤
∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] fp(x− t)dt

+

∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] fp(t)dt

≤ 2fp
(x

2

)∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] dt

y

(gq(0) + gq(x))

∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] dt

≤
∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] gq(x− t)dt

+

∫ x

a

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] gq(t)dt

≤ 2gq
(x

2

)∫ x

a

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[wtρ] dt.

Usando el cambio de variable x− t = y se tiene que∫ x

0

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[w(t)ρ] fp(x− t)dt

=

∫ x

0

(y)
λ1−1 (x− y)λ2−1Fσρ,λ2

[w(x− y)ρ] fp(y)dy

=
(
J σρ,λ1,0+;wx

λ1−1fp
)

(x)

y ∫ x

a

(x− t)λ1−1 (t)
λ2−1 Fσρ,λ2

[w(t)ρ] gq(x− t)dt

=

∫ x

a

(y)
λ1−1 (x− y)λ2−1Fσρ,λ2

[w(x− y)ρ] gq(y)dy

=
(
J σρ,λ2,0+;wx

λ−1gq
)

(x)

Entonces,

(fp(0) + fp(x))
(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
≤ 2

(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1fp
)

(x)(3.8)

≤ 2fp
(x

2

) (
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
.

Similarly, for g we have

(gq(0) + gq(x))
(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
≤ 2

(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1gq
)

(x)(3.9)

≤ 2gq
(x

2

) (
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
.

Las desigualdades (3.8) y (3.9) implican que

(fp(0) + fp(x)) (gq(0) + gq(x))
(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)2

(3.10)

≤ 4
(
J σρ,λ,0+;wx

λ−1fp
)

(x)
(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1gq
)

(x).



46 Hernández H., J.E.- Selecciones Matemáticas. 06(01): 41-48 (2019)

Por otra parte, como f y g son funciones positivas, entonces para cualquier x > 0, p ≥ 1, q ≥ 1 se tiene que(
fp(0) + fp(x)

2

)1/p

≥ f(0) + f(x)

2

y (
gq(0) + gq(x)

2

)1/p

≥ g(0) + g(x)

2

Consecuentemente se obtiene

fp(0) + fp(x)

2

(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
≥
(
f(0) + f(x)

2

)p (
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)

y

gq(0) + gq(x)

2

(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
≥
(
g(0) + g(x)

2

)q (
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)
.

De estas últimas desigualdades se tiene que

(fp(0) + fp(x)) (gq(0) + gq(x))

4

(
J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)2

(3.11)

≥ 2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q (J σρ,λ2,0+;wx

λ1−1
)2
.

Combinando las desigualdades (3.10) y (3.11) se obtiene la desigualdad buscada. �

Observación 3. Si λ1 = λ2 = λ en el Teorema 3 entonces se obtiene que

2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q (J σρ,λ,0+;w

(
xλ−1

))2
≤
(
J σρ,λ,0+;w

(
xλ−1fp

))
(x)
(
J σρ,λ,0+;w

(
xλ−1gq

))
(x),

y por consiguiente, si λ = α, σ = (1, 0, 0, ...) y w = 0 se obtiene la siguiente desigualdad

2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q (
Iα0+x

λ−1)2 ≤ (Iα0+xλ−1fp) (x)
(
Iα0+x

λ−1gq
)

(x)

la cual coincide con el Teorema 2.5 in [6]. En particular, si α = 1 entonces

2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q ≤ 1

(b− a)
2 ‖f‖

p
p ‖g‖

p
p

con lo cual se encuentra el Teorema 2.3 en [7].

Observación 4. Haciendo λ1 = β, λ2 = α, σ = (1, 0, 0, ...) y w = 0 en el Teorema 3 se tiene que

2−p−q (f(0) + f(x))
p

(g(0) + g(x))
q (
Iα0+x

β−1)2 ≤ (Iα0+xβ−1fp) (x)
(
Iα0+x

β−1gq
)

(x)

lo cual hace coincidencia con el Teorema 2.8 in [6]. Si α = β entonces se tiene el Teorema 2.5 in [6].

En la demostración del próximo Teorema se hará uso de la desigualdad de Young:

xy ≤ xp

p
+
yq

q
, para cualesquiera x, y ≥ 0 y p > 1,

1

p
+

1

q
= 1.

Teorema 4. Sean p, q ∈ R con p > 1 y 1/p+ 1/q = 1. Sean f, g : a, b→ R funciones tales que fp, gq, fg ∈
L1 ([a, b]) y

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M, para cualesquiera x ∈ [a, b] , a, b ∈ [0,∞)
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entonces(
J σρ,λ,a+;wfg

)
(x) ≤ 2p−1

p

(
M

M + 1

)p ((
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x) +
(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
)

+
2q−1

q

(
1

m+ 1

)q
2q−1

((
J σρ,λ,a+;wf

q
)

(x) +
(
J σρ,λ,a+;wg

q
)

(x)
)
.

Demostración: Del hecho que 0 < m ≤ f(x)/g(x) ≤M, para cualquier x ∈ [a, b], se tiene que

f(x) ≤ M

M + 1
(f(x) + g(x)) ,

g(x) ≤ 1

m+ 1
(f(x) + g(x)) .

Usando la desigualdad de Young

f(x)g(x) ≤ f(x)p

p
+
g(x)q

q
≤ 1

p
(f(x) + g(x))

p
+

1

q
(f(x) + g(x))

q

entonces, multiplicando por (x− t)λ−1 Fσρ,λ [w(x− t)ρ]∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] f(t)g(t)dt

≤ 1

p

(
M

M + 1

)p ∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (f(t) + g(t)
p
dt

+
1

q

(
1

m+ 1

)q ∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (f(t) + g(t))qdt

Usando la desigualdad clásica: (c+ d)
p ≤ 2p−1 (cp + dp), se obtiene∫ x

0

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] f(t)g(t)dt

≤ 1

p

(
M

M + 1

)p
2p−1

∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (fp(t) + gp(t))dt

+
1

q

(
1

m+ 1

)q
2q−1

∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ [w(x− t)ρ] (fq(t) + gq(t)) dt

=
1

p

(
M

M + 1

)p
2p−1

((
J σρ,λ,a+;wf

p
)

(x) +
(
J σρ,λ,a+;wg

p
)

(x)
)

+
1

q

(
1

m+ 1

)q
2q−1

((
J σρ,λ,a+;wf

q
)

(x) +
(
J σρ,λ,a+;wg

q
)

(x)
)
.

La prueba está completada. �

Observación 5.
Haciendo λ = α,w = 0 y σ = (1, 0, 0, ...) en el Teorema 4 se obtiene la desigualdad para la integral fraccionaria
de Riemann-Liouville (

Iαa+fg
)

(x) ≤ 2p−1

p

(
M

M + 1

)p ((
Iα0+f

p
)

(x) +
(
Iα0+g

p
)

(x)
)

+
2q−1

q

(
1

m+ 1

)q ((
Iα0+f

q
)

(x) +
(
Iα0+g

q
)

(x)
)
.

En particular, si α = 1 se tiene∫ x

0

f(t)g(t)dt ≤ 2p−1

p

(
M

M + 1

)(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)
+

2q−1

q

(
1

m+ 1

)q (
‖f‖qq + ‖g‖qq

)
.

haciendo coincidencia con el Teorema 2.4 en [7].
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4. Conclusiones.
En el presente artı́culo se establecieron algunas desigualdades integrales fraccionarias del tipo Minkowski y
Hermite-Hadamard (Teoremas 1,2,3,4 y 5) haciendo uso del operador integral fraccionario introducido por R.K.
Raina en [1]. Además se presentaron algunas observaciones conducentes a establecer la generalización de los
resultados obtenidos con respecto a otros previamente encontrados por L. Bougoffa [5] y S.S. Dragomir [7]. Es
de hacer notar que se pueden generalizar los resultados obtenidos usando la siguiente integral fraccional definida
por T. Tunç et.al. en [19]:(

J σ,k,gρ,λ,a+;wϕ
)

(x) =

∫ x

a

g′(t)

((g(x)− g(t))1−
λ
k

Fσ,kρ,λ [w(x− t)ρ]ϕ(t)dt, (x > a)

y (
J σ,k,gρ,λ,b−;wϕ

)
(x) =

∫ b

x

g′(t)

((g(x)− g(t))1−
λ
k

Fσ,kρ,λ [w(t− x)ρ]ϕ(t)dt, (x < b) ,

donde

Fσ,kρ,λ (x) =

∞∑
m=0

σ(m)

kΓk (ρkm+ λ)
xm,

k > 0, g : [a, b]→ R es una función positiva y creciente con derivada g′ es continua sobre (a, b), ρ, λ > 0, |x| < R
y σ = (σ(1), .., σ(k), ..) es una sucesión acotada de números reales,, Γk es la función k−Gamma, y ϕ es una
función tal que las integrales expuestas existen.

El autor espera que los resultados encontrados sirvan de estı́mulo para futuras investigaciones en el área.
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