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Аннотация. В работе доказано, что функтор If идемпотентных вероятностных мер, 

действующий в категории компактов и их непрерывных отображений является нормальным 

функтором. 

 

Abstract. In the present paper, we proof the functor If of idempotent probability measures 

acting in the category of Hausdorff compact spaces and their continuous maps is normal. 
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Введение 

В работе [1] Е. Щепиным введено понятие нормального функтора в категории Comp  

компактов и их непрерывных отображений. А. Ч. Чигогидзе в работе [2] предложил 

конструкцию продолжения нормального функтора :F Comp Comp→  до функтора 

:F Tych Tych → , действующего в более широкой категории Tych  тихоновских пространств и 

их непрерывных отображений с сохранением нормальности. В работе [3] исследовано 

категорные свойства функтора :I Comp Comp→  идемпотентных вероятностных мер. В 

настоящей работе рассмотрим функтор :fI Comp Comp→ , который является подфунктором 

функтора I  идемпотентных вероятностных. 

Пусть X  — компакт, ( )C X  — алгебра всех непрерывных функций, определенных на 

X , с обычными поточечными алгебраическими операциями и sup -нормой. Следуя [3], 

вводим следующие операции:  

1) ʘ по правилу , где ( )C X  и 
X — постоянная 

на X  функция, принимающая везде значение R ;  

2) ( ) ( ) ( ):C X C X C X  →  по правилу ( )  , max ,      =  = , где ( ), C X   . 

 

Определение 1 [3]. 

Функционал ( ):C X R →  называется идемпотентной вероятностной мерой, если он 

обладает следующими свойствами:  

(i) ( )X  =  для всех R , где 
X  — постоянная функция;  

(ii)  для всех R  и ( )C X  ;  

(iii) ( ) ( ) ( )       =   для всех , ( )C X   . 
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Число ( )   называется интегралом Маслова соответствующим к  . Множество всех 

идемпотентных вероятностных мер на X  обозначается [3] через ( )I X . Всякая 

идемпотентная вероятностная мера является непрерывной [4]. Следовательно, 

( ) ( )( ) ( )C X

pI X C C X R  . Обеспечим ( )I X  с индуцированной из ( )C X
R  топологией. Базу 

окрестностей идемпотентной меры ( )I X   относительно этой топологии образуют 

множества вида  

 1; ,..., ; ( ) : ( ) ( ) , 1,...,k i iI X i k            =  −  = , 

где 
1,..., ( )k C X    и 0  .  

Из результатов работы [3] вытекает, что для всякого компакта X  пространство ( )I X  

также является компактом. Пусть :f X Y→  — непрерывное отображение компактов. Тогда 

естественным образом определяется отображение ( ) ( ) ( ):I f I X I Y→ : 
 

( )( )( ) ( )I f f   =  (1) 

6 

Для идемпотентной вероятностной меры ( )I X   определен ее носитель: 

 

( ) supp : замкнуто в иF F X I F =  . 

 

Для положительного целого числа n  определим следующее множество 
 

( ) ( ) : suppnI X I X n =   . 

Положим 

( ) ( )
1

n

n

I X I X



=

= . 

 

Множество ( )I X  всюду плотно [3] в ( )I X . Идемпотентную вероятностную меру 

( )I X   называют идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем. Функционал 

( ):x C X R → , определенный по формуле ( ) ( )x x  = , ( )C X , называется мерой Дирака. 

Мера Дирака 
x  является идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем, 

причем  supp x x = . 

Введем подмножество ( )fI X  компакта ( )I X  идемпотентных вероятностных мер. Для 

компакта X  множество ( )fI X  состоит из мер, носители которых конечны, причем если 

носитель меры   состоит из n  точек 
1 2, ,..., nx x x , то max - plus -барицентрическая масса лишь 

одной из этих точек равна нулю, все остальные массы не больше ( )ln 1n− +  [4]. По 

определению 

( ) ( )

( )    

0

1

0 0

: равенство 0 выполняется только 

    для единственого индекса и ln 1 для всех 1, ..., \ .

i

n

f i x i
i

i

I X I X

i n i n i

   



=


= =  =


 − + 
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Пусть  ,C O M=  и  ,C O M  =  — две категории. Отображение :F C C→ , переводящие 

объекты в объекты, а морфизмы в морфизмы, называется ковариантным функтором из 

категории C  в категории C , если: 

F1) для всякого морфизма :f X Y→  из категории C  морфизм ( )F f  действует из ( )F X  в 

( )F Y ; 

F2) ( ) ( )X F X
F id id=  для всякого X O ; 

F3) ( ) ( ) ( )F f g F f F g=  для любых морфизмов f  и g  из M . 

 

Определение 2 [1]. 

Ковариантный функтор :F Comp Comp→  называется нормальным, если он удовлетворяет 

следующим условиям: функтор F  непрерывен, сохраняет вес, пересечения, прообразы, 

мономорфен и эпиморфен, переводит пустое множество в пустое, а одноточечное — в 

одноточечное. 

Установим, что конструкция 
fI  взятия множества ( )fI X  образует нормальный функтор 

в категории компактов. Этот функтор интересен тем, что он является функтором с конечным 

носителем, и не имеет конечной степени. 
 

Нормальность функтора fI  идемпотентных вероятностных мер 

Предложение 1. Для компакта X  пространство ( )fI X  также является компактом. 

Доказательство. Как уже мы отметили, для компакта X  пространство ( )I X  также 

является компактом. По построению ( )fI f  замкнуто в ( )I X . Так как каждое замкнутое 

подмножество компакта есть компакт, то ( )fI X  — компакт. Предложение 1 доказано. 

Для непрерывного отображения :f X Y→  компактов отображение ( ) ( ) ( ):f f fI f I X I Y→  

определим как сужение: ( ) ( )
( )f

f I X
I f I f= . Имеем ( ) ( )( ) ( )f f fI f I X I Y . Действительно, 

( )fI X   и ( )C Y  . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )так как supp

f XX
I f f X f I f        = =  = = , 

где ( )C Y  . Следовательно, ( )( )fI f   сосредоточена на ( )f X Y . Откуда вытекает 

требуемое включение. 
 

Предложение 2. Отображения ( )fI f  непрерывно. 

Доказательство. В работе [4] показано, что отображение ( ) ( ) ( ):I f I X I Y→  непрерывно. 

Так как сужение непрерывного отображение непрерывно, то ( )fI f  также непрерывно по 

определению. Предложение 2 доказано. 
 

Предложение 3. Конструкция 
fI  является ковариантным функтором в категории 

компактов и их непрерывных отображений. 
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Доказательство. Из определения вытекает, что 
fI  удовлетворяет условию F1). 

Покажем, что 
fI  сохраняет композицию отображений. Пусть X , Y , Z  — компакты и 

:f X Y→ , :g Y Z→  — непрерывные отображения. Пусть ( )fI X   и ( )C Z  .  

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )f f f fI g f g f g f I f g I g I f         = = = = . 

т. е. ( ) ( ) ( )f f fI g f I g I f= . Пусть :Xid X X→  — тождественное отображение, т.е. 

( )Xid x x=  для всех x X . Тогда  

( )( )( ) ( ) ( )f X XI id id     = = , 

 

т. е. ( ) ( )f
f X I X

I id id= . Предложение 3 доказано. 

 

Предложение 4. Функтор 
fI  сохраняет вес бесконечных компактов, т. е. для любого 

бесконечного компакта X  имеет место равенство ( )( ) ( )fw I X w X= . 

Доказательство. Ясно, что отображение ( ): fX I X → , определенное по формуле 

( ) xx = , x X , есть вложение компакта в ( )fI X . На 

самом деле, ( )x fI X  , так как Поэтому ( ) ( )( )fw X w I X . 

Из предложения 12 [3] имеем ( )( ) ( )w I X w X= . Но, ( ) ( )fI X I X , поэтому 

( )( ) ( )( )fw I X w I X , т. е. ( )( ) ( )fw I X w X . Предложение 4 доказано. 

 

Предложение 5. 
fI  — мономорфный функтор, т. е. сохраняет инъективность 

отображений компактов. 

Доказательство. Пусть 
1 2  , ( )1 2, fI X   . В силу инъективности отображения f  

существует функция ( )C Y  , такая, что ( ) ( )1 2f f    . Поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2f fI f f I      =  = 2 , т. е. ( )( ) ( )( )1 2f fI f I f  . Предложение 5 доказано. 

 

Предложение 6. Пусть :f X Y→  — непрерывное отображение «на». Тогда 

( ) ( ) ( ):f f fI f I X I Y→  — также непрерывное отображение «на». 

Доказательство. Непрерывность показано в предложении 2. Сюръективность 

отображения вытекает из следующего соотношения. 

( ) ( )f x yI f  =  тогда и только тогда, когда ( )f x y= . 

Поэтому равенство ( )f X Y=  влечет ( ) ( )( ) ( )fI f X Y = . Предложение 6 доказано. 

 

Предложение 7. Функтор :fI Comp Comp→ сохраняет 

a) точку, 

b) пустое множество. 
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Доказательство. Пусть x X . В предложении 4 отмечено, что ( )x fI X  . Для любой 

точки y X , y x , имеем  supp y y = . Поэтому  ( )y fI x  . Следовательно,  ( )  f xI x = . 

b) Пусть X = . Тогда ( )C X =  . следовательно, 

( )( ) ( )p pC C X C=  =  

Из того, что ( ) ( )( )f pI X C C X  получим, что ( ) ( )f pI C   = , т. е. ( )fI  = . 

Предложение 7 доказано. 

Предложение 8. Если A  — замкнутое подмножество компакта X , то ( ) ( )f fI A I X . 

Более того, ( ) ( ) : suppf fI A I X A =   . 

Доказательство вытекает из определения носителя. 
 

Предложение 9. Если :f X Y→  — непрерывное отображение между компактами и 

B Y , то ( )( ) ( ) ( )( )1 1

f f fI f B I f I B− −= . 

Доказательство. Пусть ( )( )1

fI f B − . Согласно предложению 8 это означает, что 

( )I X   и ( )1supp f B − . Следовательно, ( )suppf B   или, что то же самое, ( )suppf B  . 

Поэтому из предложения 8 имеем ( ) ( )supp fI f B  . Следовательно, ( )( ) ( )f fI f I B  . 

Наоборот, пусть ( ) ( )( )
1

f fI f I B
−

 . Тогда ( ) ( ) ( )f fI f I B  , т. е. ( ) ( )supp fI X B  . 

Следовательно, согласно предложению 8 имеем ( )suppf B  . Это означает, что ( )1supp f B −

, откуда ( )( )1

fI f B − . Предложение 9 доказано. 

Пусть  , ,X p A

   — обратный спектр, индексированный элементами множества A  и 

состоящий из компактов. Через lim X
 обозначим предел этого спектра, а через 

: limp X X  → , A  — предельные проекции. Обратный спектр  , ,X p A

 


 порождает 

обратный спектр ( ) ( ) , ,f fI X I p A

 

 , предел которого обозначим через ( )lim fI X  а 

предельные проекции через ( ) ( ): lim f fpr I X I X  → . Отображения 

( ) ( ) ( ): limf f fI p I X I X  → , A , порождают отображение ( ) ( ): lim limf f fR I X I X → . 

 

Предложение 10. Отображение ( ) ( ): lim limf f fR I X I X →  является гомеоморфизмом. 

Доказательство. Так как сужения гомеоморфизма есть гомеоморфизм, то отображение 

fR  — гомеоморфизм, поскольку отображение ( ) ( ): lim limR I X I X →  является 

гомеоморфизмом и имеет место 
( )limf

f I X
R R



= . Предложение 10 доказано. 

 

Предложение 11. Функтор If сохраняет пересечение, т. е. для любой пары A, B 

замкнутых подмножеств компакта X имеет место 

( ) ( ) ( )f f fI A B I A I B =  . 

Доказательство. Ясно, что включение ( ) ( ) ( )f f fI A B I A I B    справедливо. Если 

( ) ( )f fI A I B  , то supp A   и supp B  , следовательно, supp A B   . Откуда 
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( )fI A B  , т. е. ( ) ( ) ( )f f fI A B I A I B   . Предложение 11 доказано. 

Таким образом, доказано следующий основной результат работы. 

Теорема 1. Функтор If:Comp→Comp является нормальным функтором. 
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