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Аннотация 

Рассмотрена задача расчёта преломляющей поверхности, формирующей требуемое 
распределение освещённости в дальней зоне при плоском освещающем пучке. Показано, 
что данная задача может быть сформулирована как задача о перемещении масс. Получен 
вид функции стоимости в данной задаче. Продемонстрировано, что при определённом 
выборе координат функция стоимости становится квадратичной. Полученная задача о пе-
ремещении масс также описывает задачу расчёта зеркала, которая может быть рассмотре-
на как частный случай задачи расчёта преломляющей поверхности. 
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Введение 

Задача расчёта преломляющей или отражающей 
оптической поверхности из условия формирования 
заданного распределения освещённости в некоторой 
области относится к классу обратных задач неизоб-
ражающей оптики и является крайне сложной. В при-
ближении геометрической оптики данная задача сво-
дится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения (НДУ) эллиптического типа [1 – 7]. Реше-
ние этого НДУ является сложной теоретической и 
вычислительной задачей. 

Формулировка обратной задачи неизображающей 
оптики как задачи решения НДУ эллиптического ти-
па предполагает, что поверхность оптического эле-
мента является гладкой. Это накладывает существен-
ные ограничения на класс распределений освещённо-
сти, которые могут быть сформированы оптическим 
элементом. Например, гладкая оптическая поверх-
ность не позволяет сформировать распределение 
освещённости, определённое в несвязной области, 
состоящей из непересекающихся подобластей. Огра-
ничения также возникают и при формировании мно-
госвязных областей и областей со сложными неглад-
кими границами. 

Ряд обратных задач неизображающей оптики мо-
жет быть сформулирован в виде задачи Монжа–
Канторовича о перемещении масс со специальной 
функцией стоимости [8 – 18]. Такая формулировка за-
дачи, в отличие от задачи решения НДУ, позволяет 
рассчитывать непрерывные кусочно-гладкие оптиче-

ские поверхности, формирующие заданные распреде-
ления освещённости в несвязных областях и в обла-
стях со сложными негладкими границами [14, 15, 17]. 

Вид функции стоимости определяется типом ре-
шаемой задачи. В частности, в задачах, описываемых 
стандартным уравнением Монжа–Ампера, функция 
стоимости является квадратичной [19]. Задача о пе-
ремещении масс (ЗПМ) с квадратичной функцией 
стоимости позволяет строго описать только весьма 
специфический класс задач, например, задачу расчёта 
функции эйконала светового поля из условия фоку-
сировки в заданную область в параксиальном при-
ближении [16]. В непараксиальном случае функция 
стоимости уже не является квадратичной, а равна 
расстоянию между точкой исходной области, в кото-
рой задана функция эйконала, и точкой плоскости 
фокусировки [16, 18]. Функции стоимости получены 
только для ограниченного круга задач [8 – 18]. В част-
ности, в базовых теоретических работах [8 – 11] полу-
чен вид функции стоимости в задачах расчёта зеркала 
[8, 9] и преломляющей оптической поверхности [10, 11], 
формирующих требуемое распределение освещённо-
сти в дальней зоне (распределение интенсивности) 
при сферическом освещающем пучке. Условие даль-
ней зоны предполагает, что размерами оптической 
поверхности можно пренебречь по сравнению с рас-
стоянием до освещаемой области. 

Получение функций стоимости для новых задач 
представляет большой теоретический и практический 
интерес. В этой связи отметим, что в работах [8 – 11] 
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не рассмотрен важный частный случай освещающего 
пучка с плоским волновым фронтом. Несмотря на то, 
что освещающий пучок с плоским волновым фронтом 
является частным случаем сферического пучка (когда 
источник излучения перемещается в бесконечно уда-
лённую точку), выражение для функции стоимости в 
случае плоского освещающего пучка непосредствен-
но не следует из вида известной функции стоимости 
для сферического пучка. Это связано с методом по-
строения решения в работах [8 – 11], в которых задача 
расчёта зеркала и преломляющей поверхности соот-
носится с отображением двух областей D1 и D2 на 
единичной сфере. Область D1 соответствует области 
излучения источника, а область D2 – освещаемой об-
ласти. При падающем плоском пучке область D1 пре-
образуется в точку, и поэтому дальнейшие рассужде-
ния работ [8 – 11] оказываются неприменимыми. 

В настоящей статье рассмотрено получение функ-
ции стоимости для задачи расчёта преломляющей по-
верхности, формирующей заданное распределение 
освещённости в дальней зоне при плоском освещаю-
щем пучке. Полученная функция стоимости также 
описывает задачу расчёта зеркала, которая может 
быть рассмотрена как частный случай задачи расчёта 
преломляющей поверхности. Представленные теоре-
тические результаты расширяют класс методов, кото-
рые могут быть использованы для расчёта преломля-
ющих поверхностей и зеркал при плоском освещаю-
щем пучке. В частности, могут быть применены ме-
тоды, основанные на сведении решения ЗПМ к реше-
нию линейной задачи о назначениях [15 – 17]. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу расчёта преломляющей по-
верхности R из условия формирования заданного 
распределения освещённости в дальней зоне при 
освещающем пучке с плоским волновым фронтом. 
Преломляющая поверхность разделяет среды с пока-
зателями преломления n1 и n2, n1

 > n2. Рассмотрим 
плоский световой пучок, распространяющийся в 
направлении ez

 = (0, 0, 1). Предположим, что в плоско-
сти z = 0 он имеет распределение освещённости E0(u), 
uG, где u = (u1, u2) – декартовы координаты в данной 
плоскости (рис. 1). 

Задача состоит в расчёте преломляющей поверх-
ности z = R(u), uG, формирующей заданное распре-
деление освещённости E(x), xDpl в удалённой плос-
кости z = f, где x = (x1, x2) – декартовы координаты в 
данной плоскости. Понятие «удалённая плоскость» 
предполагает, что f >> R(u), uG, так что размерами 
преломляющей поверхности по сравнению с расстоя-
нием f можно пренебречь. В этом случае направление 
преломленного на поверхности R луча, который затем 
пересекает плоскость z = f в точке x = (x1, x2), можно 
описывать следующим единичным вектором: 
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Рис. 1. Геометрия задачи 

Вектор p(x) задан в области Dsp, которая является 
проекцией области Dpl на единичную сферу с цен-
тром в начале координат в плоскости z = 0. 

Задачу формирования заданного распределения 
освещённости в дальней зоне далее будем рассматри-
вать как задачу формирования распределения интен-
сивности 

      2 2= ,  L E f D    p x p x p p , (2) 

где p= (p1, p2) – поперечные координаты вектора p в (1), 

      1 2
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1
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p
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Выражение для x(p) получено из (1) путём выраже-
ния координат xDpl через координаты pD, где об-
ласть D является проекцией области Dsp на единичной 
сфере на плоскость z = 0. При выполнении условия 
дальней зоны распределение освещённости, форми-
руемое преломляющей поверхностью, может быть 
рассмотрено как распределение интенсивности от то-
чечного источника излучения, расположенного в 
начале координат в плоскости z = 0. При этом выра-
жение для интенсивности (2) соответствует светово-
му потоку, излученному данным источником в эле-
мент телесного угла. 

Обозначим p=  (u) лучевое отображение, которое 
связывает координаты падающих лучей в плоскости 
z = 0 и координаты p= (p1, p2) лучей, преломленных на 
поверхности R. Данное отображение удовлетворяет 
закону сохранения светового потока. В интегральной 
форме этот закон может быть сформулирован следу-
ющим образом: для любого измеримого подмно-
жества S  G должно выполняться равенство 
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   u u p p p , (4) 

где 2d 1 dS   p p  – дифференциал телесного угла, 

    21I L   p p p . Условие сохранения 
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светового потока (4) можно переписать в 
дифференциальной форме 

      0 =E I J u u , (5) 

где 

         
1 2 2 1

1 2 1 2p p p p
J

u u u u

   
  

   

u u u u
  

– якобиан отображения . Закон сохранения светового 
потока также может быть записан в следующей об-
щей форме [8]: 

        0 d d
G D

h E h I    u u u p p p , (6) 

где h (x) – любая непрерывная функция. 
Обычно задачу расчёта рефракционной поверхно-

сти сводят к решению нелинейного дифференциаль-
ного уравнения (НДУ) второго порядка эллиптиче-
ского типа [1 – 7]. Для получения данного уравнения 
нужно сначала выразить вектор преломленного луча 
p (u) через вектор нормали к поверхности R и вектор 
падающего луча ez. Используя закон Снеллиуса, век-
тор p (u) несложно получить в виде 
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где v = n2
 / n1 – относительный показатель преломле-

ния, N (u) – единичный вектор нормали N к поверхно-
сти R, имеющий вид 
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Далее, подставляя (7) в дифференциальную форму 
закона сохранения светового потока (5), можно полу-
чить вышеупомянутое НДУ. 

Формулировка задачи расчёта рефракционной по-
верхности как задачи решения НДУ предполагает 
гладкость поверхности R (u) и дифференцируемость 
отображения . Эти требования существенно ограни-
чивают класс решаемых задач (класс формируемых 
распределений интенсивности) [14 – 17]. Поэтому да-
лее мы получим специальное представление для по-
верхности R (u), позволяющее снять ограничение на 
гладкость поверхности и сформулировать понятие 
так называемого слабого решения задачи (эта форму-
лировка приведена в следующем параграфе статьи). 
Для этого сначала рассмотрим вспомогательную 
задачу, состоящую в расчёте плоской преломляющей 
поверхности zpl (u), преобразующей освещающий 
пучок с плоским волновым фронтом и направлением 
ez в пучок с плоским волновым фронтом и 
направлением p = (p1, p2, p3), |p| = 1. Из закона 
Снеллиуса несложно получить, что нормальный 
вектор плоскости zpl (u) определяется соотношением 

~ z  N e p . (8) 

Соответственно, уравнение плоскости можно 
записать в виде 

  1 2
1 2

3 3

=
1 1
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p p

z g u u
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u , (9) 

где g – произвольная константа, определяющая сме-
щение плоскости. Для дальнейших выкладок удобно 
ввести функцию 
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Преломляющая поверхность R для формирования 
заданного распределения освещённости в дальней 
зоне может быть представлена в виде огибающей 
семейства плоскостей (9) по параметрам p = (p1, p2) 
[20], при этом константа g в формуле (9) становится 
функцией от p. Действительно, по определению оги-
бающая поверхность касается каждой плоскости се-
мейства (9) в некоторой точке. При этом вектор нор-
мали огибающей поверхности совпадает в точке ка-
сания с вектором нормали соответствующей плоско-
сти семейства. Поэтому направления преломленных 
лучей будут принадлежать требуемой области D. 
Уравнение огибающей определяется системой 
уравнений, включающей уравнение плоскости (9) и 
следующие два уравнения [20]: 

   , 0,  1,2
i

g i
p

 
     

p u p . (11) 

Отметим, что уравнения (11) определяют крити-
ческую точку функции g(p) + (u, p) по переменным 

(p1, p2) при фиксированном значении u = (u1, u2). Далее 
мы будем рассматривать огибающие поверхности, 
для которых эта критическая точка является точкой 
максимума. Это позволяет записать огибающую по-
верхность в виде 

     = max ,
D

R g


 


  p
u p u p . (12) 

Геометрически это означает, что поверхность R явля-
ется «огибающей сверху» для семейства плоскостей 
(9), т.е. все плоскости семейства расположены под 
поверхностью R. При этом поверхность R является 
выпуклой. Случай, когда критическая точка является 
точкой минимума, соответствует вогнутой поверхно-
сти и рассматривается аналогично.  

 Уравнение (12) задаёт лучевое отображение в виде 

   : arg max ,
D

g


 


   
p

u p u p  . (13) 

При этом задача расчёта преломляющей поверхности 
сводится к нахождению такой функции g(p), что 
отображение  (u), определяемое формулой (13), удо-
влетворяет закону сохранения светового потока, 
определённого уравнением (4). Отметим, что не каж-
дое отображение , удовлетворяющее закону сохра-
нения светового потока (4), является интегрируемым, 
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то есть может быть реализовано преломляющей по-
верхностью. Отображение  является интегрируемым, 
только если существует функция g (p), удовлетворя-
ющая уравнениям (11) при p=  (u). В этом случае 
преломляющая поверхность определяется через 
функцию g (p) уравнением (12). 

2. Слабое решение 

В работах [8, 9], посвящённых расчёту зеркала для 
формирования заданного распределения интенсивно-
сти (или распределения освещённости в дальней 
зоне) при сферическом падающем пучке, вводится 
понятие так называемого слабого (обобщённого) ре-
шения. Понятие слабого решения не предполагает 
гладкости поверхности зеркала и дифференцируемо-
сти реализуемого им лучевого отображения. В дан-
ном параграфе мы введём аналогичное понятие для 
рассматриваемой задачи расчёта рефракционной по-
верхности при плоском освещающем пучке. 

Несложно получить, что для биективного отобра-
жения p=  (u) функция g (p) в (12) определяется 
следующим соотношением: 

     = min ,
G

g R 


  u
p u u p . (14) 

Действительно, из (12) следует, что для любых uG и 
pD выполняется неравенство g (p) ≤ R (u) – (u,p). 

В частности, данное неравенство выполняется для u, 
обеспечивающего минимум правой части: 

     min , .
G

g R 


   u
p u u p  (15) 

В силу биективности отображения p=  (u) для 
любого p,0D существует u0G такое, что 

     0 0 ,g R  p u u p . (16) 

Далее из соотношений (15) и (16) следует представ-
ление (14). Отметим, что формула (14) определяет 
обратное отображение 

   1 : arg min ,
G

R
 


   

u
p u u p  . (17) 

Поскольку функции R (u) и g (p) связаны неравен-
ством R (u) – g (p) ≥ (u, p), которое превращается в 

равенство только в случае, когда p=  (u), то отобра-
жение  можно определить следующим образом: 

        =  | ,R g    u p u p u p . (18) 

Определение 1. «Хорошей парой» будем назы-
вать пару функций {(u), (p)} таких, что (u) не-
прерывна на G, (p) непрерывна на D, и функции 
(u) и (p) связаны соотношениями 

     

     

= max , ,

= min , .

D

G


 



 


    

    

p

u

u p u p

p u u p




 (19) 

Отметим, что на функции (u) и (p) не накла-
дывается требование дифференцируемости. При этом 
(u) – (p) ≥ (u, p) для любых uG и pD. Следуя 

работам [8 – 11], несложно показать, что функции (u) 
и (p) являются липшицевыми в областях G и D со-
ответственно. Согласно теореме Радемахера, липши-
цева в некоторой области функция является диффе-
ренцируемой почти всюду в данной области (т. е. ме-
ра множества точек, в которых функция не диффе-
ренцируема, равна нулю). Значит, функции (u) и 
(p), образующие хорошую пару, почти всюду диф-
ференцируемы и соответствующее отображение вида 
(18) определено почти всюду. 

Теперь сформулируем, что следует понимать под 
слабым (обобщённым) решением. 

Определение 2. Слабым решением называется 
хорошая пара функций {R(u), g(p)} такая, что отоб-
ражение, определённое формулой 

        =  | , ,D R g     u p u p u p  (20) 

удовлетворяет условию сохранения светового потока 
(4). Подчеркнём, что в слабом решении функция R(u) 
предполагается дифференцируемой не всюду, а почти 
всюду. При этом отображение (20) может иметь раз-
рывы на множестве меры нуль (данные разрывы не 
влияют на величину интегралов в (4)). 

3. Задача о перемещении масс 
Понятие слабого решения позволяет сформулиро-

вать задачу расчёта рефракционной поверхности как 
задачу Монжа–Канторовича о перемещении масс 
(ЗПМ) [8, 9] с функцией стоимости (u, T(u)), опре-
делённой в (10). В рассматриваемой ЗПМ под рас-
пределениями масс в исходном пункте и пункте 
назначения понимаются распределение освещённости 
E0 (u), uG падающего пучка и функция 

    21I L   p p p , 

pD, определяемая требуемым распределением ин-
тенсивности L(p). 

Формулировка рассматриваемой задачи как ЗПМ 
следует из следующей теоремы. 

Теорема. Пусть {R(u), g(p)} – слабое решение. 
Тогда лучевое отображение p=  (u), задаваемое 
рефракционной поверхностью R(u), минимизирует 
функционал 

      0= , d
G

T T E u u u u  , (21) 

определённый на пространстве отображений T: G  D 
(возможно, определённых почти всюду), удовлетво-
ряющих условию сохранения светового потока: 

 
 

 
1

0 d d
ST S

S D E I


    u u p p . (22) 

Доказательство. Пусть p= T (u) – произвольное 
отображение (план перевозки). Согласно (12), имеет 
место неравенство 

       ,R g T T u u u u ,  

причём равенство достигается только если T = . 
Умножим это неравенство на E0 (u) и проинтегрируем 
по области G: 
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 (23) 

Используя формулу (6), получим 

        

    

0

0

d d

d .

G D

G

g T E g I

g E

   

 

 



u u u p p p

u u u
 (24) 

Подставляя (24) в (23), получим 

          

      

0 0

0

d d

, d .

G G

G

T R E g E

E

   

   

 



u u u u u u

u u u u



 
 (25) 

Полученное неравенство  (T) ≤  () доказывает 
теорему. При этом если отображение T отличается от  
на множестве ненулевой меры, то неравенство строгое. 

Следствие. Пусть {R(u), g(p)} – слабое решение. 
Тогда обратное отображение u =  –1 (p) минимизиру-
ет функционал 

      = , d
D

Q Q I     p p p p  , (26) 

определённый на пространстве отображений Q: D  G 
(возможно, определённых почти всюду), удовлетво-
ряющих условию сохранения светового потока. 

Действительно, делая замену p = Q –1 (u) в функ-
ционале  ' (Q), получим: 

   1=Q Q  ,  

что и доказывает данное следствие. 
Таким образом, лучевое отображение p=  (u) 

может быть найдено из решения ЗПМ (21), а обратное 
отображение u =  –1 (p) – из решения ЗПМ (26). В за-
даче расчёта преломляющей поверхности R(u), фор-
мирующей сложное распределение интенсивности, 
оказывается, более удобно работать именно с обрат-
ным отображением u =  –1 (p) [15, 17]. В этом случае 
функция g(p) может быть восстановлена из уравне-
ний (11) по обратному отображению. Далее функция 
R(u) рассчитывается по формуле (12). 

Интересно отметить, что ЗПМ (21) с функцией 
стоимости (10) эквивалента ЗПМ со следующей квад-
ратичной функцией стоимости: 

   2
, =  u p u p   . (27) 

Действительно, рассмотрим следующий функционал: 

       
2

0= d
G

T T E     u p p u u u  , (28) 

определённый на пространстве отображений T: G  D, 
удовлетворяющих условию сохранения светового по-
тока, где 

      1 1
2

,
1 1

p p 
  



  
  

p
p p p p

p
   . (29) 

Раскрывая в (28) квадрат и используя соотношение 

(6), преобразуем ( )T  к виду 

   

     2 2
0

=

d d .
G G

T T

E I   



 
  
 
 u u u p p p p





 

 (30) 

Поскольку слагаемые в квадратных скобках не зави-
сят от отображения T: G  D, то минимизация функ-
ционала (21) эквивалентна минимизации функциона-
ла (28). В свою очередь, задача минимизации функ-
ционала (28) соответствует ЗПМ из области G в об-
ласть D , являющейся образом области D при отоб-
ражении (29), с квадратичной функцией стоимости 
(27). При этом «распределение масс» в области D  
описывается функцией 

      I I Jp p p p    , (31) 

где ( )J p  – якобиан преобразования координат, а 
( )p p  несложно получить из (29) в виде 

 
 

 

2 2 2

2

1 1

1


       
 

p p
p p

p

 



. (32) 

В заключение отметим, что если в представлении 
поверхности (12) выбрать не максимум (случай вы-
пуклой поверхности R(u)), а минимум (случай вогну-
той поверхности R(u)), то соответствующая ЗПМ бу-
дет состоять в максимизации функционала (21). Та-
ким образом, задачи минимизации и максимизации 
функционала (21) соответствуют случаям выпуклой и 
вогнутой поверхностей R(u) соответственно. Случаи 
выпуклой и вогнутой поверхностей отличаются кон-
фигурацией преломленных лучей [14]. Для выпуклой 
поверхности R(u) преломленные лучи не пересекают 
оптическую ось (ось ez), а для вогнутой – пересекают. 

4. Задача расчёта зеркальной поверхности 

В задаче расчёта зеркальной поверхности будем 
считать, что направление падающего пучка определя-
ется вектором – ez

 = (0, 0, –1). В остальном геометрия 
задачи остаётся неизменной. Уравнение плоской от-
ражающей поверхности zpl (u), преобразующей осве-
щающий пучок с плоским волновым фронтом и 
направлением – ez в пучок с плоским волновым фрон-
том и направлением p, несложно получить в виде 

   = ,pl mz g u u p , (33) 

где g – произвольная константа, а функция m(u, p) 
имеет вид 

   
2

,
, =

1 1
m







 

u p
u p

p
 . (34) 

Функция m(u, p) является частным случаем функ-

ции (u, p) в (10) при относительном показателе 
преломления v = –1. Поэтому, повторяя выкладки, 
приведённые в параграфах 2 и 3, несложно получить, 
что задача расчёта зеркала также может быть сфор-
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мулирована как ЗПМ с функцией стоимости (34) или 
с квадратичной функцией стоимости (27). 

Заключение 

Задача расчёта преломляющей поверхности, фор-
мирующей заданное распределение освещённости в 
дальней зоне при плоском освещающем пучке, сфор-
мулирована как задача Монжа–Канторовича о пере-
мещении масс. Получен вид функции стоимости в 
данной ЗПМ. Показано, что при определённом выбо-
ре координат функция стоимости становится квадра-
тичной. Полученная ЗПМ также описывает задачу 
расчёта зеркала, которая может быть рассмотрена как 
частный случай задачи расчёта преломляющей по-
верхности. 

Полученные в работе теоретические результаты 
расширяют класс методов, которые могут быть ис-
пользованы для расчёта преломляющих поверхностей 
и зеркал при плоском освещающем пучке. В частно-
сти, предложенный авторами настоящей статьи под-
ход к расчёту оптических поверхностей, основанный 
на сведении решения ЗПМ к решению линейной за-
дачи о назначениях [15 – 17], теперь может быть 
применён к решению рассмотренной в статье задачи. 
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Formulation of the inverse problem of calculating the optical surface for an 
illuminating beam with a plane wavefront as the Monge–Kantorovich problem 
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Abstract 

A problem of calculating a refractive surface that forms a required irradiance distribution in the 
far field in the case of a plane illuminating beam is considered. We show that this problem can be 
formulated as a mass transportation problem. The specific form of the cost function for this prob-
lem is obtained. It is shown that with a certain choice of coordinates, the cost function becomes 
quadratic. The resulting mass transportation problem also describes a problem of calculating a mir-
ror, which can be considered as a special case of the problem of calculating a refractive surface. 

Keywords: geometrical optics, optical design, nonimaging optics, illumination design, Monge-
Kantorovich problem, mass transportation problem. 
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