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Аннотация 
Статья посвящена разработке и исследованию математических моделей, описывающих 

получение изображений с двухзеркальных катадиоптрических систем, которые позволяют 
создавать стереоизображения с использованием одной камеры и двух плоских зеркал. Глав-
ное отличие предложенных моделей от существующих решений в данной области – учёт 
дисторсии на изображениях с реальных камер. Приведён обзор основных методов создания 
3D-моделей с применением оптических технологий, а также обзор типов катадиоптриче-
ских систем в зависимости от количества используемых зеркал и их формы (криволинейные 
или плоские). Методика проведения исследования заключается в математическом модели-
ровании двухзеркальной катадиоптрической системы, а также в компьютерном эксперимен-
те с использованием реальных изображений, которые были получены с помощью стереона-
садки из двух плоских зеркал, и синтетических изображений, сгенерированных на основе 
алгоритма трассировки лучей. Приведены результаты экспериментов по калибровке камеры 
со стереонасадкой, а также результаты ректификации изображений с использованием ка-
либровочных данных и разработанных математических моделей. Результаты экспериментов 
позволяют судить об адекватности разработанных моделей. Предложенные модели расши-
ряют теорию компьютерного зрения и могут быть использованы в создании и исследовании 
систем компьютерного зрения для робототехнических комплексов. 
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Введение 
Системы компьютерного зрения находят всё более 

широкое применение в решении различных задач. 
Контроль качества промышленных деталей, создание 
3D-моделей реальных объектов для киноиндустрии, 
контроль доступа на основе автоматического распо-
знавания людей, автономные роботы – вот далеко не 
полный перечень задач, в которых системы компью-
терного зрения активно развиваются и применяются. 
Важное место занимают системы, нацеленные на по-
строение 3D-моделей окружающей обстановки, опре-
деление расстояния до окружающих объектов, оценку 
размеров и формы объектов. Системы для создания 
3D-моделей объектов на основе применения видео-
камер и периферийного оборудования можно класси-
фицировать на активные и пассивные. 

Активные системы основаны на использовании 
специальных излучателей и приёмников электромаг-
нитных сигналов (как в видимом диапазоне, так и в 
невидимом). К таким системам относятся решения на 
основе лазерных сканеров, лазерных дальномеров, 
инфракрасных и ультразвуковых дальномеров, а так-
же структурированной подсветки [1]. Активные сис-
темы позволяют строить более точные 3D-модели, но 
являются более дорогими (особенно лазерные скане-
ры), и, кроме того, работа активных систем может 
быть легко обнаружена, что не позволяет использо-
вать их для выполнения скрытных миссий (например, 
исследование территории автономным подвижным 
роботом или беспилотным летательным аппаратом). 

Основной принцип работы пассивных систем – 
получение нескольких снимков одной и той же сцены 
с разных ракурсов (одной или несколькими видеока-
мерами), сопоставление снимков и вычисление трёх-
мерных координат точек сцены с применением мето-
дов фотограмметрии. В монокулярных системах 
снимки сцены с разных ракурсов получаются за счёт 
движения камеры относительно сцены и/или за счёт 
движения самой сцены относительно камеры (струк-
тура из движения – англ. structure from motion [2]). Но 
без использования дополнительных сведений о на-
блюдаемой сцене монокулярные системы принципи-
ально не позволяют вычислить истинные размеры 
объектов и расстояния между ними, а только с точно-
стью до некоторого положительного коэффициента. 
Для разрешения неоднозначности применяется до-
полнительное навигационное оборудование (одомет-
ры, спутниковые навигационные системы, инерци-
альные навигационные системы и др.), которое уве-
личивает стоимость и массу системы и вносит свои 
погрешности в точность восстановления 3D-струк-
туры сцены. 

От указанного недостатка свободны системы из 
двух и более видеокамер, для восстановления 3D-
моделей необходимо знать взаимное положение и 
взаимную ориентацию камер (вычисляется в ходе ка-
либровки камер). Помимо удорожания системы за 
счёт использования как минимум ещё одной камеры, 
имеет место проблема синхронизации камер, что ак-
туально при съёмке динамичных сцен. Применяется 
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два способа синхронизации: программный и аппарат-
ный, второй является более эффективным, но, как 
правило, доступен только на дорогих специализиро-
ванных стереокамерах. 

Альтернативой многокамерным системам являют-
ся катадиоптрические (зеркально-линзовые) оптиче-
ские системы, в которых получение нескольких изо-
бражений достигается за счёт комбинации прелом-
ляющих и/или отражающих элементов (плоские или 
криволинейные зеркала). Известно, что работу опти-
ческой системы из N зеркал и одной камеры, наблю-
дающей зеркала, можно описать в виде системы из N 
виртуальных камер. 

Зеркальные катадиоптрические системы можно 
разделить на два класса, в зависимости от типа ис-
пользуемых зеркал: криволинейные или плоские. На-
пример, в работе [3] описывается система, состоящая 
из зеркала в виде конуса и двух камер, направленных 
на вершину конуса, но находящихся на разных рас-
стояниях до него. В работах [4, 5] описана похожая 
система, но камеры расположены под разными угла-
ми по отношению к зеркалу, а в работе [5] дополни-
тельно используется разделитель лучей (англ. beam 
splitter). В статье [6] приведены результаты исследо-
ваний нескольких систем, состоящих из одной каме-
ры и двух однотипных зеркал (параболических, эл-
липтических или гиперболических). Схожую направ-
ленность имеет работа [7], в которой также исполь-
зуются два гиперболических зеркала. 

Катадиоптрические системы с криволинейными 
зеркалами в научной литературе часто именуются как 
«всенаправленные» (англ. omnidirectional): их угол 
обзора значительно больше, чем у оптических систем 
без зеркал или с плоскими зеркалами. К системам с 
криволинейными зеркалами тесно примыкают систе-
мы, использующие камеры с широкоугольными объ-
ективами типа «рыбий глаз» (англ. fish-eye). Напри-
мер, в работе [8] камера с подобным объективом 
комбинируется с выпуклым зеркалом, в работе [9] 
описана система из одной камеры “fish-eye” и четы-
рёх зеркал вокруг камеры. 

Недостаток всенаправленных оптических систем – 
малые видимые размеры удалённых объектов, что 
может затруднить сопоставление пикселей на изобра-
жениях с целью построения 3D-моделей. Плоские зер-
кала менее подвержены этому недостатку, проще в из-
готовлении и имеют меньшую стоимость. Катадиоп-
трические системы с плоскими зеркалами можно клас-
сифицировать по количеству используемых зеркал. 
Однозеркальные системы наиболее простые (пример 
подобной системы исследуется в статье [10]), но 
имеют узкую область применения ввиду малого угла 
обзора из-за ограниченных размеров зеркала. Для 
решения данной проблемы предложено использова-
ние вращающегося зеркала (например, в работе [11]) 
или большего количества зеркал. Например, в работе 
[12] исследуется система из камеры и четырёх зеркал. 
В качестве примеров работ по трёхзеркальным сис-
темам можно привести статьи [10, 13 – 15]: в статье 

[10] также рассматриваются вопросы расположения 
зеркал для получения изображений, наиболее удоб-
ных для дальнейшего анализа. В работе [16] описан 
оригинальный подход, позволяющий получать всена-
правленные стереоизображения с помощью одной 
камеры и стереонасадки, состоящей из множества 
плоских зеркал. Использование призм также позволя-
ет получать набор разноракурсных изображений с 
помощью одной камеры: например, в работе [17] ис-
следуются вопросы калибровки системы из камеры и 
призмы для получения стереопары. 

Настоящее исследование посвящено двухзеркаль-
ным системам, в которых плоские зеркала и камера жё-
стко закреплены друг относительно друга: небольшое 
количество компонентов стереосистемы и отсутствие 
движущихся частей повышает прочность и надёжность 
всей конструкции (что может быть актуально для сис-
тем компьютерного зрения, установленных на подвиж-
ных роботах). В таких системах на одном изображении 
видны оба компонента стереопары, левый и правый. 
Двухзеркальным системам посвящено достаточно мно-
го работ, но следует заметить, что в некоторых исследо-
ваниях рассматриваются частные случаи конфигурации 
оптической системы: например, в уже упомянутой ста-
тье [6] принято допущение, что одно из зеркал распола-
гается параллельно плоскости изображения камеры; в 
статье [18] зеркала располагаются симметрично относи-
тельно оптической оси камеры. Но более общие случаи 
конфигураций также рассмотрены: например, в статье 
[19], помимо построения математической модели двух-
зеркальной системы и вычисления матрицы взаимной 
ориентации двух виртуальных камер, предложен и ап-
робирован алгоритм вычисления фокальной длины ка-
меры по изображениям со стереосистемы. В фундамен-
тальной работе [20] также предложена математическая 
модель двухзеркальной системы, предложен алгоритм 
вычисления угла между зеркалами, а также алгоритм 
вычисления положения и ориентации камеры относи-
тельно зеркал по двум наблюдаемым точкам (положе-
ние вычисляется с точностью до некоторого положи-
тельного коэффициента). Проведены эксперименты с 
реальными изображениями. 

Несмотря на достаточно большое количество ис-
следований в области катадиоптрических систем с 
плоскими зеркалами, практически не уделяется вни-
мания тому факту, что изображения с реальных камер 
в той или иной мере подвержены геометрическим ис-
кажениям (дисторсии), обусловленным использова-
нием линз в камерах. Хотя существуют методы кор-
рекции изображений в целях устранения дисторсии, 
неидеальные результаты калибровки и дискретность 
изображений внесут дополнительную погрешность в 
проведение дальнейших вычислений, связанных с ис-
следованиями стереосистемы. Разработка и исследо-
вание математических моделей катадиоптрических 
систем, которые бы учитывали дисторсию, является 
актуальным направлением исследований. 

Анализ источников также показал, что различные 
исследователи используют разную терминологию и 
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различающиеся математические модели монокуляр-
ной камеры и стереокамеры. В настоящее время наи-
более популярной программной библиотекой для ре-
шения теоретических и практических задач компью-
терного зрения является OpenCV [21]. Актуальной 
видится разработка таких математических моделей, 
которые опираются на принятую в OpenCV термино-
логию и математический аппарат. 

1. Используемые математические модели 
монокулярной камеры и стереокамеры 

В качестве математической модели монокулярной 
камеры использовалась модель камеры-обскуры [21]. 
Точка P с известными 3D-координатами в декартовой 
глобальной системе координат проецируется в точку 
q на изображении с камеры: 
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Матрица поворота R1 и вектор положения T1 – 
внешние параметры камеры. Они задают ориентацию 
и положение глобальной системы координат относи-
тельно системы координат, привязанной к камере. 
Матрица поворота принадлежит группе вращений 
SO (3), поворот вокруг произвольной оси в трёхмер-
ном пространстве можно представить в виде комби-
нации трёх поворотов вокруг координатных осей на 
некоторые углы α, β, γ. Заметим, что если глобальная 
система координат привязана к камере, то R ≡ I (еди-
ничная матрица), а 0T ≡ . 

Матрица M – матрица внутренних параметров ка-
меры, которые измеряются в пикселях. Точка (cx, cy) – 
главная точка, в ней оптическая ось пересекается с 
плоскостью изображения. Параметры fx и fy – фокаль-
ные длины. Величины k1...k6 – коэффициенты ради-
альной дисторсии (все шесть коэффициентов образу-
ют вектор k ), p1, p2 – коэффициенты тангенциальной 
дисторсии. Все они также относятся к внутренним 
параметрам камеры. 

В случае же двух камер каждая из них обладает сво-
им набором внешних и внутренних параметров. Обо-

значим внешние параметры второй камеры как R2 и T2. 
Основными параметрами стереоустановки из двух ка-
мер являются матрица взаимной ориентации и вектор 
взаимного положения двух камер (здесь верхним индек-
сом t обозначена операция транспонирования): 
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Внешние и внутренние параметры монокулярной 
камеры или стереоустановки из двух камер вычисля-
ются в ходе калибровки [21], для чего используются 
снимки калибровочного стенда. Глобальная система 
координат при этом привязывается к стенду. Извест-
ная взаимная ориентация и взаимное положение двух 
откалиброванных камер упрощает поиск соответст-
вующих пикселей на двух изображениях, что обеспе-
чивается эпиполярными ограничениями. 

Известные внутренние параметры обеих камер 
вкупе с T̂  и R̂  позволяют выполнять геометрическое 
преобразование стереопар снимков с данных камер, 
которое заключается в устранении дисторсии на 
снимках и их ректификации (англ. rectification – вы-
прямление, выравнивание) [22]. Выполнять сопостав-
ление точек с ректифицированной стереопары значи-
тельно легче, поскольку соответствующие точки на-
ходятся на строках изображений с одинаковыми но-
мерами. Если образ какого-либо объекта на правом 
кадре стереопары находится в пикселе с координата-
ми (x0, y0), то на левом кадре он может находиться в 
точке с координатами (x0

 + d, y0). Величину d называ-
ют диспаритетом (англ. disparity). 

2. Математическая модель  
формирования изображения в двухзеркальной  

катадиоптрической системе 
Двухзеркальная катадиоптрическая система схе-

матично изображена на рис. 1 (вид сверху, ось OY на-
правлена от наблюдателя). Фокальная длина камеры 
равна f. Плоскости обоих зеркал перпендикулярны 
плоскости OXZ. Отрезки AB1 и B2C соответствуют 
плоскостям зеркал. Точки A и C располагаются таким 
образом, что лежат на границах поля зрения камеры 
(иначе камера будет наблюдать посторонние объек-
ты). Точки B1 и B2 располагаются на оси OZ: в общем 
случае они могут располагаться в произвольных мес-
тах, но при наличии промежутка между зеркалами 
камера также будет наблюдать посторонние объекты 
за зеркалами. Кроме того, нас интересует не столько 
расположение точек A, B1, B2 и C, сколько уравнения 
прямых, на которых располагаются отрезки. 

Два световых луча, проходящих через точку P 
пространства, отражаются от зеркал и проецируются 
на плоскость изображения камеры в точки q1 и q2 со-
ответственно. Точки P1 и P2 – наблюдаемые образы 
точки P. Задача: определить внешние и внутренние 
параметры двух виртуальных камер при известных 
внутренних параметрах монокулярной камеры (полу-
чены в результате калибровки) и при известной кон-
фигурации зеркальной системы (уравнения прямых, 
на которых лежат искомые отрезки). 
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Рис. 1. Ход лучей в двухзеркальной  
катадиоптрической системе 

Пусть уравнения этих отрезков заданы как 
z = k1x + b1 и z = k2x + b2. Исходя из классической моде-
ли отражения в плоском зеркале, отрезок PP1 перпен-
дикулярен плоскости первого зеркала и делится 
плоскостью пополам (аналогично для точки P2). Ко-
ординаты точки P1 равны 
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Коэффициент k1 равен тангенсу угла наклона пря-
мой AB1 (k1

 = tg ϕ1), что позволяет сделать следующую 
замену: 
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Для точки P2 все выкладки аналогичны (k2
 = tg ϕ2). 

Далее координаты проекций точек P1 и P2 (они обо-
значены на рис. 1 как q1 и q2) вычисляются с помо-
щью рассмотренной ранее математической модели 
монокулярной камеры. 

3. Математическая модель формирования 
зеркально повернутого изображения,  
полученного с монокулярной камеры 

В экспериментальных исследованиях в качестве 
двухзеркальной катадиоптрической системы исполь-
зовалась стереонасадка 3Dberry [23], которая в силу 
своей миниатюрности может быть легко установлена 
на автономные роботы. Пример оригинального сним-

ка с камеры, оснащённой стереонасадкой, показан на 
рис. 2. Для демонстрации того, что стереопара нуж-
дается в ректификации, на изображение нанесены две 
горизонтальные линии. 

 
Рис. 2. Пример оригинального снимка, выполненного 

с помощью стереонасадки 3Dberry 
Использование зеркал приводит к тому, что оба 

фрагмента стереопары зеркально повёрнуты относи-
тельно вертикальной оси. Следовательно, снимок ну-
ждается в зеркальном отражении. При повороте изо-
бражения вокруг вертикальной оси точка с координа-
тами (x0, y0) перейдёт в точку (w – 1 – x0, y0), где w – 
ширина изображения в пикселях. Читателю предлага-
ется проверить это самостоятельно, с учётом того, 
что начало прямоугольной системы координат, при-
вязанной к изображению, располагается в центре 
верхнего левого пикселя. 

Построим математическую модель, которая фор-
мирует зеркально отражённое изображение со сте-
реонасадки, с учётом набора формул (1): 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 11 1

1 11 1

2 2 2 2

1

1 0 0
, , 0 1 0 ,

0 0 1

,

,

,

Rd( , ) , , ,'
' '

1

x

R S R T S T S

X X
P Y R P T Y

Z Z

u X ZX Z
v Y ZY Z

r u v r

u r k G u v px
q y

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⋅ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= + =

⋅ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

( )
( )

2

1 2Rd( , ) , , , ,
1

' 0 1
' ' , 0 ,

1 0 0 1

1
' .

1 1

y

x x x

y y

p

v r k G u v p p

x f c w c
q y M f c

x w x
q y M q y

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⋅ + −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− = − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (5)

 

Таким образом, для получения внешних парамет-
ров виртуальной камеры, которая формирует зер-
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кально повёрнутое изображение, необходимо домно-
жить слева матрицу ориентации и вектор поворота на 
матрицу S, поменять знак у второго коэффициента 
тангенциальной дисторсии и зеркально отразить глав-
ную точку относительно вертикальной оси. 

4. Математическая модель формирования 
зеркально повернутых изображений  
на левой и правой виртуальной камере 

Объединим наборы формул (3), (4) и (5) для по-
строения математической модели формирования изо-
бражений на левой и правой виртуальной камере. По-
скольку исходное изображение необходимо зеркаль-
но повернуть, то за формирование изображения в ле-
вой части исходного изображения будет отвечать 
правое зеркало, а за формирование изображения в 
правой части – левое зеркало. Внешние параметры 
левой виртуальной камеры равны 
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Аналогично выражаются внешние параметры пра-
вой камеры, 2R  и 2T . Чтобы выразить внутренние па-
раметры правой и левой виртуальных камер, восполь-
зуемся вспомогательным чертежом на рис. 3.  

 
Рис. 3. Левая и правая виртуальные камеры 

Точки D и Q располагаются на плоскости изобра-
жения камеры и вместе с точкой O задают поле зре-
ния камеры, ось OY направлена от наблюдателя. Точ-
ка E делит отрезок DQ пополам. Ширина изображе-
ний с камеры равна w пикселей. Снимки с левой и 
правой виртуальных камер соответствуют левой и 
правой половинам оригинального снимка. Угол обзо-
ра левой виртуальной камеры равен ∠DOE, а правой 
камеры – ∠EOQ (оптические центры камер совпада-
ют и располагаются в точке O). 

Предлагается принять все коэффициенты дистор-
сии левой и правой виртуальных камер равными ко-
эффициентам для монокулярной камеры, которая 
формирует зеркально отражённое изображение (см. 
группу формул (5)). Матрицы внутренних параметров 

левой и правой камеры (обозначим их как Ml и Mr) 
будут различаться: 
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Нетрудно убедиться, что проекции одной и той же 
точки пространства на плоскости изображений левой и 
правой виртуальных камер будут располагаться на од-
ной строке, а значения абсцисс будут различаться на 
w/2 (половина ширины оригинальных изображений). 

Вычислим взаимную ориентацию и взаимное по-
ложение двух виртуальных камер, воспользовавшись 
выражениями (2) и (6): 
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5. Верификация математической модели 
двухзеркальной катадиоптрической системы 
На сайте разработчиков стереонасадки 3Dberry 

доступна её 3D-модель в виде чертежа для лазерной 
резки, что позволило восстановить уравнения плоско-
стей зеркал в системе координат, привязанных к ка-
мере. В частности, b1

 = b2
 = 31,217 мм, k1

 = –0,73315, 
k2

 = –1,21433, ϕ1
 = –36,247°, ϕ2

 = –50,529°, Δϕ = –28,563°, 
что позволяет вычислить матрицу взаимной ориента-
ции и вектор взаимного положения двух виртуальных 
камер: 
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Первоначально возникла идея верифицировать 
предложенные модели путём выполнения снимков 
калибровочного стенда с монокулярной камеры, а за-
тем – снимков стенда в тех же положениях, но уже со 
стереонасадкой. Это позволило бы путём выполнения 
стереокалибровки оценить ориентации (матрицы 1R , 

2R ) и положения (векторы 1T , 2T ) двух виртуальных 
камер относительно монокулярной камеры и срав-
нить их с выражениями (9). От этой идеи пришлось 
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отказаться, поскольку стереонасадка в силу своей 
конструкции снимает объекты, которые располагают-
ся слева от камеры, что не попадает в поле зрения 
монокулярной камеры. К тому же невозможно сохра-
нить полную неподвижность камеры относительно 
стенда в процессе установки и удаления стереонасад-
ки после выполнения каждого снимка стенда. 

Была предложена следующая процедура верифи-
кации: 
1) Съёмка стенда камерой без стереонасадки, калиб-

ровка монокулярной камеры. 
2) Съёмка стенда камерой со стереонасадкой, разре-

зание снимков на две части. 
3) Калибровка стереокамеры с вычислением матри-

цы взаимного положения и вектора взаимной ори-
ентации двух виртуальных камер. Сравнение ре-
зультатов с выражениями (9). 

4) Ректификация и устранение дисторсии на парах 
снимков со стереонасадки с использованием ре-
зультатов калибровки стереокамеры. Оценка каче-
ства ректификации (см. ниже). 

5) Ректификация и устранение дисторсии на парах 
снимков со стереонасадки с использованием вы-
ражений (9) и результатов калибровки моноку-
лярной камеры (её внутренних параметров). 
Оценка качества ректификации. 
Для оценки качества ректификации вначале на рек-

тифицированной стереопаре выделялись угловые точ-
ки калибровочного стенда (шахматной доски). Для ка-
ждой пары соответствующих угловых точек с двух 
снимков вычислялся модуль разности между значе-
ниями ординат угловых точек (на идеально выровнен-
ной стереопаре это значение будет равно нулю). Ми-
нимальное, среднее и максимальное значение модулей 
разности (обозначим их как cmin, caver, cmax) принима-
лись как оценка качества ректификации. Также для 
оценки качества ректификации использовался класси-
ческий способ, основанный на вычислении среднего 
значения расстояния Сэмпсона (обозначим его как 
Samp) по всем угловым точкам калибровочного стенда, 
выделенных на всех снимках стенда [24]. 

Для калибровок выполнялось по 10 – 15 снимков 
калибровочного стенда. Использовались наборы 
снимков двух разрешений: низкого (640×360) и высо-
кого (2592×1944, максимально доступное разрешение 
используемой камеры). Результаты предварительной 
калибровки монокулярной камеры (значения невязки) 
представлены в табл. 1. 

Табл. 1. Значения невязки, полученные  
при калибровке монокулярной камеры, пикс 

Название 
параметра 

Низкое 
разрешение 

Высокое 
разрешение 

Средн. квадратич. 
значение 

0,429 1,413 

Мин. значение 0,004 0,054 
Средн. значение 0,364 1,192 
Макс. значение 1,426 4,874 

Следует заметить, что существует набор факто-
ров, которые в совокупности могут привести к откло-
нению результатов экспериментальных исследований 
от результатов вычислений по предложенным мате-
матическим моделям. К таким факторам относятся: 
1) не идеально выровненные зеркала (конструктив-

ные особенности стереонасадки); 
2) незначительный люфт камеры; 
3) погрешности при локализации угловых точек на 

снимках калибровочного стенда (дискретность 
изображений и невозможность точной локализа-
ции угловых точек); 

4) погрешности при калибровке монокулярной каме-
ры и стереокамеры (достижение глобального ми-
нимума в используемом численном методе мини-
мизации функции не гарантируется). 
Предложенные математические модели были так-

же верифицированы на наборах синтетических изо-
бражений аналогичных разрешений. Рендеринг вы-
полнялся с помощью алгоритма трассировки лучей. 
Результаты предварительной калибровки монокуляр-
ной камеры (без стереонасадки) использовались для 
задания внутренних параметров виртуальной камеры. 

На рис. 4 показано ректифицированное изображе-
ние с рис. 2 с использованием результатов калибров-
ки стереонасадки, а на рис. 5 – с использованием 
предложенных математических моделей. 

На рис. 6 показан пример синтетического изобра-
жения, ректифицированного с использованием ре-
зультатов калибровки на серии синтетических изо-
бражений, а на рис. 7 – с использованием предложен-
ных математических моделей. 

Результаты калибровки на стереопарах реальных и 
синтетических снимков калибровочного стенда, а 
также оценка качества ректификации двумя способа-
ми показаны в табл. 2. В табл. 3 приведены значения, 
характеризующие качество ректификации с исполь-
зованием предложенных математических моделей. 

Оценивая приведённые изображения и данные в 
таблицах, можно сделать следующие выводы: 
1) преобразование изображений, выполненное с ис-

пользованием предложенных математических мо-
делей, улучшает качество ректификации реальных 
снимков по сравнению с оригинальными изобра-
жениями; 

2) из-за наличия описанных выше факторов, ректифи-
кация с использованием результатов калибровки 
стереонасадки позволяет добиться более выров-
ненных изображений. Стереонасадка 3Dberry не 
отличается высокой точностью сборки (акриловые 
детали, соединённые клеем). Разработчики пока не 
решили проблему надёжной фиксации платы с ка-
мерой: предлагается фиксировать её с помощью 
двух винтов, но присутствует небольшой люфт 
платы. Из-за этого неизбежны различия между 3D-
моделью насадки в виде чертежа и её реальными 
геометрическими характеристиками. По мнению 
автора, именно конструктивные особенности явля-
ются главной причиной относительно больших по-
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грешностей при ректификации реальных изобра-
жений со стереонасадки с использованием предло-
женных математических моделей; 

3) синтетические изображения свободны от части 
факторов, влияющих на результаты калибровки 
(конструктивные особенности стереонасадки и 

погрешности при калибровке монокулярной каме-
ры). На синтетических изображениях удалось до-
биться практически идеального качества ректифи-
кации с использованием предложенных математи-
ческих моделей. 

  
Рис. 4. Пример изображения со стереонасадки, 

ректифицированного с использованием результатов 
калибровки стереонасадки 

Рис. 5. Пример изображения со стереонасадки, 
ректифицированного с использованием предложенных 

математических моделей 

  
Рис. 6. Пример синтетического изображения, 

ректифицированного с использованием результатов 
калибровки на синтетических снимках 

Рис. 7. Пример синтетического изображения, 
ректифицированного с использованием предложенных 

математических моделей 

Табл. 2. Результаты калибровки стереокамеры и оценка качества ректификации 
Реальные изображения Синтетические изображения 

Название параметра Низкое разрешение Высокое разрешение Низкое разрешение Высокое  
разрешение 

cmin, caver, cmax 
(оригинальные 

изображения), пикс. 

0,031 
3,638 
14,277 

0,043 
14,595 
76,559 

0,001 
1,944 
9,656 

0,011 
13,779 
94,584 

Декомпозиция R̂   
на α, β, γ, градусы 

-0,567 
-28,007 
-0,748 

0,236 
-25.440 
-0,241 

0,076 
-28,631 
0,028 

0,010 
-28,567 
0,001 

T̂ , мм 
-13,340 
0,108 
0,844 

-12,336 
-0,018 
3,619 

-14,984 
0,029 
3,418 

-14,944 
-0,010 
3,723 

cmin, caver, cmax 
(ректифицированные 
изображения), пикс. 

0,001 
0,068 
0,301 

0,002 
0,405 
1,623 

0,001 
0,060 
0,342 

0,001 
0,073 
0,360 

Samp, пикс. 0,004 0,166 0,003 0,003 

Табл. 3. Качество ректификации изображений, выполненной с использованием предложенных мат. моделей, пикс. 
Реальные изображения Синтетические изображения 

Название параметра Низкое разрешение Высокое разрешение Низкое разрешение Высокое 
 разрешение 

cmin, caver, cmax 
0,166 
2,578 
4,793 

0,015 
4,625 
9,643 

0,001 
0,065 
0,381 

0,001 
0,074 
0,258 

Samp 4,160 13,450 0,003 0,003 
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Заключение 
Предложена математическая модель оптической 

системы, формирующей стереопару изображений с 
использованием одной камеры и двух плоских зеркал. 
От существующих решений модель отличается учё-
том дисторсии на изображениях с камер. Также мо-
дель отличается использованием терминологии и ма-
тематического аппарата, принятого в популярной 
библиотеке компьютерного зрения OpenCV, что по-
тенциально позволяет расширить круг исследовате-
лей, занимающихся катадиоптрическими системами. 
Предложенная модель верифицирована на цифровых 
изображениях с камеры, оснащённой стереонасадкой, 
а также на синтетических изображениях. 

Полученные результаты расширяют теорию ком-
пьютерного зрения (в частности, стереозрения), в 
дальнейшем планируется использовать полученные 
наработки для расчёта оптимальных конструкций 
многозеркальных катадиоптрических систем, а также 
адаптировать разработанные модели для случая кри-
волинейных зеркал. 
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Mathematical models of obtaining stereo images from two-mirror catadioptric 
systems with regard to lens distortion 

D.N. Stepanov 1 
1 Program Systems’ Institute named after A.K. Ailamazyan of Russian Academy of Sciences (PSI RAS), 

 Pereslavl-Zalessky, Russia 
Abstract  

In this paper, we develop and research mathematical models that describe image acquisition 
from two-mirror catadioptric systems, which allow one to generate stereo images using a single 
camera and two flat mirrors. The main difference between the proposed models and existing solu-
tions in this area is that real camera distortion is introduced into the images. An overview of the 
main methods of creating 3D models using optical technologies is presented, as well as an over-
view of types of catadioptric systems depending on the number of mirrors and their shape (curved 
or flat). The methodology of the research consists in the mathematical modeling of a two-mirror 
catadioptric system, as well as in a computer experiment using real images that were obtained us-
ing a stereo nozzle with two flat mirrors and synthetic images which were generated based on the 
ray tracing algorithm. Results of the experiments on the camera calibration with a stereo nozzle, as 
well as results of image rectification using the calibration data and developed mathematical mod-
els are presented. The results of the experiments allow us to verify the adequacy of the developed 
models. The proposed models expand the theory of computer vision and can be used in the crea-
tion and research of computer vision systems for robotic complexes. 

Keywords: computer vision, optical devices, calibration, math modeling, ray tracing, stereovi-
sion, optical characteristics, stereo nozzle. 
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