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МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЯ С 

ОДИНАКОВОЙ ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ 

 

Аннотация: Исследуется периодическая краевая задача с интегральным условием для системы 

уравнений в частных производных по Куранту. Получены достаточные условия существования и 

единственности многопериодического решения рассматриваемой задачи. 

Ключевые слова: многопериодичность, Курант, краевая задача, однозначность, матрицант, 

интегральное условие. 

 

Введение 

В теории краевых задач для 

дифференциальных уравнений в частных 

производных значительный интерес 

представляют задачи с нелокальными 

ограничениями [1], в которых условия связывают 

как характеристические, так и 

нехарактеристические точки рассматриваемой 

области.  Одной из основных задач теории 

уравнений гиперболического типа является 

задача о разрешимости периодической краевой 

задачи. Заметим, что интегральные условия [2] 

возникают в тех случаях, когда границы области 

протекания физического процесса для 

непосредственного измерения недоступны, но 

могут быть известны средние значения 

некоторых физических величин, которые 

представимы в виде интегралов от искомого 

решения. Это связано не только с возрастанием 

их роли в приложениях к решению физико-

технических задач, но и с особенностями, 

возникающими при их исследовании и 

представляющими теоретический интерес с точки 

зрения развития теории дифференциальных 

уравнений. Как известно, что для описания 

перемещения популяции используются 

уравнения, называемые в математической физике 

уравнением переноса. Среди таких уравнений 

значительное место занимает исследование 

односкоростного уравнения переноса. Отметим, 

что если в уравнении переноса одна из 

независимых переменных совпадает с временной 

переменной, то его называют эволюционным 

уравнением. Уравнение Мак Кендрика или 

возрастная модель старения Мак Кендрика 

является эволюционным уравнением. 

В математической литературе немало работ, 

посвященных изучению почти периодических, 

многопериодических решений для некоторых 

классов уравнений в частных производных, в 

которых почти периодичность предполагается по 

временной переменной, отметим лишь [3]-[6], где 

приводятся подробный обзор и анализ по этим 

задачам. В монографии [7] исследован вопрос о 
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существовании и единственности почти 

периодического решения по всем независимым 

переменным систем эволюционных уравнений. 

Статья [8] посвящена изучению существования 

единственного решения в широком смысле 

периодической задачи для гиперболической 

системы  уравнений в частных производных 

первого порядка, приведенной к каноническому 

виду. 

Многообразия возникающих вопросов, 

необходимых для выяснения свойств 

рассматриваемых задач, заставляет расширить 

круг применяемых методов исследования. 

Поэтому разработка новых эффективных методов 

исследования задач и развитие итерационных 

методов на уравнения в частных производных 

актуальны как для расширения класса 

разрешимых задач, так и для применения 

математического аппарата к задачам практики. 

 

Постановка задачи. На 

  qatxatTtxt  ,0:, , 0T , 

0q  рассматривается периодическая краевая 

задача с интегральным условием для системы 

уравнений с одинаковой главной частью по 

Куранту 

        xtfuxtA
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


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            0,,0 ,,0   qxqx xTuxu ,           (2) 

                    xddsxsuxsK
T

 ,,
0

.                (3) 

Здесь 
nRu ;  kkkk aaadiag ,...,, ; 

симметрическая  xtА ,  и  xtK ,   nn -

матрицы, n -вектор-функции  xtf ,  и  xd  

непрерывны на   и  q,0 , соответственно; 

многопериодичны по t , x  с вектор-периодом 

  ,  и  -периодичны: 

   xtApxptA ,,0   , 

   xtKpxptK ,,0   , 

   xtfpxptf ,,0   , 

   xdpxd   , 

где ip  - целые числа, ni ,0 ; 

 nnpppp  ,...,, 2211  - n -вектор. 

Введем пространство  nRC ,  

непрерывных по t  и x  функций 
nRu :  с 

нормой 
 

 xtuu
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Целью работы является установление 

достаточных условий однозначной разрешимости 

в широком смысле периодической краевой задачи 

с условиями (1)-(3) для системы уравнений в 

частных производных с одинаковой главной 

частью по Куранту. 

 

Методы исследований 

Непрерывная на   функция  xtu ,  

называется многопериодическим решением 

краевой задачи с интегральным условием для 

системы с одинаковой главной частью по 

Куранту (1) при условиях (2)-(3) в широком 

смысле по Фридрихсу [9; 10], если функция 

 xtu ,  многопериодична по t  и x , непрерывно 

дифференцируема по переменной t  вдоль 

характеристики, удовлетворяет семейству 

обыкновенных дифференциальных уравнений и 

условиям (2)-(3). 

Нелокальная краевая задача с интегральным 

условием (1)-(3) называется однозначно 

разрешимой в широком смысле, если для любых 

   nRСxtf ,,   и     nRqСxd ,,0  она 

имеет единственное многопериодическое по t  и 

x  решение    nRСxtu ,,   непрерывно 

дифференцируемое по переменной t  вдоль 

характеристики. 

Через  nRHC ,  обозначим пространство 

непрерывных по   и   функций 
nRHu :~  с 

нормой 
   

 


,~maxmax~
,0,00

uu
Tq 

 .  

Используя идеи работы [10] задачу с 

интегральным условием (1)-(3) для системы 

дифференциальных уравнений с одинаковой 

главной частью, сводим в области 

  qTH   0,0:, , 0T , 

0q  к задаче семейства обыкновенных 

дифференциальных уравнений: 

      


,
~

,~,
~~

fuA
u





,  T,0 , (4) 

           0,~,0~   Tuu ,   q,0 ,           (5) 

                     dduK
T

~
,~,

~

0

 ,              (6) 

где  

    auu  ,,~
,     aAA  ,,

~

,     aKK  ,,
~

, 
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    aff  ,,
~

,  naaaa ,...,, 21  - n

-вектор. 

Будем считать, что выполнены условия  S , 

если:  

1. Симметрическая   ,
~
A  и   ,

~
K  

 nn -матрицы, n -вектор-функция   ,
~
f  

непрерывны по   и   на   и 

многопериодичны по  ,   с вектор-периодом 

  , :     ,
~

,
~

0 AppA  , 

    ,
~

,
~

0 KppK  , 

    ,
~

,
~

0 fppf  ; 

2. n -вектор-функция  d
~

 непрерывна на 

 q,0  и  -периодична:  

    dpd 
~

, 

где ip  - целые числа; ni ,0 ; 

 nnpppp  ,...,, 2211  - n -вектор. 

Непрерывная функция   ,~u  называется 

многопериодическим решением краевой задачи 

(4)-(6), если функция    nRHСu ,,~   

многопериодична по  ,   и имеет непрерывную 

производную по переменной  , а также 

удовлетворяет семейству обыкновенных 

дифференциальных уравнений (4), условиям (5)-

(6) при всех   H , . 

Краевая задача (4)-(6) называется 

однозначно разрешимой, если для любых 

  ,
~
f  nRHC , ,  d

~  nRqC ],,0[  она 

имеет единственное многопериодическое по   и 

  решение   ,~u  nRHC , . 

Краевая задача (1)-(3) и задача (4)-(6) 

эквивалентны в следующем смысле: Если 

функция  xtu ,  непрерывна по t , x  в 

 nRС ,  и является   , -периодическим 

решением краевой задачи (1)-(3), то для системы 

дифференциальных уравнений с одинаковой 

главной частью функция     ,~, uau   

будет многопериодическим решением задачи (4)-

(6) семейства обыкновенных дифференциальных 

уравнений, и наоборот, если непрерывная 

функция   ,~u  из  nRHC ,  удовлетворяет 

системе дифференциальных уравнений (4) и 

условиям (5)-(6), то с учетом замены t  и 

atx   функция    xtuatxtu ,,~   - 

многопериодическое решение задачи (1)-(3) на 

 .  

Пусть        ,~,...,,~,
~ 1 nuuV   - 

фундаментальная матрица решений системы  

       uA
u ~,

~~








,  T,0 , 

nRu ~ ,       (7) 

то матрица  

               ,
~

,
~

,,
~ 1 sVVsK                (8) 

называется матрицей Коши.  

Отметим, что матрица вида (8) при s  

обращается в единичную  nn -матрицу E  и 

такую матрицу называют матрицантом. Таким 

образом, матрицант есть нормированная при 

s  фундаментальная матрица решений. 

Краевая задача (7), (5)-(6) допускает 

нетривиальное решение тогда и только тогда, 

когда        0,
~

,0
~

det,0   TVVT . 

Непосредственно можно показать, что 

  ,
~
V  существует и единственно. Для этого 

строится решение  

         ,~,...,,~,,~,...,,~ 11 nmm uuuu 
 

системы (7), удовлетворяющее условию  

                       ETVV   ,
~

,0
~

,  

где        ,~,...,,~,
~ 1 nuuV  , 

   niii

i uuucolu ~,...,~,~,~
21 , ni ,1 ; E  - 

 nn  - матрица. 

Известно [7], что общее решение системы 

(4) можно представить в виде 

                             СVu ,
~

,~
 

                       dssfsVV 


,
~

,
~

,
~

0

1


 ,           (9) 

где  C  - неизвестная вектор-функция. 

         Отметим, что при выполнении условии 

  1,
~

 TV  существует единственное 

решение уравнения (4), определяемое в виде  

                 dssfsGu

T




0

,
~

,,,~  ,      (10) 

где  

 
   

     










TssKsTKV

TssTKV
sG






0,,,,,,
~

,0,,,,
~

,,

 

 

Заключение 

При исследовании и решении 

периодической краевой задачи с интегральным 

условием для системы уравнений в частных 
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производных по Куранту применен метод 

характеристик, а также итерационный метод 

позволяющий наряду с однозначной 

разрешимостью устанавливать и корректную 

разрешимость задачи. Установлены достаточные 

условия существования и единственности 

многопериодического решения по всем 

независимым переменным. Результат 

сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 1. Если выполнены условия  S , то 

краевая задача (4)-(6) для семейства 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

имеет единственное многопериодическое 

решение, представимое в виде (10). 

Теорема 2. Пусть выполнены условия 

теоремы 1. Тогда задача (1)-(3) имеет 

единственное   , -периодическое решение 

 xtu ,
 в широком смысле. 

Из теоремы 1 вытекает, что задача (4)-(6) 

однозначно разрешима. 

Так как задача (4)-(6) эквивалентна задаче 

(1)-(3), то получим, что задача (1)-(3) имеет 

единственное многопериодическое решение 

 xtu ,
 в широком смысле по Фридрихсу. 

Отметим, что если дополнительно 

предположить относительно входных данных и 

построенного многопериодического решения в 

широком смысле непрерывной 

дифференцируемости по переменным t  и x , то 

функция    nRСxtu ,,  , обладающая 

непрерывными частными производными 
t

u




 и 

x

u




, удовлетворяющая уравнению (1) при всех 

  xt,  с условиями (2)-(3) является и 

классическим решением периодической краевой  

задачи (1)-(3). 
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