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АНАЛИЗ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ
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Проведено математическое моделирование динамики гибкой нити. Предложена методи-
ка, которая сводит исходную задачу о динамике гибкой нити к задаче, допускающей
простую реализацию для численных алгоритмов.
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Mathematical modeling of dynamics of a flexible thread is spent. The technique which
reduces an initial problem about dynamics of a flexible thread to a problem supposing
simple realization for numerical algorithms is offered.
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Введение

Многие задачи современного естествознания связаны с моделями, в которых в
качестве основного элемента или объекта исследования выступает гибкая нить [1, 2].
Под гибкой нитью обычно понимается одномерная материальная система, которая под
действием приложенных сил может принять форму любой гладкой геометрической
линии.

В геометрии гибкая нить представляет собой тело, два измерения которого срав-
нимы между собой и бесконечно малы по сравнению с третьим. Если нить не ока-
зывает сопротивления изгибу и кручению, то она называется идеальной нитью. Если
идеальная нить может изменять свою длину, то она называется растяжимой. В про-
тивном случае нить называется нерастяжимой. В дальнейшем под термином «нить»
мы будем понимать идеальную нерастяжимую или растяжимую нить.

Идеальная нить представляет собой удобную модель для решения ряда важных
задач, связанных с исследованием динамики пряжи или нитки при работе ткацкого
станка, динамики тросовых и вантовых систем, цепей, траловых систем, ваеров,
канатов и т. д. Поэтому моделирование динамики нити и численная реализация
этой модели имеют большое прикладное значение.

Постановка задачи

Координаты произвольной точки M(X ,Y,Z) нити представляют собой функции
времени t и дуговой координаты s, являющейся натуральным параметром и отсчиты-
ваемой от фиксированной точки нити. Чаще всего в качестве такой точки выбирается
один из концов нити.

В каждой точке нити определяется некоторое натяжение Т. В общем случае
натяжение нити Т будет функцией двух переменных – дуговой координаты s и
времени t:

T= T(s, t) .

В произвольной точке M нити рассмотрим единичный касательный вектор τ. Тогда
можно записать:

T= T τ,

где T называется модулем натяжения нити.
Если нить является растяжимой, то будем полагать, что удлинение нити зависит

только от натяжения :
dx2 +dy2 +dz2 = f (T )2 s2.

В случае упругого растяжения по закону Гука имеем:

f (T ) = 1+αT.

Известно, что уравнения движения пространственной нити могут быть записаны в
виде

ρxtt = T (xs)s +Fx, (1)

ρytt = T (ys)s +Fy, (2)
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ρztt = T (zs)s +Fz, (3)

x2
s + y2

s + z2
s = 1, (4)

где t – время, s – локальная координата вдоль нити (расстояние до начала нити);
x = x(s, t), y = y(s, t), z = z(s, t) – координаты точки нити, лежащей на расстоянии s
от начала в момент времени t.

Методика решения

Основная проблема анализа и численной реализации этой системы уравнений
заключается в условии (4). Авторы сводят систему (1–4) к новой системе дифферен-
циальных уравнений, которая допускает более простую реализацию.

Дифференцируя обе части (1), (2) и (3) по s и обозначая

X = xs, Y = ys, Z = zs, (Fx)s = FX , (Fy)s = FY, (Fz)s = FZ,

приходим к системе:
L(s, t) = ρXtt− (T X)ss−FX , (5)

M(s, t) = ρYtt− (TY )ss−FY, (6)

N(s, t) = ρZtt− (T Z)ss−FZ, (7)

X2 +Y 2 +Z2. (8)

Введем новые неизвестные функции a(s, t) и b(s, t) по формулам:

X = cos(a(s, t))cos(b(s, t)) , (9)

Y = cos(a(s, t))sin(b(s, t)) , (10)

Z = sin(a(s, t)) . (11)

При этом соотношение (8) оказывается выполненным. Для упрощения формул пола-
гаем ρ = 1.

В результате преобразований относительно неизвестных a(s, t),b(s, t) и T (s, t) по-
лучим систему трех дифференциальных уравнений:

att = Tass +2Tsas +(T b2
s −b2

t )sinacosa−FX sinacosb−FY sinasinb+FZ cosa, (12)

btt cos2 a = T bss cos2 a+2Tsbs cos2 a+2atbt sinacosa (13)

−2Tasbs sinacosa−FX sinbcosa+FY cosacosb,

Tss = (a2
s +b2

s cos2 a)T − (a2
t +b2

t cos2 a)−FX cosacosb−FY cosasinb−FZ sina. (14)
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Заметим, что уравнение (13) тождественно выполняется при cosa = 0. После со-
кращения этого уравнения на cosa оно преобразуется к виду

btt cosa = T bss cosa+2Tsbs cosa+2atbt sina−2Tasbs sina−FX sinb+FY cosb.

Если в системе уравнений (1)–(4) Fx = Fy = 0,Fz = ρg, то система упрощается:

att = Tass +2Tsas +(T b2
s −b2

t )sinacosa, (15)

btt cosa = T bss cosa+2Tsbs cosa+2atbt sina−2Tasbs sina, (16)

Tss = (a2
s +b2

s cos2 a)T − (a2
t +b2

t cos2 a). (17)

В случае плоского движения нити отсюда получаем:

αtt = T αss +2Tsαs, (18)

Tss = α
2
s T =−α

2
t . (19)

Относительно дальнейшего исследования или построения методов численной ре-
ализации системы уравнений (13)–(15) и (16)–(17) представляются более удачными,
нежели исходная система уравнений (1)–(4). Введем обозначения:

Ψa = att−Tass−2Tsas, (20)

Φa = Ta2
s −a2

t . (21)

Тогда уравнения (13)–(15) можно представить в виде

Ψ = sinacosaΦb, (22)

Ψb = 2(atbt−Tasbs) tga, (23)

Tss = Φa+ cos2 aΦb. (24)

Из последнего уравнения находим

Φb =
1

cos2 a
(Tss−Φa).

Подставляя полученное выражение в (20), получаем:

Ψa = (Tss−Φa) tga,

или в развернутом виде

att−Tass−2Tsas = (Tss−Ta2
s +a2

t ) tga. (25)

Примечательно, что в это уравнение не входит переменная b.
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Заметим, что в плоскости b = const координаты единичного касательного к нити
вектора будут [cosa,sina], поэтому вектор[

att−Tass−2asTs, Ta2
s −Tss−a2

t
]

направлен по бинормали к нити и предыдущее равенство эквивалентно обращению
вектора бинормали в нуль-вектор.

В заключение рассмотрим задачу о распространении волны вдоль гибкой нити.
Вначале рассмотрим плоский случай движения тонкой нити в переменных α,T :

Tss +α
2
s T =−α

2
t , (26)

αtt = T αss +2Tsαs. (27)

Решение этой системы будем искать в виде волны, распространяющейся вдоль нити
со скоростью a, а именно:

T (s, t) = T (s−at), (28)

α(s, t) = α(s−at). (29)

Введем обозначение:
z = s−at. (30)

Заметим, что если
W (s, t) =W (s−at), (31)

то
Ws =Wz =W ′, Wt =−aWz−aW ′. (32)

Подставляя предполагаемое решение (28), (29) в систему (26), (27) и учитывая
соотношения (32), получим:

T ′′ = α
′2(T −a2), (33)

α
′′(T −a2)+2α

′T ′ = 0. (34)

Обозначим α ′ = β и приведем уравнение (34) к виду

β ′

β
=− 2T ′

T −a2 ,

откуда после интегрирования получим:

β (T −a2)2 =C1,

или
α
′(T −a2)2 =C1 = const. (35)

Соотношение (35) имеет смысл закона сохранения для уравнений плоского дви-
жения тонкой нити.

Заметим, что знак постоянной C1 совпадает со знаком величины β , которая имеет
смысл кривизны нити в точке s в момент времени t.
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Из выражения (35), в частности, следует, что если T = const, то α зависит от z
линейно.

С учетом соотношения (35) уравнение (34) можно записать в виде

S′′ =
C2

1
s2 , (36)

где S = T −a2.
Умножая обе части уравнения (36) на S′ и интегрируя, получим:

(
S′
)2

+
C2

1
s2 =C2 = const≥ 0. (37)

Поскольку βS2 =C1, то последнее соотношение можно переписать в виде(
T ′
)2

+α
′C1 =C2 ≥ 0. (38)

Соотношение (38) также имеет смысл закона сохранения.
Умножая уравнение (37) на S2 и интегрируя, получим:((

S2)′)2
= 4

(
C2S2−C2

1
)
.

Вводя обозначение Z = S2, из последнего равенства получаем:

Z′ =±2
√

C2Z−C2
1 ,

откуда после интегрирования приходим к соотношению√
C2Z−C2

1 =±C2z+C3, (39)

где z = s−at.
Выражая Z через T , получаем:

T (s, t) = a2±

√
C2

1 +(C2(s−at)±C3)2

C2
. (40)

Теперь из уравнения (35) получаем:

α
′ =

C1C2

C2
1 +(C2z±C3)2 ,

откуда

α(s, t) = arctg
(

C2(s−at)±C3

C1
+C4

)
. (41)

Выражения (40), (41) дают решение поставленной задачи.
Учитывая связь между переменной α (s, t) и координатами X (s, t) ,Y (s, t) получим:

X(s, t) = X0 +

s∫
0

cosα(s, t)ds = X0 +

s∫
0

cosarctg(
C2(s−at)±C3

C1
+C4)ds,
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Y (s, t) = Y0 +

s∫
0

sinα(s, t)ds = Y0 +

s∫
0

sinarctg(
C2(s−at)±C3

C1
+C4)ds.

В качестве иллюстрации на рисунке приведены графики профилей волны и натяже-
ния при C1 =C2 = 1, C3 =C4 = 0.

Графики профилей волны (а) и натяжения (б)

Уравнения динамики растяжимой нити менее исследованы, хотя практически все
указанные системы при больших натяжениях описываются как раз с помощью урав-
нений динамики растяжимой нити.

Рассмотрим плоское движение растяжимой нити, определенное формулами

ρxtt = T (xs)s +Fx,

ρytt = T (ys)s +Fy,

x2
s + y2

s = f 2 (T (s, t)) .

Последнее уравнение описывает удлинение нити под действием сил натяжения. Для
нерастяжимой нити это уравнение принимает вид

x2
s + y2

s = f 2 (T (s, t)) .

Физический смысл f заключается в том, что это есть коэффициент перехода
от геометрических координат x, y, z к локальным (местным) координатам вдоль
нити. Конкретный вид этого коэффициента определяется физическими свойствами
нити и условиями ее нагружения. Если, например, растяжение происходит в рамках
действия закона Гука, то

f = f (T (s, t)) = 1+KT (s, t) .

В общем случае коэффициент f является функцией натяжения T , локальной ко-
ординаты s и времени t: f = f (T (s, t) , s, t). Поступая по аналогии с преобразованием
системы (1)–(4), приходим к системе уравнений:
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−cosaFx− sinaFy+ ftt +T 2
t fT T−

−2Ts fs−Tss f − fssT +a2
s f T −T 2

s f T
T T −2Ts fT T T −Tss fT T− (42)

−a2
t f +2Tt fT T −2T 2

s fT +Ttt fT = 0,

−2atTt ft−2at ft +2Tsas fT T +2Tsas f −att f +2as fsT +ass f T − sinaFx+cosaFy = 0. (43)

В наиболее интересном для практики случае коэффициент f зависит только от
натяжения: f = f (T (s, t)), тогда полученные уравнения принимают вид:

−2atTt f−att f +ass f T +2asTs fT T +2asTs f = 0, (44)

T 2
t fT T +Ttt fT −a2

t f −Tss f −Tss fT T −T 2
s fT T T −2T 2

s fT +a2
s f T = 04. (45)

Наконец, в случае растяжения по закону Гука уравнения принимают следующий
вид:

−2TtatK +assT +assT 2K +2asTs +4asTsKT −att−attKT = 0, (46)

−a2
t −a2

t KT +TttK−2T 2
s K +a2

s T +a2
s T 2K−2TssKT −Tss = 0. (47)

Заключение

Для дальнейшего исследования или численной реализации полученные системы
уравнений относительно неизвестных a(s, t) и T (s, t) представляются более удачными,
нежели исходная система уравнений.
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