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Введение

В настоящее время проявляется повышенный интерес к изучению производных
дробного порядка. Это связано с тем, что многие процессы и явления не поддаются
описанию в рамках классической теории дифференциальных уравнений целочислен-
ных порядков. Это происходит потому, что процессы и явления устроены довольно
сложно, имеют нелинейный характер и являются нелокальными как по времени, так
и по пространству. Такие процессы и явления принято описывать с помощью теории
дробного исчисления [1, 2].

Изучению нелокальных процессов и явлений посвящены многие статьи и моно-
графии как российских [1]–[5], так и зарубежных авторов [6]–[9]. В одной только
книге [2] автор ссылается на тысячу литературных источников. Это говорит о том,
что математический аппарат дробного исчисления бурно развивается, что, в свою
очередь, определяет необходимость исследования новых дифференциальных уравне-
ний дробного порядка.

Постановка задачи

Задача. Найти решение u(x,y) для дифференциального уравнения дробного
порядка

∂ β u(x,y)
∂yβ

= a
∂ 2u(x,y)

∂x2 −bu(x,y)+Q, (1)

которое удовлетворяет начальному условию

u(x,0) = φ (x)

и определено в области

Ω = {(x,y) : ∞ < x <−∞,0 < y < T} , u(x,y) ∈C (Ω) ,
∂ β u
∂yβ
∈ L [0,T ]∀x ∈ R,

где
∂ β u(x,y)

∂yβ
=

1
Γ(1−β )

y∫
0

∂u(x,η)

∂η

dη

(y−η)β
– производная порядка 0< β < 1, опре-

деленная в смысле Герасимова – Коши [10]; a,b,Q – заданные константы.
Уравнение (1) может быть использовано при описании массопереноса вещества

или теплопереноса в среде с фрактальными свойствами. Тогда в этом случае дроб-
ная производная в уравнении (1) – это производная по времени t, a – коэффициент
диффузии, b – коэффициент распада или теплоотдачи, Q – источник. Показатель по-
рядка β производной по времени, как это показано в работе [11], соответствует доле
каналов, открытых для протекания во фрактальной среде. Такой процесс называют
нелокальным по времени, а фрактальную среду, в которой он происходит – средой с
памятью.

Метод функции Грина

Найдем функцию Грина для следующего уравнения (1) без источника:

∂ β Gβ (x,y)

∂yβ
−a

∂ 2Gβ (x,y)
∂x2 +bGβ (x,y) = 0, (2)
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Gβ (x,0) = δ (x) ,

где δ (x) – функции Дирака. Сделаем преобразование Лапласа по x и y. Получим

следующее уравнение с учетом
∣∣∣aω2

/
(pβ +b)

∣∣∣< 1:

Gβ (ω, p) =
ω−1

pβ −aω2 +b
=

ω−1(
pβ +b

)(
1− aω2

pβ +b

) =
∞

∑
n=0

anω2n−1(
pβ +b

)n+1 . (3)

Для выражения (3) известно обратное преобразование Лапласа по p согласно соот-
ношению [6]:

L
[

η
αn+β−1

(
∂

∂a

)n

Eα,β (aη
α)

]
(p) =

n!pα−β

(pα −a)n+1 , n ∈ N.

Тогда получим

Gβ (x,y) = L−1

[
∞

∑
n=0

anω2n−1(
pβ +b

)n+1

]
(y) =

∞

∑
n=0

aω2n−1

n!
yβn+β−1 ∂

∂ (−b)
Eβ ,βn+β

(
−byβ

)
=

(4)

= yβ−1
∞

∑
n=0

(
ayβ

)n
ω2n−1

n! 1Ψ1

[
(n+1,1)
β (n+1),β

∣∣∣∣−byβ

]
,

где 1Ψ1 (x) = 1Ψ1

∣∣∣∣ (σ ,α)
(µ,β )

∣∣∣∣x∣∣∣∣ = ∞

∑
k=0

xkΓ(σ +αk)
k!Γ(µ +βk)

– обобщенная функция Райта. Об-

ратное преобразование Лапласа выражения по x (4) дает, согласно преобразованию

L
[
tk]= k!

pk+1 , выражение

Gβ (x,y) = yβ−1
∞

∑
n=0

(
ayβ

x2

)n

1Ψ1

[
(n+1,1)
(β (n+1),β )

∣∣∣∣−byβ

]
n!Γ(1−2n)

. (5)

Теорема 1. Функция Грина (5) при значении параметра β = 1 переходит в

функцию G1 (x,y) = e−by
(

1− er f c
(

x
2
√

ay

))
.

Доказательство. Пусть в выражении (5) β = 1 будем иметь:

G1 (x,y) =
∞

∑
n=0

(ay
x2

)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n+1,1)
(n+1,1)

∣∣∣∣−by
]
. (6)

В выражении (6) обобщенную функцию Райта выразим через функцию Куммера
согласно

1Ψ1

[
(σ ,1)
(µ,1)

∣∣∣∣x]= Γ(σ)

Γ(µ)
1F1 (σ ,µ,x) ,

получим

1Ψ1

[
(n+1,1)
(n+1,1)

∣∣∣∣−by
]
= 1F1 (n+1,n+1,−by) = e−by. (7)
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Перепишем решение (6) c учетом формулы (7) в виде

G1 (x,y) = e−by
∞

∑
n=0

(ay
x2

)n

n!Γ(1−2n)
. (8)

Сделаем в выражении (8) замену n→−n
2

и получим

G1 (x,y) = e−by
∞

∑
n=0

(
x
√

ay

)n

n!Γ
(
−n

2
+1
) . (9)

Воспользуемся известным соотношением Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
и найдем:

G1 (x,y) = e−by
∞

∑
n=0

(
x
√

ay

)n

n!Γ
(
−n

2
+1
) =

= e−by
∞

∑
n=0

(
x
√

ay

)n

sin
(nπ

2

)
Γ

(n
2

)
n!π

= e−by
(

1− er f c
(

x
2
√

ay

))
.

С другой стороны, рассмотрим дифференциальное уравнение

∂G(x,y)
∂y

= a
∂ 2G(x,y)

∂x2 −bG(x,y) . (10)

Преобразование Лапласа (10) по координате x, а затем по y с учетом начального
условия дает следующее:

G(ω, p) =
ω−1

p− (aω2−b)
. (11)

Сделаем обратное преобразование Лапласа (11) по параметру p и получим:

G(ω,y) = ω
−1e(aω2−b)y = e−by

ω
−1eayω2

. (12)

Обратное преобразование Лапласа (12) по параметру ω приводит к уравнению

G(x,y) = e−by
γ+i∞∫

γ−i∞

ω
−1eωx+ayω2

dω. (13)

Введем следующие обозначения в выражении (13): z =
ay
x2 , σ = ωx – и деформируя

контур Ханкеля, например как в работе [2], получим выражение

G(x,y) = e−by
∫

Ha

σ
−1eσ+zσ2

dσ = e−yb
∫

Ha

eσ
∞

∑
n=0

znσ2n−1

n!
dσ =

18
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e−yb
∞

∑
n=0

zn

n!

∫
Ha

eσ
σ

2n−1dσ = e−yb
∞

∑
n=0

zn

n!

eσ σ2n−1∫
Ha

dσ = e−yb

(
ay
x2

)n

n!Γ(1−2n)
. (14)

Здесь мы воспользовались интегральным представлением гамма-функции [12]. Выра-
жение (14) совпадает с точностью до множителя с выражением (9) и, следовательно,

G1 (η ,θ) = G(η ,θ) = e−λθ

(
1− er f c

(
η

2
√

D̄eθ

))
.

Теорема доказана. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Решение задачи Коши для уравнения (1) без источника можно за-
писать с помощью функции Грина (4):

u(x,y) =
∞∫
−∞

Gβ (x−ξ ,y )φ (ξ )dξ .

Рассмотрим задачу Коши (1) при условии, что φ (x) =
Q
b

. Решение этой задачи можно

записать следующим образом:

u(x,y) =
Q
b

yβ−1
∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n+1,1)
(β (n+1),β )

∣∣∣∣−byβ

]
+

(15)

+Qyβ
∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n+1,1)
(β (n+1)+1,β )

∣∣∣∣−byβ

]
.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Решение (15) можно записать в несколько другом виде, учитывая
свойство обобщенной функции Райта [13]:

z1Ψ1

[
(n+1,1)
(β ,α)

∣∣∣∣z]= 1Ψ1

[
(n+1,1)
(β −α,α)

∣∣∣∣z]− 1Ψ1

[
(n,1)
(β −α,α)

∣∣∣∣z] .
Решение (15) можно переписать в виде

u(x,y) =
Q
b

yβ−1
∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n+1,1)
(β (n+1),β )

∣∣∣∣−byβ

]
−

−Q
b

∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n+1,1)
(βn+1,β )

∣∣∣∣−byβ

]
+ (16)

+
Q
b

∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n,1)
(βn+1,β )

∣∣∣∣−byβ

]
.
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Теорема 2. Решение (16) при значении параметра β = 1 переходит в класси-
ческое решение:

u(x,y) =
Q
b

1− 1
2

e
−x

√
b
a er f c

(
x

2
√

ay
−
√

by
)
+ e

x

√
b
a er f c

(
x

2
√

ay
+
√

by
)
 . (17)

Доказательство. Пусть β = 1, тогда в выражении (16) разность двух первых
членов будет равна нулю. Остается следующее выражение:

u(x,y) =
Q
b

∞

∑
n=0

(
ayβ

/
x2
)n

n!Γ(1−2n)1Ψ1

[
(n,1)
(βn+1,β )

∣∣∣∣−byβ

]
=

=
Q
b

∞

∑
n=0

(
ay
/

x2)n
Γ(n)

n!Γ(1−2n)Γ(n+1)1F1 (n,n+1,−by) =

=
Q
b

∞

∑
n=0

(
ay
/

x2)n
γ (n,by)

n!Γ(1−2n)
,

где γ (n,z) – неполная гамма-функция, определенная как

γ (n,z) =
zn

n 1F1 (n,n+1,−z) .

Далее, используя выражение из справочника [12]

∞

∑
k=0

tkγ
(
k+1

/
2,z
)

k!Γ
(
k+1

/
2
) =

1
2

et (er f
(√

z+
√

t
)
+ er f

(√
z−
√

t
))

,

с помощью некоторых преобразований приходим к решению (17).
Теорема доказана. �

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Решение (15) можно представить через функцию Грина (4):

u(x,y) =
Q
b

Gβ (x,y)+Q

y∫
0

Gβ (x,y−η)dη .

В более общем случае, когда φ (x) и Q(x,y) функции, решение примет вид

u(x,y) =
∞∫
−∞

Gβ (x−ξ ,y)φ (ξ )dξ +

∞∫
−∞

y∫
0

Gβ (x−ξ ,y−η)Q(ξ ,η)dξ dη .
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Заключение

В результате исследования в настоящей работе дифференциального уравнения
дробного порядка (1), а также исследования автора, например в работе [15], можно
прийти к выводу, что исследуемое уравнение является обобщением дифференциаль-
ного уравнения целого порядка. Поэтому решению уравнения (1) присущи как ранее
известные свойства, так и новые, которые обусловлены нелокальностью процессов и
явлений, происходящих во фрактальных средах.
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