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Введение

Известно, что интерес к изучению краевых задач для уравнений смешанного типа
возрос после того, как обнаружилась их связь с задачами газовой динамики, теории
бесконечно малых изгибаний поверхностей и безмоментной теории оболочек и т.д.

Рассмотренная задача является обобщением задачи Трикоми. Такие задачи возни-
кают при изучении различных вопросов прикладного характера, например вопросов
математической биологии, прогнозирования почвенной влаги, математического моде-
лирования процессов излучения лазера, проблем физики плазмы и т.д.

Рассмотрим уравнение

signy |y|m uxx +uyy−λ
2 |y|m u = 0,m = const > 0 (1)

в неограниченной смешанной нестандартной области Ω = Ω1 ∪ l1 ∪Ω2, где Ω1 =
{(x,y) :−∞ < x <+∞,y > 0}; l1 = {(x,y) : 0 < x <+∞,y = 0}; а Ω2 – бесконечная об-
ласть полуплоскости y < 0, ограниченная полупрямой l1 и характеристикой Γ : x−
[2/(m+2)] (−y)(m+2)/2 = 0 уравнения (1); λ– заданное действительное число.

Введем следующие обозначения: β =
m

2m+4
, M j = const> 0

(
j = 1,5

)
, ε–достаточно

малое положительное число. Далее

l2 = {(x,y) :−∞ < x < 0,y = 0} , θ0(x0) =

(
x0

2
,−
[

m+2
4

x0

]2/(m+2)
)
,

где θ0 (x0) является аффиксом точки пересечения характеристики Γ уравнения (1) и
характеристики x+[2/(m+2)] (−y)(m+2)/2 = x0, выходящей из точки (x0,0) ∈ l1.

При постановке и исследовании нелокальной задачи для уравнения (1) мы будем
пользоваться интегродифференциальными операторами A1,λ

0x [ f (x)] и C1,λ
0x [ f (x)], вве-

денными и изученными в работе [1]. Наряду с указанными операторами используется
оператор Dδ

sx[ f (x)] дробного в смысле Римана – Лиувилля интегродифференцирова-
ния порядка δ [2].

Предположим, что в уравнении (1) λ = λi в областях Ωi (i = 1,2) и исследуем
следующую задачу.

Задача BS∞. Найти функцию u(x,y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x,y) ∈C

(
Ω
)
∩C1 (Ω∪ l2)∩C2 (Ω1∪Ω2), причем uy(x,0) может обращаться в

бесконечность порядка меньше, чем 1−2β при x→ 0;
2) u(x,y) – регулярное решение уравнения (1) в областях Ω1 и Ω2;
3) lim

r0→+∞
u(x,y) = 0 при y≥ 0; r2

0 = x2 +[2/(m+2)]2 ym+2;

4) lim
y→0

uy (x,y) = ϕ (x), −∞ < x < 0;

5) удовлетворяет условиям

A1,λ2
0x

{
D1−β

0x [u(θ0 (x))]
}
+ c(x)uy (x,0) = d (x) , 0 < x <+∞, (2)

где c(x) ,d (x) ,ϕ (x)–заданные функции, причем c(x) ∈C [0,+∞)∩C2 (0,+∞), ϕ (x) ∈
C (−∞,0), d (x) ∈ C2 (0,+∞), а d (x), ϕ (x) обращаются в бесконечность порядка
меньше, чем 1−2β при x→ 0 и для достаточно больших |x| удовлетворяют нера-
венствам |d (x)| ≤M1x2β−1−ε , |ϕ (x)| ≤M2x2β−1−ε .

Замечание. При c(x)≡ 0 в силу обратимости операторов A1,λ
0x и Dδ

sx задача (1)–(2)
является задачей Трикоми.
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Единственность решения поставленной задачи

Пусть u(x,y) – решение задачи BS∞, uy (x,0) = ν(x) ∈ C2 (0,+∞), u(x,0) = τ(x) ∈
C [0,+∞)∩C2 (0,+∞) и ν (x) может обращаться в бесконечность порядка меньше, чем
1− 2β при x→ 0. Тогда, пользуясь представлением решения задачи BS∞ в области
Ω2 [1], в силу условия (2) получаем основное функциональное соотношение между
τ (x) и ν (x) на l1, принесенное из области Ω2:

ν (x) = γ2Γ(2β )q(x)C1,λ2
0x [τ (x)]− γ2Γ(β )q(x)xβ d (x) , 0 < x <+∞, (3)

где q(x)=
1

1− γ2Γ(β )xβ c(x)
, γ1 =(2−4β )2β

Γ(β )/ [2Γ(1−β )Γ(2β )], γ2 =(sin2βπ)/πγ1.

Теорема. Пусть для решения u(x,y) задачи BS∞ при достаточно больших r0
справедливы неравенства

|u(x,y)| ≤M3/rε
0, |ymux (x,y) | ≤M4/r0, |uy (x,y) | ≤M5/r0 (4)

и заданные функции удовлетворяют следующим условиям:

q′ (x)≤ 0, q(x)≥ 0, (5)

тогда задача BS∞ не может иметь более одного решения.
Доказательство. Возьмем произвольное достаточно большое число r0 и рас-

смотрим конечную область Ω1r0, ограниченную в области Ω1 нормальной кривой
x2 +[2/(m+2)]2 ym+2 = r2

0 и отрезком lr0 = {(x,y) :−r0 ≤ x≤ r0,y = 0}.
Пусть u(x,y) – решение однородной задачи BS∞. Тогда в области Ω1r0 справедливо

тождество
(ymuux)x +(uuy)y− ym (ux)

2− (uy)
2− ym

λ
2
1 u = 0, (6)

а на отрезке lr0 имеет место равенство

ν (x) = γ2Γ(2β )q(x)C1,λ2
0x [τ (x)] , 0 < x <+∞. (7)

Применяя формулу Гаусса – Остроградского по области Ω1r0, в силу условий (4)
теоремы и ϕ (x)≡ 0 при r0→+∞ имеем

∫ ∫
Ω1

[
ym (ux)

2 +(ux)
2 +λ

2
1 ymu2

]
dxdy+

∞∫
0

τ (x)ν (x)dx = 0. (8)

Проводя аналогичные рассуждения, как и в работе [3], получим:

∆ =

+∞∫
0

τ (x)ν (x)dx = γ3

+∞∫
0

z2β−1dz
1∫
−1

(1−ξ
2)−β−1/2dξ×

×

b
2

∑
k=1


 ∞∫

0

ρ1(t)coszktdt

2

+

 ∞∫
0

ρ1(t)sinzktdt

2
−
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−
∞∫

0

q
′
(x)

2

∑
k=1


 x∫

0

ρ1(t)coszktdt

2

+

 x∫
0

ρ1(t)sinzktdt

2
dx,

γ3 =
[
(2−4β )2β

Γ(β )
]/[

8Γ(1/2−β )Γ
2 (2β )cosπβ

]
,

zk = z− (−1)k
λ2ξ , ρ1 (x) = γ2C1,λ2

0x [τ (x)] ,

lim
x→∞

q(x) = b,0 < b <+∞.

В силу условий (5) теоремы имеем ∆ ≥ 0. Из равенства (8) при λ1 6= 0 сразу
следует, что u(x,y)≡ 0 в Ω1. Если λ1 = 0, то из равенства (8) получим u(x,y)≡const
в области Ω1. Учитывая условие (2) задачи и ϕ (x) ≡ 0, в этом случае получаем
u(x,y) ≡ 0 в Ω1. Тогда τ (x) ≡ ν (x) ≡ 0 при 0 ≤ x < +∞. Поэтому из представления
решения задачи Коши [2] в области Ω2 следует: u(x,y) ≡ 0 в Ω2. Следовательно,
u(x,y)≡ 0, (x,y) ∈Ω. Теорема доказана. �

Доказательство существования решения задачи

Пользуясь представлением решения задачи N∞ в области Ω1 [3], при y = 0 полу-
чаем основное функциональное соотношение между τ (x) и ν (x) на l, принесенное из
области Ω1:

τ(x) =−k0

∞∫
0

ν(t)|x− t|−β Kβ [|λ1| |x− t|]dt + f (x) , (9)

где k0 = (1−2β )2β (|λ1|/2)β /
[√

πΓ(β +1/2)
]
, r2 = (x− t)2 + [2/(m + 2)]2ym+2, Kα(z)

– функция Макдональда [4], f (x) =−k0
0∫
−∞

ϕ(t)|x− t|−β Kβ [|λ1| |x− t|]dt. Исключая из

соотношений (3) и (9) функцию τ (x), получаем сингулярное интегральное уравнение
относительно ν (x) в виде

a(x)ν (x)+ γ4

+∞∫
0

( t
x

)1−2β ν (t)
t− x

dt +
+∞∫
0

P(x, t)ν (t)dt = F (x),

P(x, t) = γ2

x∫
0

Q(x,z)H1 (z, t)dz+ k0γ2Γ(2β )D1−2β

0x [H2 (x, t)] ,

F (x) = γ2

{
Γ(2β )C1,λ2

0x [ f (x)]−Γ(β )xβ d (x)
}
, (10)

Q(x, t) =
d
dx

[
Jβ [λ2 (x− t)]−1

|x− t|1−2β

]
+

λ 2
2

4β (1+β )
|x− t|2β Jβ [λ2 (x− t)] ,

H1 (x, t) = k0 |x− t|−β Kβ [|λ1| |x− t|] ,

H2 (x, t) =
π

sinβπ

{
∞

∑
n=1

|λ1/2|2n−β |x− t|2n−2β

Γ(n+1)Γ(n+1−β )
−|x− t|−β Iβ [|λ1| |x− t|]

}
,
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a(x) = 1+ sinπβ −Γ(β )γ2xβ c(x) ,γ4 =
cosπβ

π
.

Таким образом, задача BS∞ эквивалентна (в смысле разрешимости) и редуциро-
вана к сингулярному интегральному уравнению (10) . В силу условий a2 (x)− γ2

4 6= 0,
0≤ x <+∞ уравнение (10) является уравнением нормального типа [5] и его решение
будем искать в классе функций, которые могут обращаться в бесконечность поряд-
ка ниже 1− 2β при x→ 0 и ограниченных x→ +∞. Индекс уравнения в данном
классе равен нулю. Регуляризируя его методом Карлемана – Векуа [5], получаем ин-
тегральное уравнение Фредгольма второго рода, безусловная разрешимость которого
следует из единственности решения задачи BS∞.
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