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Введение

В настоящее время широкое развитие получило математическое моделирование
фрактальных процессов. Под фрактальными процессами понимаются различные про-
цессы природных, экономических, историко-социальных явлений с учетом их фрак-
тальных свойств. Математическая интерпретация таких явлений дается, хорошо раз-
работанным за более чем 300 лет, аппаратом дробного исчисления [1].

Особенностью математических построений фрактальных моделей является обоб-
щение дифференциальных уравнений целочисленного порядка на вещественный по-
рядок, что приводит к решениям со степенной зависимостью. В качестве такого
решения часто выступает целая специальная функция типа Миттаг-Леффлера.

Вычисление этой функции по определению в системах типа «MAPLE» приво-
дит зачастую к некорректным результатам: либо совсем не вычисляется, либо из-за
погрешности вычисленний дает неверный ответ. Поэтому в работе мы остановимся
подробно на вычислительном алгоритме этой функции, но сначала приведем некото-
рые ее свойства.

Функция типа Миттаг-Леффлера и ее некоторые свойства

В работе [2] Г. Митагг-Леффлер ввел в рассмотрении обобщенную показатель-
ную функцию:

Eα (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(1+αk)
, z ∈ C, α ∈ [0,∞] . (1)

Здесь Γ(x) – гамма-функция Эйлера. Из соотношения (1) видно, что если z = 0, то
функция Миттаг-Леффлера становится константой Eα (0) = 1, а также в случае α = 1
становится экспонентой E1 (z) = ez. Более подробно о свойствах функции Миттаг-
Леффлера можно узнать в работе [2].

В работе [3] исследуется функция типа Миттаг-Леффлера:

Eα,β (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(β +αk)
. (2)

Функцию (2) принято называть функцией типа Миттаг-Леффлера. Она является
решением многих дифференциальных уравнений в производных дробного порядка.
Например, фрактальное осцилляционное уравнение [4], а также в работе автора [5]:

∂
β

0tu(τ)+ω
β u(t) = 0, 1 < β < 2

имеет решение

u(t) =C1Eβ ,1

(
−(ωt)β

)
+C2tEβ ,2

(
−(ωt)β

)
,

где C1 и C2 – константы интегрирования, которые определяются из начальных усло-
вий. Отметим некоторые свойства функции типа Миттаг-Леффлера, вытекающие из
определения (2):

1) Eα,β (0) =
1

Γ(β )
,Eα,1 (z) = Eα (z)⇒ E1,1 (z) = ez;
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2) E1,2 (z) =
ez−1

z
, E2,1 (z) = ch

(√
z
)

и E2,2 (z) =
sh(
√

z)√
z

;

3) Eα,β (z) =
1

Γ(β )
+ zEα,β+α (z) и Eα,β (z) = βEα,β+1 (z)+ zα

dEα,β+1 (z)
dz

;

4)
(

d
dz

)m(
zβ−1Eα,β (zα)

)
= zβ−m−1Eα,β−m (zα) , m≥ 1;

5) Eα,β (z) =
1
m

m−1

∑
k=0

Eα/m,β

(
z1/mei2πk/m

)
;

6)
z∫

0
zβ−1Eα,β (λ tα) tβ−1dt = zEα,β+1 (λ zα) .

Также справедливы асимптотические разложения функции типа Миттаг-Леффлера
при больших значений |z|:

а) при |arg(z)| ≤ α1π, α1 ∈
(
α
/

2,α
)
, α ∈ (0,2), n ∈ N имеем

Eα,β (z) =
1
α

z
1−β

α exp
(

z
1
α

)
−

n

∑
k=1

z−k

Γ(β −αk)
+O

(
1

|z|n+1

)
;

б) при α1π ≤ |arg(z)| ≤ π, α1 ∈
(
α
/

2,α
)
, α ∈ (0,2), n ∈ N имеем

Eα,β (z) =−
n

∑
k=1

z−k

Γ(β −αk)
+O

(
1

|z|n+1

)
;

в) в случае α ≥ 2, n ∈ N

Eα,β (z) =
1
α

∑
m

Z
1−β

m exp
(

Z
1
α

m

)
−

n

∑
k=1

z−k

Γ(β −αk)
+O

(
1

|z|n+1

)
,

суммирование для первого слагаемого производится для тех m, при которых выпол-
нено условие:

|arg(z)+2πm| ≤ ε +απ
/

2, ε > 0.

Доказательства асимптотических разложений функций типа Миттаг-Леффлера
можно найти в работе [3].

Представление функции типа Миттаг-Леффлера в комплексной

плоскости

Будем считать β > 0. Рассмотрим контур (петлю) Ханкеля γ (ε,δ ) (см. рис.),
который состоит из следующих трех частей: луча Sδ = {arg(ξ ) =−δ , |ξ | ≥ ε}, луча
S−δ = {arg(ξ ) = δ , |ξ | ≥ ε} и дуги окружности Cδ (0,ε) = {−δ ≤ arg(ξ )≤ δ , |ξ |= ε}.

В свою очередь контур γ (ε,δ ) разбивает плоскость ξ на две бесконечные подоб-
ласти: G(−) (ε,δ ) и G(+) (ε,δ ). В работе [3] показано, что если выполняются условия
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Рис. Контур Ханкеля

0 < α < 2 и απ < δ ≤ min{π,πα}, то имеют место следующие интегральные пред-
ставления:

Eα,β (z) =
1

2απi

∫
γ(ε,δ )

eξ
1
α

ξ
1−β

α

ξ − z
dξ , z ∈ G(−) (ε,δ ) , (3)

Eα,β (z) =
1
α

z
1−β

α ez
1
α
+

1
2απi

∫
γ(ε,δ )

eξ
1
α

ξ
1−β

α

ξ − z
dξ , z ∈ G(+) (ε,δ ) .

Интеграл, стоящий в соотношениях (3), вычисляется по каждой из частей контура
γ (ε,δ ), считая ξ = εeiδ и следуя результатам работ [6], [7]:

Eα,β (z) =
∞∫

ε

K (α,β ,δ ,r,z)dr+
απ∫
−απ

P(α,β ,ε,φ ,z)dφ , z ∈ G(−) (ε,δ ) ,

Eα,β (z) =
1
α

z
1−β

α ez
1
α
+

∞∫
ε

K (α,β ,δ ,r,z)dr+

+

απ∫
−απ

P(α,β ,ε,φ ,z)dφ , z ∈ G(+) (ε,δ ) , (4)

K (α,β ,δ ,r,z) =
1

απ
r

1−β

α er
1
α cos(δ /α) r sin(ϕ−δ )− zsin(ϕ)

r2−2rzcos(δ )+ z2 ,

P(α,β ,ε,φ ,z) =
ε1+(1−β )/α

2απ

eε
1
α cos(φ /α) (cos(ω)+ isin(ω))

εeiφ − z
,

ϕ = r
1
α sin

(
δ
/

α
)
+δ

(
1+(1−β )

/
α
)
, ω = ε

1
α sin

(
φ
/

α
)
+φ

(
1+(1−β )

/
α
)
.

Интегральное представление (4) состоит из двух частей (интегралов): первый инте-
грал – монотонная часть, а второй – осцилляционная. Рассмотрим случай 0 < α < 1.
Тогда получим, что δ = min{π,απ}= απ. Поэтому будем иметь:

K (α,β ,απ,r,z) = K̄ (α,β ,r,z) =
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=
r

1−β

α e−r
1
α

απ

r sin(π (1−β ))− zsin(π (1−β +α))

r2−2rzcos(απ)+ z2 .

Здесь возможны три случая:

1) |arg(z)|= απ, 2) |arg(z)|> απ, 3) |arg(z)|< απ.

В работе [7] доказаны теоремы для этих случаев. Приведем результат.
В первом случае функцию типа Миттаг-Леффлера можно вычислить с помощью

следующего соотношения:

Eα,β (z) =
∞∫

ε

K̄ (α,β ,r,z)dr+
απ∫
−απ

P(α,β ,ε,φ ,z)dφ , ε ≥ |z| . (5)

Во втором случае

Eα,β (z) =



∞∫
ε

K̄ (α,β ,r,z)dr, β < 1+α

−sin(απ)

απ

∞∫
ε

e−r
1
α

r2−2rzcos(απ)+ z2 dr− 1
z
, β = 1+α

∞∫
ε

K̄ (α,β ,r,z)dr+
απ∫
−απ

P(α,β ,ε,φ ,z)dφ , ε > 0, β > 0

. (6)

В третьем случае

Eα,β (z) =



∞∫
ε

K̄ (α,β ,r,z)dr+
z(1−β )/αez

1
α

α
, β < 1+α

−sin(απ)

απ

∞∫
ε

e−r
1
α

r2−2rzcos(απ)+ z2 dr+
ez

1
α −α

αz
, β = 1+α

∞∫
ε

K̄ (α,β ,r,z)dr+
απ∫
−απ

P(α,β ,ε,φ ,z)dφ +
z

1−β

α ez
1
α

α
, ε > 0, β > 0

. (7)

Алгоритм вычисления функции типа Миттаг-Леффлера

В интегральных представлениях (5), (6), (7) интерес представляет несобствен-
ный интеграл. Его можно представить в качестве определенного интеграла. Введем,
согласно работе [7], фиксированную константу q = 0,9. Рассмотрим следующие три
случая:

1) |z| ≤ q,0 < α, 2) |z|> q,0 < α ≤ 1, 3) |z|> q,1 < α.

В первом случае, согласно (2):

Eα,β (z) =
k0

∑
k=0

zk

Γ(β +αk)
+η (z) , |η (z)|< ρ,

k0 = max
{⌊

(1−β )
/

α
⌋
+1, bln(ρ (1−|z|))/ ln(|z|)c

}
.

Здесь ρ – точность вычисления, bc – целая часть числа.
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Во втором случае

∞∫
a

K̄ (α,β ,r,z)dr =

r0∫
a

K̄ (α,β ,r,z)dr+η (z) , |η (z)|< ρ, a ∈ (0,ε) ,

r0 = max
{

1,2 |z| ,
(
− ln

(
πρ
/

6
))α

}
.

В третьем случае, с учетом свойства 5, где m = bαc+1 и 0< α/m≤ 1 функция типа
Миттаг-Леффлера вычисляется по формуле:

Eα,β (z) =
1
m

m−1

∑
k=0

Eα/m,β

(
z1/mei2πk/m

)
для случаев |z|

1
m ≤ qи |z|

1
m > q.

Вычисление функции типа Миттаг-Леффлера с помощью системы

компьютерной математики MAPLE

Положим ρ = 10−4. с учетом методики рассмотренной выше и свойств функции
типа Миттаг-Леффлера составим на языке MAPLE следующую процедуру ML1:

> ML1:= proc (alpha, beta, x)
local k0, phi, r, rho, r0;

r0:=evalf(max(1, 2*abs(x), trunc(-ln(0.0001*Pi/6))ˆalpha));
if x=0 then 1/GAMMA(beta)

elif alpha=1 and beta=1 then evalf(exp(x))
elif alpha=1 and beta=2 then evalf((exp(x)-1)/x)
elif alpha=2 and beta=2 then evalf(sinh(sqrt(x))/sqrt(x))
elif alpha = 2 and beta = 1 then evalf(cosh(xˆ(1/2)))
elif 0<alpha and alpha < 1 then
if abs(x)<0.9 then
k0:=max(trunc((1-beta)/alpha)+1, trunc(ln(0.0001*(1-abs(x)))/ln(abs(x))));
sum(xˆk/GAMMA(beta+alpha*k), k=0 .. k0)
elif abs(x)<trunc(10+5*alpha) then
if alpha*evalf(Pi)<abs(evalf(argument(x))) and

0.0001< abs(evalf(abs(argument(x)))-alpha*evalf(Pi)) then
if beta<1+alpha then

evalf(Int(rˆ((1-beta)/alpha)*exp(-rˆ(1/alpha))*(r*sin(Pi*(1-beta))-
x*sin(Pi*(1-beta+alpha)))/(alpha*Pi*(rˆ2-2*x*r*cos(alpha*Pi)+xˆ2)), r=0..r0))
else evalf(Int(rˆ((1-beta)/alpha)*exp(-rˆ(1/alpha))*(r*sin(Pi*(1-beta))-
x*sin(Pi*(1-beta+alpha)))/(alpha*Pi*(rˆ2-2*x*r*cos(alpha*Pi)+xˆ2)),r=1..r0))+
evalf(Int(0.5*exp(cos(phi/alpha)*
exp(I*(phi*(1+(1-beta)/alpha)+sin(phi/alpha))))/(alpha*Pi*(exp(I*phi)-x)), phi =
alpha*evalf(Pi)..-alpha*evalf(Pi)))

end if
elif abs(x)<trunc(10+5*alpha) and abs(argument(x)) < alpha*evalf(Pi) and

0.0001<abs(abs(argument(x))-alpha*evalf(Pi)) then
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if beta<1+alpha then evalf(Int(rˆ((1-beta)/alpha)*exp(-rˆ(1/alpha))*(r*sin(Pi*(1-
beta))-x*sin(Pi*(1-beta+alpha)))/(alpha*Pi*(rˆ2-2*x*r*cos(alpha*Pi)+xˆ2)), r=0..r0))+
xˆ((1-beta)/alpha)*exp(xˆ(1/alpha))/alpha

else evalf(Int(rˆ((1-beta)/alpha)*exp(-rˆ(1/alpha))*(r*sin(Pi*(1-beta))-x*sin(Pi*(1-
beta+alpha)))/(alpha*Pi*(rˆ2-2*x*r*cos(alpha*Pi)+xˆ2)), r=0.5*abs(x)..r0)+
simplify(evalf(Int(0.5*(0.5*abs(x))ˆ(1+(1-beta)/alpha)*exp((0.5*abs(x))ˆ(1/alpha)*
cos(phi/alpha))*(cos(phi*(1+(1-beta)/alpha)+(0.5*abs(x))ˆ(1/alpha)*sin(phi/alpha))+
I*sin(phi*(1+(1-beta)/alpha)+(0.5*abs(x))ˆ(1/alpha)*sin(phi/alpha)))/(alpha*
Pi*(0.5*abs(x)*exp(I*phi)-x)), phi=alpha*Pi.. -alpha*Pi)))+
xˆ((1-beta)/alpha)*exp(xˆ(1/alpha))/alpha end if

else evalf(Int(rˆ((1-beta)/alpha)*
exp(-rˆ(1/alpha))*(r*sin(Pi*(1-beta))-
x*sin(Pi*(1-beta+alpha)))/(alpha*Pi*(rˆ2-2*x*r*cos(alpha*Pi)+xˆ2)),
r=0.5*abs(x)+0.5..r0))+
simplify(evalf(Int(0.5*(0.5*abs(x)+0.5)ˆ(1+(1-beta)/alpha)
*exp((0.5*abs(x)+0.5)ˆ(1/alpha)*cos(phi/alpha))*(cos(phi*(1+(1-beta)/alpha)+
(0.5*abs(x)+0.5)ˆ(1/alpha)*sin(phi/alpha))+I*sin(phi*(1+(1-beta)/alpha)+
(0.5*abs(x)+0.5)ˆ(1/alpha)*sin(phi/alpha)))/(alpha*Pi*((0.5*abs(x)+0.5)*exp(I*phi)-
x)), phi=alpha*Pi..alpha*Pi)))+
xˆ((1-beta)/alpha)*exp(xˆ(1/alpha))/alpha

end if
else k0:=trunc(-ln(0.0001)/ln(abs(x)));
if abs(evalf(argument(x)))<0.75*alpha*evalf(Pi) then xˆ((1-beta)/alpha)*

exp(xˆ(1/alpha))/alpha-(sum(xˆ(-k)/GAMMA(beta-alpha*k), k=0..k0)) else
simplify(evalf(-(sum(xˆ(-k)/GAMMA(beta-alpha*k), k=0..k0))))

end if
end if
end if
end proc:

В случае, когда 1 < α < 2 или m = 2, составим процедуру ML2:

> ML2:=proc(a,b,z)
if z=0 then 1/GAMMA(b)
elif a=2 and b=1 then
cosh(sqrt(z));
elif a=2 and b=2 then
evalf(sinh(sqrt(z))/sqrt(z))
elif 1<a and a<2 then
0.5*(ML1(a/2,b,zˆ0.5)+ML1(a/2,b,-zˆ0.5))
fi;
end proc:
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Результаты вычислений функции типа Миттаг-Леффлера

ПРИМЕР 1. Сначала вычислим функцию типа Миттаг-Леффлера согласно опреде-
лению (2):

> a1:=0.7;

> b1:=1.3;

> z:=0.7;

> t:=time();

> E:=sum(zˆk/GAMMA(b1+a1*k),k=0..infinity);

> TIME=time()-t;

Вычислим эту же функцию с помощью процедуры ML1:

> t1:=time();

> ML1(0.7,1.3,0.7);

> TIME=time()-t1;

Результаты этого примера показывают, что методика, рассмотренная в работе,
позволяет вычислять функцию типа Миттаг-Леффлера с сингулярностями.

ПРИМЕР 2. Пусть 1 < α < 2.
> a1:=1.3;
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> b1:=1.3;

> z:=0.7;

> t:=time();

> E:=sum(zˆk/GAMMA(b1+a1*k),k=0..infinity);

> TIME=time()-t;

> ML2(1.3,1.3,0.7);

> TIME=time()-t;

Из рассмотренного примера видно, что не только процедура ML2 корректно вы-
числяет функцию типа Миттаг-Леффлера, но и делает это гораздо быстрее, чем по
определению (2). Рассмотрим следующий пример.

ПРИМЕР 3.
> a1:=0.6;

> b1:=2;

> z:=0.01;

> t:=time();
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> E:=sum(zˆk/GAMMA(b1+a1*k),k=0..infinity);

> TIME=time()-t;

> t1:=time();

> ML1(0.6,2,0.01);

> TIME=time()-t1;

В этом примере показано, что численный алгоритм для функции типа Миттаг-
Леффлера очень хорошо согласуется с вычислениями по формуле (2).

Заключение

В работе рассмотрен вычислительный алгоритм специальной функции типа Миттаг-
Леффлера с параметрами 0 < α < 2 и β > 0. Результаты вычислений имют хорошее
согласие с определением функции по формуле (2). Необходимо отметить, что ско-
рость вычисления функции выше, чем скорость вычисления по определению. Это
обусловлено тем, что в определении (2) мы грамотно «обрезали» бесконечный ряд
погрешностью ρ.

Работу можно считать методической, а также использовать как рекомендацию по
вычислению функции типа Миттаг-Леффлера в системе MAPLE.

Более детально с алгоритмом вычисления этой функции можно ознакомиться в
работе [7], а в работе [8] предложен алгоритм вычисления двухпараметрической
функции типа Миттаг-Леффлера.
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