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Введение

Построение математических моделей, учитывающих фрактальные свойства раз-
личных сред, имеет очень важное теоретическое и практическое значение. Например,
в пористой геологической среде (геосреде) в силу неоднородности и сложной топо-
логии пор важной ее характеристикой является фрактальная размерность, которая
определяет интенсивность процессов происходящих в ней. Эти процессы принято
называть нелокальными [1].

Описание нелокальных процессов осуществляется с помощью математического
моделирования - уравнений с производными дробных порядков, которые связаны с
фрактальной размерностью среды [2].

Фрактальная размерность среды может меняться в зависимости от времени и про-
странственной координаты. Поэтому порядок дробной производной в общем случае
является функцией от времени и пространственной координаты и, следовательно,
усложняется вид уравнений, описывающих нелокальные процессы. Решение таких
уравнений находится численными методами, которые можно реализовать в различ-
ных компьютерных программных средствах [3].

Постановка задачи

В работе рассматривается процесс колебаний во фрактальной среде, который
можно описать следующим уравнением переменного порядка:

∂
α(t)
0t x(η)+Ax(t) = 0, x(0) =C0, x′ (0) = 0, 1 < α (t)< 2,0 < t < T, (1)

где ∂
α(t)
0t x(η)=

1
Γ(2−α (t))

t∫
0

x′′ (η)dη

(t−η)α(t)−1
– производная дробного порядка Герасимова-

Капуто, A,C0 – известные величины.
Уравнение (1) в случае, когда α (t) = α − const переходит в известное уравнение

фрактального осциллятора, но в терминах оператора Герасимова-Капуто [4].
Уравнение (1) можно решить численными методами. Введем τ – шаг дискрети-

зации, причем t j = jτ, j = 1,2, ..,N, Nτ = T , x( jτ) = xk. Тогда производную дробного
порядка в уравнении (1) можно аппроксимировать следующим образом [5]

∂
α(t)
0t x(η) =

τ−α j

Γ
(
3−α j

) j−1

∑
k=0

[
(k+1)2−α j − k2−α j

](
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
+O(τ) . (2)

Подставляя формулу (2) в уравнение (1) и после некоторых преобразований в итоге
мы получаем явную разностную схему:

x j+1 =
[
2−A

/
A j
]

x j− x j−1−
j−1

∑
k=1

bk
(
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
, (3)

где bk = (k+1)2−α j − k2−α j , A j =
τ−α j

Γ
(
3−α j

) , x0 =C0,x1 = x0 .

Надо отметить, что в случае, когда α (t) = α−const решение уравнения (1) можно
записать через функцию типа Миттаг-Леффлера:

x(t) =C0Eα,1 (−Atα) , (4)
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где Eα,β (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β )
– функция типа Миттаг-Леффлера, Γ(x) – функция Гаус-

са.

Численное моделирование

Положим для простоты C0 = 1. С помощью системы Maple построим расчетные
кривые решений (3) и (4) для этого реализуем следующие команды:

> restart:
>with (plots):
> T :=6*Pi:
> n:=1000:
> A:=1;
> a:=1.8:
> tau:=evalf(T/n):
> x[0]:=1:
> x[1]:=1:
> B:=(tauˆa)/GAMMA(3-a):
> for j from 1 to n-1 do
x[ j+1]:=(2-A/B)*x[ j]-x[ j-1]-sum(((k+1)ˆ(2-a)− kˆ(2-a))*(x[ j− k+1]-2*x[ j− k]+x[ j-1-

1]),k=1.. j-1):
y[0]:=0:
y[ j]:=(x[ j+1]-x[ j])/tau:

od:
> R:=seq([ j∗tau,x[ j]], j=0..n-1);
> A1:=pointplot([R],style=line, color=red)
> f :=sum((-lˆa)ˆk/GAMMA(a*k+1),k=0..infinity):
> A2:=plot( f ,l=0..6*Pi, color=blue)
>display(A1,A2);

Рис. 1. Расчетные кривые, полученные по формуле (3) красная линия и точное ре-
шение (4) – синяя линия при значении параметров A = 1,α = 1.8, t ∈ [0,6π]
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Из рис.1 видно, что схема (3) хорошо аппроксимирует точное решение (4) и коле-
бания имеют затухающий характер. Это подтверждает фазовая траектория, имеющая
устойчивый фокус (рис.2).

> pointplot([seq([x[ j],y[ j]], j = 0..n−1)],style = line,color = red):

Рис. 2. Фазовая траектория

Рассмотрим случай, когда в решении (3) α (t) = (1−ε−δ )cos(t·m)+ε−δ+3
2 , где δ и ε

определяют границы изменения параметра α (t): 1+ ε < α < 2− δ , причем δ + ε <
1,δ ,ε ≥ 0, m - произвольное число [5].

> restart:
>with (plots):
> T :=6*Pi:
> n:=1000:
> A:=1;
> a:=1.8:
> tau:=evalf(T/n):
>m:=7:
>e:=0.69:
>delta:=0.003:
> x[0]:=1:
> x[1]:=1:
> for h from 1 to n-1 do
t[h]:=h*tau:
a[h]:=evalf(1/2*((1-e-delta)*cos(m*t(h))+e-delta+3)):
B[h]:=(tauˆa[h])/GAMMA(3-a[h]):
od:
> for j from 1 to n-1 do
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x[ j+1]:=(2-A/B[ j])*x[ j]-x[ j-1]-sum(((k+1)ˆ(2-a[ j])-kˆ(2-a[ j]))*(x[ j−k+1]-2*x[ j−k]+x[ j-
1-1]),k=1.. j-1):

y[0]:=0:
y[ j]:=(x[ j+1]-x[ j])/tau:

od:
> R:=seq([ j∗tau, x[ j]], j=0..n-1);
>pointplot([R], style=line, color=red)

Рис. 3. Расчетная кривая решения уравнения (1) в случае α (t) =
(1− ε−δ )cos(t ·m)+ ε−δ +3

2

> pointplot([seq([x[ j],y[ j]], j=0..n-1)], style=line, color=red):

Рис. 4. Фазовая траектория
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Из рис. 3 видно, что колебательный процесс имеет затухающий характер, но фа-
зовые траектории в отличие от предыдущего случая (рис. 2) деформированы (рис. 4).
Этот факт указывает, что в этом случае колебательный процесс затухает медленнее
и в этом можно убедиться, например, сравнивая рис. 1 и рис. 3.

Необходимо отметить, что в отличии от работы [4] фазовые траектории (рис. 2 и
рис. 4) построены в плоскости [x(t) ,x′ (t)], а не в плоскости [x(t) ,∂ α−1

0t x(η)]. Поэтому
мы не наблюдаем эффектов, связанных с появлением в центре фазовой плоскости
точки многократного возврата.

Заключение

Введение в уравнение (1) эффектов «памяти» в виде производной дробного по-
рядка α (t) дает возможность более адекватно описать явления и процессы в есте-
ственных средах. В колебательных процессах введение «памяти» увеличивает время
релаксации, что может быть полезным при интерпретации экспериментальных дан-
ных.

Интерес представляет, когда в уравнении (1) коэффициент A = A(t). Более кон-
кретный вид этой функции может быть следующий: A(t) = δ + ε cos(ωt), что опре-
деляет обобщенное уравнение Матье. Решение уравнение Матье в зависимости от
параметров δ ,ε может иметь незатухающий вид [6].
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