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В статье рассматривается некорректная задача для уравнения высокого четного порядка.
Доказывается однозначная разрешимость при дополнительных условиях и условиях на
область.
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Постановка задачи

В настоящей работе для уравнения

∂ 2ku
∂x2k −

∂ 2u
∂ t2 = 0, k = 2n+1, n ∈ N, (1)

в области D = {(x, t) : 0≤ x≤ π,0≤ t ≤ 2π} рассматривается задача со следующими
условиями:

∂ 2mu
∂x2m (0, t) =

∂ 2mu
∂x2m (π, t) = 0, m = 0,1, ...,k−1, 0≤ t ≤ 2π, (2)

u(απ, t) = f (t), 0≤ t ≤ 2π, (3)

где α некоторая постоянная из (0,1)и f (t)−заданная достаточно гладкая функция.
Мы покажем, что если α иррациональное число, то в классе u∈C2k,2

x,t (D)справедлива
теорема единственности решения задачи (1)-(3).

Отметим, что данная задача некорректна, так как малое изменение функции f (t)
в норме Cs(s∈N) может вызвать сколь угодно большое изменение решения u в норме
L2.

Регуляризировать эту задачу можно с помощью дополнительного условия, к при-
меру с помощью задания априорной оценки

π∫
0

2π∫
0

(
∂ ku
∂xk

)2

dtdx≤ E2, 0≤ t ≤ 2π, (4)

где E заданная постоянная.

О корректности задачи

Предположим, что существует функция u ∈C2k,2
x,t (D) удовлетворяющая условиям

(1)-(3), тогда u можно представить в виде ряда

u(x, t) =
∞

∑
n=1

sinnx
(

an cosnkt +bn sinnkt
)
, (5)

а из этого представления следует, что функция f (t) должна иметь вид

f (t) =
∞

∑
n=1

sinnαπ

(
an cosnkt +bn sinnkt

)
. (6)

Теорема 1. Если α иррациональное число, то задача (1)-(3) имеет не более
одного решения u ∈C2k,2

x,t (D).
Доказательство. Действительно, если в (6) f ≡ 0 , тогда an = bn = 0. Следова-

тельно, и u≡ 0. �

Замечание. Если α рациональное число, то единственности нет.
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Например, пусть q некоторое натуральное число, тогда функция u(x, t)= sinqxcosqkt
удовлетворяет (1), (2) и

u(
π

q
, t) = 0, 0≤ t ≤ 2π.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что иррациональное число α имеет порядок Ω, если
Ω - это верхняя граница чисел ω, удовлетворяющих неравенство∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ 1
q1+ω

,

для любых p
q ∈ Q. Известно, что почти все числа α имеют порядок Ω = 1 [3, ?].

Следующее утверждение связано с вопросом об устойчивости решения в зависи-
мости от α и f . Например.

Теорема 2. Пусть α иррациональное число. Тогда существует последователь-
ность 2π – периодических функций fn ∈C∞ (R), равномерно стремящаяся к нулю
и такая, что для функций un ∈C2k,2

x,t (D), удовлетворяющих (1), (2) и

un(απ, t) = fn(t), (7)

выполняется соотношение

lim
→∞
‖un‖L2(D) =+∞. (8)

Доказательство. Пусть

fn(t) =
1√
nk

sinnkt,

тогда

un(x, t) =
(√

nk sinnαπ

)−1
sinnkt sinnx.

Известно, что [2] существует последовательность целых чисел pn,qn таких, что

lim
n→∞

qn =+∞,

∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣< 1
q2

n

и тогда из следующей оценки следует утверждение теоремы

|sinqnαπ|= |sin(qnα− pn)π|< π

qn
.

Заметим, что для любого данного целого s существует иррациональное число α

(например, порядка s+2) такое, что решение

un(x, t) = n−1−s(sinnαπ)−1 sinnkt · sinnx

задачи (1), (2) и un(απ, t) = n−1−s sinnkt удовлетворяет следующей оценке

lim
n→∞
‖un‖L2(D) =+∞ lim

n→∞
‖ fn‖Cs(D) = 0,

из которой видно, что задача некорректна. �
Сейчас, мы покажем, что задача также неустойчива относительно α.
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Теорема 3. Пусть p,q ∈ N, p< q {αn} последовательность иррациональных чи-
сел сходящихся к p

q . И пусть un ∈ C2k,2
x,t (D) решение задачи (1), (2) и un (απ, t) =

sinqkt, тогда
lim
→∞
‖un‖L2(D) =+∞.

Решение запишем в виде un(x, t) =
sinqkt·sinqx

sinqαnπ
, откуда очевидно утверждение тео-

ремы.
Поэтому необходимо дополнительное условие

π∫
0

2π∫
0

(
∂ ku
∂xk

)2

dtdx≤ E2.

Задача с ограниченным решением

Пусть α,ε,E некоторые положительные константы, причем α ∈ (0,1).
Пусть f ∈ L2 (0,2π). Обозначим через Γ(ε,E) класс функций u ∈C2k,2

x,t (D) удовле-
творяющих (1), (2) и

‖u(απ, ·)− f‖L2(0,2π) ≤ ε, (9)

∥∥∥∥∂ ku
∂xk

∥∥∥∥
L2(D)

≤ E. (10)

Условие (9) заменяет условие (3), а априорная оценка (10) необходима для коррект-
ности задачи.

Введем следующие обозначения

‖u‖2 = sup
x∈[0,π]

2π∫
0

u2(x, t)dt, (11)

∆(ε,E) = sup
v,w∈Γ(ε,E)

‖v−w‖ . (12)

Теорема 4. Пусть α рациональное число, α = p
q ,(p,q) = 1 и пусть

q2 ≤ 2
E
ε

. (13)

Тогда

∆(ε,E)≤ 3
E
qk . (14)

Если же q =

[(2E
ε

) 1
k

]
, тогда

∆(ε,E)≤ 3
√

E
√

ε.
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Доказательство. Пусть v,w∈ Γ(ε,E), тогда u= v−w∈C2k,2
x,t (D) удовлетворяет (1),

(2) и

‖u(απ, ·)‖L2(0,2π) ≤ 2ε,

∥∥∥∥∂ ku
∂xk

∥∥∥∥
L2(D)

≤ 2E. (15)

В силу представления u в виде (5), перепишем условия (15) следующим образом

+∞

∑
n=1

(a2
n +b2

n)sin2 n
p
q

π ≤ 4ε2

π2 , (16)

+∞

∑
n=1

n2k(a2
n +b2

n)≤
8E2

π2 , (17)

откуда следует
+∞

∑
n=1

(
sin2 n

p
q

π +n2k ε2

E2

)
(a2

n +b2
n)≤

8ε2

π
. (18)

Из (5) имеем

‖u‖2 = π max
x∈[0,π]

+∞

∑
n=1

(a2
n +b2

n)sin2 nx≤ π

+∞

∑
n=1

(a2
n +b2

n).

Из (12) следует

∆
2 (ε,E)≤ π sup

{
+∞

∑
n=1

(a2
n +b2

n) : an,bn

}
,

удовлетворяющие (18).
Согласно правилу множителей Лагранжа, находим

∆
2 (ε,E)≤ 8ε

2 min(sin2 r
p
q

π + r2k ε2

E2 )
−1, r ∈ N. (19)

Из (13) имеем

sin2 r
p
q

π + r2k ε2

E2 ≥
ε2

E2 q2k, 1≤ r ≤ q.

Подставляя эту оценку в (19) получим (14). Теорема доказана. �
Предположим теперь, что α иррациональное число, разлагаемое в цепную дробь

α =
1

α1 +
1

α2+...

.

Теорема 5. α ∈ (0,1) иррациональное число и пусть αi ≤ Kα ,

∆(ε,E)≤ 3
(

Kα +2
2

εE
) 1

2

. (20)

Доказательство. Для того, чтобы убедиться в справедливости данной оценки,
заметим, что из теоремы 4 следует, что для ∆(ε,E) верна оценка (19), тогда из
условия, что αi ≤ Kα [3], получаем

sin2 rαπ ≥ 27

4(Kα +2)2 r2
, r ≥ 1.
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Тогда

min
r∈N

{
27

4(Kα +2)2 r2
+ r2k ε2

E2

}
≥ ε

E

√
27

(Kα +2)
.

Отсюда следует требуемая оценка

∆
2 (ε,E)≤ 9εE

(
Kα +2

2

)
.

�
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