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Введение

В области Ω = {(x,y) : 0 < x < a,0 < y < b} рассмотрим уравнение:

∂ 2u
∂x2 −∂

α
0yu(x,η) = 0, 1 < α < 2, (1)

где ∂ α
0yu(x,η)=Dα−2

0y uηη = 1
Γ(2−α)

y∫
0
(y−η)1−αuηη(x,η)dη – регуляризованная част-

ная дробная производная порядка α по переменной y [1, с. 11].
В работе [2] была доказана однозначная разрешимость задачи Дирихле для вол-

нового уравнения
∂ 2u
∂x2 −

∂ 2u
∂y2 = 0,

в прямоугольной области Ω с иррациональным отношением сторон:

b
a
6∈Q,

в классе функций, которые непрерывно дифференцируемы и имеют в Ω интегрируе-
мые по Лебегу вторые производные.

Исследованию задачи Коши для уравнения (1) посвящены работы [3], [4, с. 374].
Решение первой краевой задачи для уравнения (1) можно найти в работе [5].

В работе [6] было доказано, что задача Дирихле для уравнения (1) в области Ω

имеет единственное решение тогда и только тогда, когда

sinα(λ
1/α
n b) 6= 0,

где sinα(z) - обобщенный тригонометрический синус [1, c. 238]:

sinα(z) =
∞

∑
k=0

(−1)kzαk+1

Γ(αk+2)
.

В данной работе найдено необходимое и достаточное условие однозначной раз-
решимости задачи Дирихле для уравнения (1) в прямоугольной области Ω, кото-
рое согласуется с условием единственности решения задачи Дирихле для волнового
уравнения.

Рассмотрим функцию типа Миттаг-Леффлера [7, c. 117]:

E1/α(z; µ) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+µ)
, α > 0. (2)

Известно, что при 0 < α < 2 функция типа Миттаг-Леффлера (2) имеет лишь
конечное число вещественных нулей [7, c. 142]; при α ≤ 4

3 , µ = 2 у этой функции нет
нулей [1, c. 129], [8]; при α ∈

[5
3 ,2
)
, µ = 2 функция (2) имеет не менее двух нулей

[9].
Обозначим через Qα подмножество действительных чисел вида

λ 1/α

(πn)2/α
,
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где n ∈N, λ - все вещественные корни функции E1/α(z;2). Очевидно, что множество
Qα ограничено, точка 0 является точкой сгущения.

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u = u(x,y) из
класса C(Ω̄), имеющую производные uxx,∂

α
0yu ∈C(Ω), и удовлетворяющую уравнению

(1) во всех точках области Ω.

Постановка задачи

Задача. Найти в области Ω регулярное решение уравнения (1), удовлетворя-
ющее условиям

u(0,y) = u(a,y) = 0, (3)

u(x,0) = u(x,b) = 0. (4)

Теорема. Для того, чтобы задача (1), (3),(4) имела только тривиальное ре-
шение необходимо и достаточно, чтобы

b

a
α

2
6∈Qα .

Доказательство. 1. Достаточность. Обозначим

v(x,y) = sin
√

λnx · (b− y)α−1E1/α

(
−λn(b− y)α ;α

)
, λn =

(
πn
a

)2
, n = 1,2, ...

Используя формулу дробного интегрирования по частям

d∫
c

f (t)Dγ

ctg(η)dt =
d∫

c

Dγ

dt f (η)g(t)dt, γ ≤ 0,

для оператора L получим следующую формулу Грина∫
Ω

(vLu−uL∗v)dxdy =
∫

∂Ω

(vux−uvx)dy+(uyDα−2
by v+uDα−1

by v)dx, (5)

где
L∗v≡ vxx−Dα

byv,

Dα
by– оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля порядка α с началом

в точке b [1, с. 9].
Замечая, что

L∗v = 0,

v(0,y) = v(r,y) = 0, lim
y→b

Dα−2
by v(x,η) = 0,

из (5) при однородных краевых условиях приходим к формуле

λ
−1/α
n sinα(λ

1/α
n b)

a∫
0

uy(x,0)sin
√

λnxdx = 0, n = 1,2, ...
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Условие теоремы позволяет записать

r∫
0

uy(x,0)sin
√

λnxdx = 0, n = 1,2, ...

Известно, что система функций {sin
√

λnx} полна в пространстве L2(0,r). Поэтому из
леммы Лагранжа получаем, что

uy(x,0) = 0, x ∈ (0,r). (6)

Следовательно,

∂
α
0yu(x,η) = Dα

0yu(x,η)− y1−α

Γ(2−α)
uy(x,0)−

y−α

Γ(1−α)
u(x,0) = Dα

0yu(x,η).

В силу равенства (6) имеет место формула

Dα−1
0y u(x,η) = Dα−2

0y uη(x,η).

Следовательно,
Lu≡ uxx(x,y)−Dα

0yu(x,η) = 0, (7)

lim
y→0

Dα−1
0y u(x,η) = 0,

lim
y→0

Dα−2
0y u(x,η) = 0,

(8)

Таким образом, задачу (1), (3), (4) можно свести к задаче (7), (3), (8). Известно
(см. [10, с. 123]), что эта задача имеет только нулевое решение. Следовательно,
u(x,y)≡ 0 в области Ω.

2. Необходимость. Допустим, что b
a

α
2
∈ Qα , т. е. при фиксированных n и λ

b
aα/2 =

λ 1/α

(πn)2/α
.

Тогда нетрудно показать, что функция

u(x,y) = yE1/α

[
−
(

πn
a

)2
yα ;2

]
sin

πn
a

x,

удовлетворяет уравнению (1) и условиям (3), (4). �
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