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В этой работе в смешанной области, эллиптическая часть которой вертикальная по-
луполоса, исследована нелокальная задача, в которых нелокальные условия поточечно
связывают значения дробной производной искомой функции в точках одной граничной
характеристики.
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Введение

После публикации известных работ И.Л. Кароля [1],[2], начиная 1953 года по-
явился интерес к изучению краевых задач для уравнений смешанного типа второго
рода. В работах М.С. Салахитдинова, С.С. Исамухамедова [3], М.М. Смирнова [4],
Ю.М. Крикунова [5], Ж. Орамова [6] и других рассмотрены аналоги задачи Трикоми
для уравнений эллиптико-гиперболического типа второго рода в ограниченных обла-
стях. В работе Г.А. Ивашкиной [8] рассмотрены задачи со смещением на характери-
стиках разных семейств, для уравнения для уравнения эллиптико-гиперболического
типа второго рода в ограниченной области.

В данной работе рассмотрена задача со смещением на характеристиках одного
семейства для уравнения эллиптико-гиперболического типа второго рода в неогра-
ниченной области.

Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного типа второго рода:

uxx + signy|y|muyy = 0,0 < m < 1, (1)

в неограниченной смешанной области Ω=Ω1∪AB∪Ω2. Здесь Ω1 = {(x,y) : 0 < x < 1,y > 0},
AB = {(x,y) : 0 < x < 1, y = 0}, а Ω2 – конечная область полуплоскости y < 0, ограни-
ченная отрезком AB и двумя характеристиками:

AC : x− [2/(2−m)] (−y)(2−m)/2 = 0,

BC : η = x+[2/(2−m)] (−y)(2−m)/2 = 1.

Уравнение (1), выходящими из точек A(0,0) и υ(ξ ,0)> 0 (< 0). Введем обозначе-

ния: β =
m

2(m−2)
, k = const > 1, a = 2/(1+ k),

θ0(x0) =

(
x0

2
,−
[

2−m
2
· x0

2

] 2
2−m
)
,θ0k(x0) =

(
x0

k+1
,−
[

2−m
2
· x0

k+1

] 2
2−m
)
.

Здесь θ0(x0) и θ0k(x0) являются точками пересечения характеристики AC уравнения

(1) с линиями li : x+
2i

2−m
(−y)

2
2−m = x0 (при i = 1,2).

Рассмотрим уравнение (1) в области Ω.
Задача T∞. Найти функцию u(x,y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x,y)∈C

(
Ω̄
)
∩C1 (Ω)∩C2 (Ω1∪Ω2), причем uy(x,0) может обращаться в бес-

конечность порядка меньше чем 1−2β , при x→ 1;
2) u(x,y) является регулярным в Ω1 и обобщенным из класса R2 в Ω2 решением

уравнения (1) [2];
3) u(x,y) удовлетворяет следующим условиям

u(0,y) = ϕ1(y), u(1,y) = ϕ2(y), 0≤ y <+∞, (2)

lim
y→+∞

u(x,y) = 0,равномерно поx ∈ [0,1] , (3)
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D1−β

0x u [θ0 (x)]+ω (x)D1−β

0x u [θ0k (x)] = δ (x), 0 < x < 1, (4)

u(x,+0) = u(x,−0) ,uy (x,+0) =−uy (x,−0) , (5)

где ϕi(y) (i = 1,2), ω(x), δ (x)-заданные функции, причем ϕi(y) ∈C[0,+∞), и при до-
статочно больших y удовлетворяет неравенству: |ϕ (y)| ≤M1y−1−m/2; ω(x), δ (x)∈
C [0,1]; max

[0,1]
|ω (x)|= M, 0 < M < a2β−1.

В силу обратимости оператора Dδ
sx из задачи T∞ в частном случае при ω (x) ≡ 0

следует задача Трикоми для уравнения (1) в области Ω.
Пусть u(x,y) – решение задачи T ∞. Тогда оно в области Ω2 представимо в виде

[2]:

u(x,y) =
1∫

0

H
{[

x− (1−2β )(−y)1/(1−2β )
]

t
}[

x+(1−2β )(−y)1/(1−2β )−

−xt +(1−2β )(−y)1/(1−2β )t
]−β[

x− (1−2β )(−y)1/(1−2β )
]1−β

(1− t)−β dt+ (6)

+
[2(1−2β )]1−2β

2cosπβ

1∫
0

H
[
x− (1−2β )(−y)1/(1−2β ) (2t−1)

]
(−y) t−β (1− t)−β dt−

−Γ(2−2β )

Γ2 (1−β )

1∫
0

v
[
x− (1−2β )(−y)1/(1−2β ) (2t−1)

]
(−y) t−β (1− t)−β dt

где ν (x) = uy (x,−0), u(x,0) = τ (x) = Γ(1−2β )D2β−1
0x H (x).

Из (6) имеем:

u[θ0 (x)] =
Γ(1−β )

2cosπβ
Dβ−1

0x H (x)x−β − Γ(2−2β )

Γ(1−β ) [2(1−2β )]1−2β
Dβ−1

0x v(x)x−β (7)

u[θ0k (x)] =
a1−β Γ(1−β )

2cosπβ
Dβ−1

0x H (ax)(ax)−β − a1−β Γ(2−2β )

Γ(1−β ) [2(1−2β )]1−2β
Dβ−1

0x v(ax)(ax)−β .

Подставляя (7) в (4), получим функциональное уравнение вида:

Φ(x)+a1−2β
ω(x)Φ(ax) = δ1(x), 0 < x < 1, (8)

где
Φ(x) = γ1H (x)− γ2ν(x), (9)

Φ(ax) = γ1H (ax)− γ2ν(ax), (10)

δ1 (x) = xβ
δ (x) ,γ1 =

Γ(1−β )

2cosπβ
,γ2 =

Γ(2−2β )

[2(1−2β )]1−2β
Γ(1−β )

,

Функцию Φ(x) будем искать в классе функций, ограниченных в точке x = 0.
Применив метод итераций [8] к решению функционального уравнения (8), для n-ой
итерации имеем:

Φ(x) = (−a1−2β )nAn(x)Φ(anx)+
n−1

∑
j=0

(−a1−2β )
j
A j(x)δ1(a jx), (11)
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где An(x) = ω(x) ω(ax)...ω(an−1x), A0(x) = 1.
Пусть max

[0,1]
|ω (x)|= M0 и 0 < M0 < a2β−1. Тогда справедливо неравенство:

|An (x)| ≤Mn
0 . (12)

Переходя в (11) к пределу, при n→ ∞ и учитывая 0 < a < 1, неравенство (12) и
ограниченность искомой функции Φ(x), получим:

Φ(x) = F1(x), 0≤ x≤ 1, (13)

где

F1(x) =
∞

∑
j=0

(
−a1−2β

) j
A j(x)δ1(a jx). (14)

В силу 0 < a < 1, (12) и условия, наложенные на δ1 (x), ряд в правой части равен-
ства (14) сходится равномерно и F1(x) ∈C [0,1], F1(0) = 0.

Учитывая (9), из (13), получим функциональное соотношение, между τ(x) и ν(x)
на AB, принесенное из области Ω2:

ν(x) =
γ1

γ2
H (x)− 1

γ2
F1 (x) ,0 < x < 1. (15)

Теорема. Задача T∞ не может иметь более одного решения.
Доказательство. Пусть u(x,y) решение однородной задачи T∞. При этом имеем

F1(x)≡ 0. Поэтому соотношение (15) принимает вид

ν (x) =
γ1

γ2
H (x) ,0 < x < 1, (16)

Докажем, что u(x,y)≡ 0 в Ω. Предположим противное. Тогда существует область
Ω1ρ = {(x,y) : 0 < x < 1, 0 < y < ρ}, в которой u(x,y)0. Следовательно, sup

Ω1ρ

|u(x,y)|> 0

и это значение достигается в некоторой точке (ξ ,η) ∈Ω1ρ .
Введем обозначение: ∂Ω1ρ = AB∪BD∪DP∪PA где

AB = {(x,y) : 0 < x < 1, y = 0} ,BD = {(x,y) : x = 1, 0 < y < ρ} ,

DP = {(x,y) : 0 < x < 1, y = ρ} ,PA = {(x,y) : x = 0, 0 < y < ρ} .

В силу принципа экстремума для эллиптических уравнений [9] (ξ ,η) /∈ Ω1ρ . В
силу условия (2) и ϕ1 (y) ≡ ϕ2 (y) ≡ 0 следует, что (ξ ,η) /∈ BD∪PA. Тогда (ξ ,η) ∈
AB∪DP. Пусть (ξ ,η) ∈ AB, т.е. sup

Ω̄1ρ

|u(x,y)|= sup
AB
|u(x,y)|= |u(ξ ,0)|> 0, 0 < ξ < 1.

Тогда, если u(ξ ,0)> 0 (< 0), то есть (ξ ,0) является точкой положительного мак-
симума (отрицательного минимума) функции u(x,y). Рассуждая аналогично, как и
в работах [4],[7] можно доказать, что uy(ξ ,0) > 0 (< 0). С другой стороны, в силу
принципа Заремба-Жиро [9], uy(ξ ,0)< 0 (> 0). Из полученного противоречия следу-
ет (ξ ,η) /∈ AB.

Следовательно, (ξ ,η) ∈ DP, т. е. sup
Ω1ρ

|u(x,y)|= sup
0≤x≤1

|u(x,ρ)|> 0.
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Взяв произвольное число ρ1 > ρ, таким же методом получим:

sup
Ω1ρ1

|u(x,y)|= sup
0≤x≤1

|u(x,ρ1)|> 0.

Так как Ω1ρ ⊂Ω1ρ1, то sup
Ω1ρ1

|u(x,y)| ≥ sup
Ω1ρ

|u(x,y)|> 0, т.е. sup
0≤x≤1

|u(x,ρ1)| ≥ sup
0≤x≤1

|u(x,ρ)|>

0. Отсюда следует lim
y→∞

u(x,y) 6= 0, что противоречит условию (3). Следовательно,

u(x,y) ≡ 0, (x,y) ∈ Ω1. Так как u(x,0) = τ (x) ≡ 0, то из (16) следует, что ν (x) ≡ 0.
Тогда, согласно формуле (6), u(x,y) ≡ 0 в Ω2. Следовательно u(x,y) ≡ 0, (x,y) ∈ Ω.
Теорема доказана.

Существование решения задачи T∞ докажем методом интегральных уравнений.
Решая задачу N в области Ω1 методом функций Грина получим функциональное

соотношение между τ (x) и ν (x), принесенное на AB из эллиптической Ω1 части
смешанной области Ω которая имеет следующий вид:

τ(x) =−
1∫

0

ν(t)G(x, t)dt +F2(x), (17)

G(x, t) = k1

[
|x− t|−2β − (x+ t)−2β+

+
∞

∑
n=1

[
(2n− x+ t)−2β − (2n− x− t)−2β +(2n+ x− t)−2β − (2n+ x+ t)−2β

]]
,

F2(x) =
∞∫

0

η
m

ϕ1(η)Gξ (0,η ;x,0)dη−
∞∫

0

η
m

ϕ2(η)Gξ (1,η ;x,0)dη .

Учитывая условия склеивания (5), исключая функцию τ(x) в (15) и (17) получим
сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной функции v(x) в виде:

ν(x)+ γ3

1∫
0

ν(t)K(x, t)dt = F3(x), (18)

K (x, t) =
(x

t

)2β

[
1

t− x
+

1
t + x
−

∞

∑
n=1

(
t

2n− t

)2β ( 1
2n− t + x

+
1

2n− t− x

)
−

−
(

t
2n+ t

)2β ( 1
2n+ t− x

+
1

2n+ t + x

) ]
,

F3 (x) =
1

γ2 (1+ sinπβ )

{
γ1D1−2β

0x [F2 (x)]−F1 (x)
}
,

γ3 = cosπβ/ [π (1+ sinπβ )] .

Уравнение (18) сводится к сингулярному интегральному уравнению с ядром ти-
па Коши. Затем применяя к нему известный метод регуляризации Карлемана-Векуа
[10], приходим к эквивалентному в смысле разрешимости уравнению Фредгольма
второго рода, безусловная разрешимость которого следует из единственности реше-
ния задачи. �
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Заключение

Результаты работы получены с использованием метода принципа экстремума,
свойств интегро-дифференциальных операторов, метода фукций Грина и методов
теории интегральных уравнений.

Рассмотрен аналог задачи со смещением с условиями А.М. Нахушева для урав-
нения (1) в смешанной области, когда нелокальное условие задается на характе-
ристике одного семейства. Эллиптическая часть рассматриваемой области является
вертикальной полуполосой. Построена функции Грина задачи N для этой области.
Доказана однозначная разрешимость поставленных задач.
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