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Resumen

En este trabajo se presentan dos principios de descarte para solucionar el problema de la minimización de una
función supermodular definida en un retı́culo finito relativamente complementado. Este resultado generaliza el
presentado en [1] para el caso de una función supermodular definida en la clase de subconjuntos de un conjunto
finito dado.
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Abstract

This work presents two discarding principles to solve the problem of the minimization of a supermodular function
over a relatively complemented finite lattice. This result generalizes the one presented in [1] for the case of a
supermodular function defined in the class of subsets of a given finite set.
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1. Introducción. Además del desarrollo de esquemas generales de programación discreta es sumamente
importante la creación de métodos de solución para clases especı́ficas de problemas. Uno de los avances más
interesantes y originales en esta dirección lo conforman los trabajos de V.P. Cherenin y V.R. Jachaturov, en los que
se desarrolla el ”método de cálculos sucesivos”para encontrar el mı́nimo de una función supermodular definida en
todos los subconjuntos de un conjunto finito dado.

El presente trabajo tiene por objetivo exponer dos principios de descarte que extienden los principos de des-
carte de Cherenin [3] [4] [1] para el caso de la minimización de una función supermodular definida en un retı́culo
finito relativamente complementado.

2. Retı́culo relativamente complementado. Sea 〈A;≤,∨,∧〉 un retı́culo, a, b ∈ A, a ≤ b y x ∈ [a, b] =
{x ∈ Ω : a ≤ x ≤ b} [2]. El retı́culo 〈A;≤,∨,∧〉 se denomina finito si |A| < ∞. Se denomina complemento
relativo del elemento x en el intervalo [a, b] al elemento x∗ ∈ [a, b], tal que x ∧ x∗ = a y x ∨ x∗ = b. El retı́culo
〈A;≤,∨,∧〉 se denomina retı́culo relativamente complementado si para todo x ∈ A en todo intervalo que contiene
a x existe para él complemento relativo x∗.

3. Minimización de funciones supermodulares. En [3] [4] [1] se presentan dos principios de descarte de
Cherenin para el caso de la minimización de una función supermodular definida en la clase de subconjuntos de un
conjunto finito dado. A saber, sea el conjunto finito I = {1, 2, . . . ,m} y f una función definida en Ω = 2I . La
función f se denomina supermodular si para cualesquiera ω1, ω2 ∈ Ω

(3.1) f(ω1) + f(ω2) ≤ f(ω1 ∪ ω2) + f(ω1 ∩ ω2) .

Para la función supermodular f se considera el siguiente problema: Determinar α ∈ Ω tal que

f(α) = mı́n
ω∈Ω

f(ω).

Para este problema tienen lugar los principios de descarte de Cherenin:
1. Sea f supermodular y para ω1 ⊂ ω2 se tenga que f(ω1) < f(ω2), entonces ω2 6⊂ α.
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2. Sea f supermodular y para ω1 ⊂ ω2 se tenga que f(ω1) > f(ω2), entonces α 6⊂ ω1.
Estos resultados se pueden extender. Consideremos el retı́culo finito 〈Ω;≤,∨,∧〉 y f una función definida en

Ω. La función f se denomina supermodular si para cualesquiera ω1, ω2 ∈ Ω tiene lugar

(3.2) f(ω1) + f(ω2) ≤ f(ω1 ∧ ω2) + f(ω1 ∨ ω2) .

Para la función supermodular f considérese el siguiente problema: Determinar α ∈ Ω tal que

f(α) = mı́n
ω∈Ω

f(ω).

LEMA 3.1. Sea f supermodular y ωl ≤ ωc ≤ ωr. Entonces tiene lugar la desigualdad

f(ω∗c ) + f(ωc)− f(ωl)− f(ωr) ≤ 0.(3.3)

En efecto. Sea ω∗c el complemento de ωc respecto de [ωl, ωr]. Por la supermodularidad de f se sigue

f(ω∗c ) + f(ωc) ≤ f(ω∗c ∧ ωc) + f(ω∗c ∨ ωc) = f(ωl) + f(ωr).

Tiene lugar la siguiente propiedad.
TEOREMA 3.1. Sea f una función supermodular, entonces

1. si ω1 ≤ ω2 ≤ α =⇒ f(ω1) ≥ f(ω2),
2. si α ≤ ω1 ≤ ω2 =⇒ f(ω1) ≤ f(ω2).

En efecto, consideremos el primer caso. Para ω1 ≤ ω2 ≤ α, por el lema 3.1 tiene lugar la desigualdad

f(ω∗2) + f(ω2)− f(ω1)− f(α) ≤ 0,

de donde

f(ω2) ≤ f(ω2) + f(ω∗2)− f(α) ≤ f(ω1).

El segundo caso del teorema se demuestra de forma similar.
TEOREMA 3.2 (Primer principio de descarte). Sea f supermodular y para ω1 ≤ ω2 se tenga que f(ω1) <

f(ω2), entonces ω2 6≤ α.
En efecto, suponiendo que ω1 ≤ ω2 ≤ α. Por el teorema 3.1 tiene lugar la desigualdad

f(ω2) ≤ f(ω1),

de donde

f(ω1) < f(ω2) ≤ f(ω1),

lo que es absurdo.
La propiedad de f establecida en este teorema permite descartar todas las variantes ω tales que ω2 ≤ ω.
TEOREMA 3.3 (Segundo principio de descarte). Sea f supermodular y para ω1 ≤ ω2 se tenga que f(ω1) >

f(ω2), entonces α 6≤ ω1.
En efecto, suponiendo que α ≤ ω1 ≤ ω2. Por el teorema 3.1 tiene lugar la desigualdad

f(ω1) ≤ f(ω2),

de donde

f(ω2) < f(ω1) ≤ f(ω2),

lo que es absurdo.
La propiedad de f establecida en este teorema permite descartar todas las variantes ω tales que ω ≤ ω1.

4. Conclusiones. Los principios de descarte presentados permiten evitar la búsqueda exhaustiva del mı́nimo
de una función supermodular, definida en un retı́culo finito relativamente complementado, y extienden los princi-
pios propuestos para el caso del mı́nimo de una función supermodular definida en la clase de subconjuntos de un
conjunto finito dado [4].
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