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Resumen
En este articulo presentamos la teoria que nos garantiza la convexificacion de una funcion estric-
tamente mondtona. Se demuestra un teorema y dos corolarios para la convezificacion de funciones
estrictamente mondtonas dos veces continuamente diferenciables, luego se generaliza estos resulta-
dos para la convexificacion de funciones estrictamente mondtonas no diferenciables. Ambos casos
son ejemplificados. Estos resultados se usan en optimizacion de funciones monotonas no diferen-
ciables.

Palabras claves. Convexificacién, monotonicidad. funciones no diferenciables.

Abstract
This paper presents the theory that guarantees the convexification of a strictly monotone function.
We proves a theorem and two corollaries for convexification of strictly monotones functions twice
continuously differentiable, then the generalization of these results is presented for convexification
of nondifferentiable strictly monotones functions. Both cases are exemplars. This results are using
in optimization monsmooth.
Keywords. Convexification, monotonicity, nonsmooth functions.

1. Introduccién. En lo referente a problemas de optimizacion global una clase importante
de estos problemas es la que estudia la optimizacién de funciones monotonas que aparecen en varias
aplicaciones como puede verse en [7] y [8]. Generalmente las funciones de los problemas de optimi-
zaciéon mondétona son no convexas por lo tanto disenar algoritmos que los resuelvan eficientemente
resulta todo un reto. Una forma de resolver estos problemas consiste en la formulacién de un pro-
blema equivalente pero convexo y aprovechar asi las propiedades de optimalidad que proporciona
la convexidad de las funciones. El método de convexificaciéon, mediante ciertas transformaciones,
convierte un problema de optimizacién monétona en un problema de minimizacién céncavo [6] el
cual puede resolverse eficientemente usando métodos desarrollados para minimizaciéon céncava.
Los conceptos de funciones convexas de rango transformable y las funciones convexas de dominio
transformable, fueron introducidos por [6] y [10]. Entre los primeros trabajos sobre convexificacién
de problemas no convexos a problemas convexos se tiene el trabajo de Sun et.all [9]. En particular
la programacién geométrica y la programacion fraccional son dos clases de problemas de optimi-
zacién no-convexa, que se pueden convexificar.

En el presente trabajo presentamos resultados que permiten convexificar funciones de optimiza-
cién estrictamente monotonas dos veces continuamente diferenciables y de funciones estrictamente
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mondétonas no diferenciables, demostrando un teorema y dos corolarios para cada caso con sus
respectivos ejemplos.

1.1. Monotonicidad y convexidad.

Definicién 1 Una funcién f : R™ — R es creciente (decreciente) en D C R™ con respecto a x; si
1 2
J(@y,@o, e i1, 07, T, o, ) < () f(21, 22, 00, T 1, 27, Tig 1, oony Ty)

1 2 1 .2 _ .
para x; < x5, donde Z;, Ty € Dl = {l’l : (1'1, X2y ey Tj—1,T5, Tjt1, 7I’n) € D}
Una funcion f : R™ — R es estrictamente creciente (estrictamente decreciente) en D C R™ con
respecto a x; St

f(xlvxZ; ...,$i717$%,$i+1, 71.71) < (>)f(x17x2, "wxiflvxzz7xi+17 7xn)

1 2 1,2 _ .
para x; < xf, donde x;,x7 € D; ={x; : (21,22, .., Tic1, Tiy Tit1, .., Tn) € D}

Definicién 2 Una funcion f: D C R™ — R es creciente (decreciente) si para cualquier x,y € D
con x; < y; para i = 1,2,...n, se cumple f(x) < (>)f(y). Una funcién f(x) es estrictamente
creciente (estrictamente decreciente)si para cualquier x,y € D con x; < y; para i = 1,2,...,n y
x4y se cumple f(z) < (>) ().

Definicién 3 f: D C R" = R es una funcion mondtona en D C R™ si y sélo si f es creciente o
decreciente.

Definicién 4 Sea C C R", es un conjunto convexo si y solo si para cualquier x1,zo € C vy
A € [0,1], se cumple

(1 — )\)LL‘l + Azg € C.
Es decir, el segmento de recta que une x; y o estd en C.

ejemplo 1 Probar que C = {x € R": Az = b, Anxn, bux1} €s un conjunto convezxo.
En efecto: Sea y1,y2 € C y A € [0, 1], entonces

Ay1 =b

AyQ = b)
Y
(1.1) (1—N)Ay = (1—A\)b
(1.2) AAys = Ab.

Sumando (1,1) y (1,2)

(1= N)Ay; + Mys = (1 — \)b+ \b
A[(1 = Ny + Ay2] = b.

Como (1 — Ny1 + Ay2 € C, entonces C' es un conjunto convezo.

Definicién 5 Sea f: C — R, donde C es un conjunto convexo no vacio en R™. f es una funcion
conveza en C si y solo si

f()\il?l + (1 — )\)]32) < )\f(ﬂ?l) + (1 — )\)f(.l‘g), Va:l, To € C Yy AE [0, 1].
La funcion f es llamada estrictamente convezxa si

Fz1 4+ (1 = XNzx2) < Af(z1) + (1 = X)f(z2), Ve, 2o € C y Ae[0,1).

Teorema 1 Sea S un conjunto convexo no vacio en R™, y sea f: S — R una funcion dos veces
diferenciable en S. Entonces f es convexa si y solo si la matriz hessiana es semidefinida positiva
para cada punto en S.
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1.2. Analisis no diferenciable.

Definicién 6 Sea Y un subconjunto de R™. Una funcion f :' Y — R satisface la condicion de
Lipschitz si existe una constante k no negativa tal que

If(z)=fW)| <klz—y] Vz,y €Y.

Definicién 7 Sea f : R™ — R una funcion Lipschitz continua en x € R™ y d un vector en R™. La
derivada direccional generalizada de f en x en la direccion d, se define

[o(z;d) = h’msupw

y——rx t
t10

donde y es un vector en R™ y t es un escalar positivo.

A f°(x;d) también se conoce como derivada generalizada de Clarke.

Definicion 8 Sea f : R — R wuna funcion Lipschitz continua en x € R™ . La subdiferencial o
gradiente de Clarke de f en x es el conjunto Of(x) de vectores & € R™ tal que

Of(x) = {€ €eR™: fo(x;d) > £7d,Vd € R"}.
Teorema 2 Sea f: R™ — R una funcion Lipschitz continua en x € R™. Entonces
fo(x;d) = max{¢Td: ¢ € 0f ()} VdeR"

Definicion 9 La subdiferencial de una funcion convexa f : R™ — R en x € R" es el conjunto
Ocf (z) de vectores & € R™ tal que

Of(x)={CeR": f(y) > flx)+E& (y— =), Vy e R"}.

Cada vector £ € J.f(x) es llamado subgradiente de f en z.

Teorema 3 Sea f : R” — R una funcidn convexa. Entonces la derivada direccional cldsica,
f'(z,d), existe en toda direccion d € R™ yVa € R"®

f'(x,d) = maz{c"d: €€ d.f(x)}, VdeR" y
Ocf(x) = {6 €R™: f'(x,d)>¢Vd, VdeR"}.

Teorema 4 La subdiferencial para funciones Lipschitz continua es una generalizacion de la sub-
diferencial para funciones converas. Entonces, si f : R® — R es una funcion convexa, se cumple
que f (x,d) = f°(x;d) para todo d € R", y 0.f(x) = 9f(z).

Teorema 5 La subdiferencial para funciones Lipschitz continua es una generalizacion de la deri-
vada cldsica. Entonces, si f : R™ — R es una funcion Lipschitz continua y diferenciable en x € R™,
se cumple que V f(z) € Of ().

Ademds, si f : R™ — R es continuamente diferenciable en x € R™, entonce 0f(xz) = {Vf(z)}.

Definicién 10 Una funcion f es reqular en x* si la derivada direccional f'(x*;d) existe para todo
d e R y f'(x*;d) = f°(z*;d) para todo d € R™, donde f°(x*;d) es la derivada direccional de
Clarke.

Teorema 6 Sea la funcidn g : Y C R" — R, definida como g = f(h), donde h : Y — R" y
f:R® — R. Si f es una funcion regular en © = h(y), y € Y, y h una funcidn continuamente
diferenciable, entonces g es una funcion regular.

Definicién 11 Suponer que {z*} C R™ converge a * € R™ con ¥ # x* para cada k.
La sucesion {z*} es convergente a x* en la direccidn u si eviste {ty,} satisfaciendo: ty > 0yt — 0

para k — oo, tal que {"ckt_kx*} — u.
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. .7 . ’ . k7 *
Se observa que {z*} converge a z* en la direccién u si y sélo si {@TH} — Tl

Definicién 12 Sea u € R™. Entonces se define 0, f(z*) como el conjunto de vectores v tal que,
para cada uno de ellos, existen sucesiones {x*} y {v*} con {2*} que converge a x* en la direccion
u, {vk} que converge a v y v¥ pertenece a Of(z*) para cada k.

Luego, 8, f(x”) € Of («*).

Definicién 13 Sea v* € 0, f(z*). La derivada direccional inferior de sequndo orden de f en x* y
v* en la direccion u, f(x*,v*,u) se define como

lfm inf(v% — v*)T (2 — 2*) /12,

tomado sobre las sucesiones {x*}, {v¥}, {t1.} para los cuales
(i) ti. > 0 para cada k y {x*} converge a x*.

(i1) {(mkt%)} converge a u.
(iii) {v*} converge a v* con v* € Of(z*) para cada k.

Definicién 14 Una funcion f es semisuave en x* si la sucesion {(v*)Tu} converge siempre que
{x*} converge a x* en la direccion u y v* € df(z*) para cada k.

Teorema 7 Sea la funcidn g : Y C R" — R, definida como g = f(h), donde h : Y — R" y
f:R® — R. Si f es una funcion semisuave en x = h(y), y €Y, y h una funcidn continuamente
diferenciable, entonces g es una funcion semisuave.

Lema 1 Suponer que f es semisuave y reqular en un conjunto abierto convexo W . Suponer también
que f"(x*,v*,u) > 0 para cada tripleta (x*,v*,u) con z* € W, u € R, y v* € 9, f(z*). Entonces,
f es convera en W.

2. Material y Métodos.

2.1. Objeto de estudio.

a) Funciones estrictamente mondtonas.

b) Convexificacién de funciones estrictamente mondtonas dos veces continuamente diferen-
ciables.

¢) Convexificacién de funciones estrictamente monétonas no diferenciables

2.2. Instrumentos de recolecciéon de datos. Sea f una funcién definida en:
(2.1) X =[], L;] = [la, La] x [l2, La] X ... X [ln, L]
j=1

con 0 < [; < L; para cada j. La funcién f es llamada funcién estrictamente mondtona si es una
funcién estrictamente monétona para cada x;.

Sea h: (y1,Y2, -, Yn) —> (h1(y1), ha(y2), .-, hn(yn)) una funcién biyectiva y sea la siguiente trans-
formacién de variable de la funcion f,

(2.2) g(y) = f(h(y)),

donde el dominio de g es
(2.3) Y=11v=11r" L.

2.3. Métodos y técnicas.
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2.3.1. Convexificacion de funciones estrictamente mondétonas dos veces continua-
mente diferenciables. Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable y S™ = {d €
R™ : ||d|| = 1}, se define

o =min{d'V?f(z)d : ze€X,deS"}

0
n:min{ / : $€X,j:1,2,...,n}.
8a:j

Teorema 8 Sea [ una funcion dos veces continuamente diferenciable y estrictamente creciente en
X conn>0yh; j=1,2,...,n funciones dos veces continuamente diferenciable y estrictamente
mondtona que satisfacen la siguiente condicion

Z_Ea Vyj €)fjv j:172a"'7n7
n
entonces g(y) = f(h(y)) es una funcidn convexa en'Y .

Demostracion

Debido a que f y h son funciones dos veces continuamente diferenciable, entonces g es una funcién
dos veces continuamente diferenciable, por lo que serd suficiente probar que la matriz hessiana de
g es semidefinida positiva en Y.

Para cualquier y € Y, sea = h(y), entonces = € X, luego:

dg of

—— =Wy)=—, J=12..n

8y] A &Uj

%9 =h of ’ 232f .
(2.5) (‘Ty? =h; (yl)axl + (h;(yi)) 87.1‘12’ 1=1,2,...,n.

829 82f

2. — B (B () . . 19 o
( 6) 8%3% hz<yl)hJ (yj)axlaxj 5 7 # 75 7,1 ,2, N

Luego la matriz hessiana, H(y), de g es

r o2 82 8% 8% .
a%zgyl () 3%239,,2 (v) 9%251,3 () - ayalzagy” ()
g g g - g
8%228741 (y 8%228342 y) 33’822893 y) 8y8228yn y)
H(y) = v2g(y) = Bygagyl (y) Oyggyg (y) aygagyg (y) T 3y36.?yn (y)
8?2 8?2 5?2 - 5
-ayngw () aynagyz (¥) 8yn8gy3 (y) - 8yn<’§yn ()]
Sea
h;’ = h;’ (%)7
hi = hi(yi),
J9f _ 9f
oz = (")
9 )
o = g (@),
2 2
OF = 0L (g), Vi,j=1,2,...n.

Baciazj - 817895]
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Reemplazando (2.5)y (2.6) en H(y)

/AN
h hn 89:1 c'?xn

m of I\20%f !
hl dx1 + (h ) Biz? h 28118:1:2
_0*f of 209? f
h/ 19z90x: h/2/ Oxo + (h/ ) h, h;l é)a:zazcn
82f - 9% f Of 2 82
h/ 1 Oxy, 011 h/n /26167,,3%2 hx Oxn + (h/ )
' ry / ; 9%f ’ ;_O%f ’
i [(h/l)z le +3 } h 18m13z2h 18&31896 hn
’ / / hy af / ’ ’
o 2 81281’1 h h2 |:(h’22)2 812 h 2 630281 h
h/ hl hl h/ h/ hl,{ of + azf h/
L n 3:6 axl n ax 81:2 (h?)? 0zyp ox2
_ hy =+ f o*f 2’ f
/1 0 0 (h’ )2 8:::1 893 Bxlazg 0x10x, hll 0
/ 9% f hy 9% f /
. 0 2 0 Ox20x1 (h’ ()2 812 + ax Ox20xy, 0 2
L0 0 hn 7 oy ha of L or| [0 0
O0x,0x1 O0x,0xo (h!,)? 0zn, ox2
Sea
h, 0 0
0 il 0
Aly) = :
0 0 M,
[ b _of  0°f o 0%t
(h})? Oz 0x? Ox10x2 O0x10xTy,
°f _hy Of Jr *f
C(Z’) _ 3$28.”1:1 (hé)z 872 6£2 81‘28:1:7,,
0*f 0% f hy, 0f | °f
L O0x, 011 02012 (h!)? 0zy, Ox2
2f o’ f o%f i of 0
0x3? 0x10z2 0z10zy, (h])? 0z1
f > f 0 hy  Of
- Ox20x1 0z3 Oz20, (h%)? Oza
82 f 92 82 f 0 0 W of
O0x,0x1 O0x,0x2 ox2 (h!, )2 Oy,
= (V2f(z) + B()),
donde
A o’f o*f
81% 0x10xT2 Ox10x,
0% f 2f 0’
VQf(QT) | 922021 02 Ox20x
oy _9F >f
LOx,0x1  OxpOxa Ox2
- h// af
dedh 0 e
hy df
hy _Of
L 0 0 )2 Oz,
En consecuencia H(y) = A(y)(V2f(z) + B(x))A(y).
Ahora para todo d € S™
d"H(y)d = d* A(y)C(x)A(z)d.
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Es claro que A(y)C(z)A(y) es una matriz semidefinida positiva si y sélo si C(z) es una matriz
semidefinida positiva.
Por la definicién de o y 7, se tiene

d'V2f(x)d >0  VdeSm,

of
67%27}>0 Vl'jE[lj,Lj],

y para cualquier d € S™,
d'C(z)d = d* (V*f(z) + B(z))d
= d"V?f(x)d + d* B(z)d
— Of(x) hj(y;)

>0+ L2
200, W E"
(g
n =
—o—old|
=0—0

:0’

es decir, dTC(z)d > 0. Luego C(z) es una matriz semidefinida positiva.
Entonces H(y) = VZg(y) es una matriz semidefinida positiva.
Por lo tanto g es una funcién convexa. \Y
Similarmente, una funcién estrictamente decreciente se puede convertir a una funcién convexa a
través de trasformaciones de variables satisfaciendo
h/-/ Y o

i(ij)zg_fa VyJEYJa j:1a2a“'an'

[h" (y;)] n
Hay funciones especificas que satisfacen la condicién (2.4), en particular, considerar las siguientes
dos funciones

1 1
(2.7) hj(y;) =—1In <1 — ) , p >0, i=12..n.
D Yj

(2'8) h](y]) = yj p? p > O’ j = 17 27"'7”'

Corolario 1 Sea f una funcion que satisface las condiciones del teorema anterior, con

1 1 _
) =y (1-5). e g1z
entonces existe una constante p1 > 0 tal que g(y) = f(h(y)) es una funcién convera en Y =

1 1
(1—ePld)? (1—ePti)

} cuando p > p1.

Demostracion
Sera suficiente probar que se cumple (2.4), notar que

won =2 (25) (-2
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—(y;(y; = 1)
y;(y; —1)2
—((y; = 1) +y;)
yi(y; — 1)

_ L[ 1-=2y
~p \y(y - 1)

, se tiene

Y (y;) =

SRR

SRR

1
(1=e™) (1=e"™)

Ya que y; < 0 para y; € [

hi(y;) v (yfl(yJiQ—leP)
[P (w)l? (% (y a1 1)))2
_ PP = 2y) (s (y; — 1))
py; (y; — 1)
= p(1 —2y;)
> p.

Para que la condicién (2.4) se cumpla, se debe satisfacer que p > p; = max {O, —%}
Por lo tanto g es una funcién convexa en Y cuando p > p;. \%
De forma similar se enuncia el siguiente corolario usando la funcién (2. 6).

Corolario 2 Sea f una funcion que satisface las condiciones del teorema anterior, con

_1

hi(y;) =y, 7, p>0, =12 .n.

entonces existe un pz > 0 tal que g(y) = f(h(y)) es una funcion convexa en Y = [[;_,[L;",1;7]
cuando p > ps.

Demostracion
Serd suficiente probar que se cumple (2.4), notar que

(i

pues,
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1
entonces, yj?’ > L;l = %
J

Sea L = mazi<j<nlj,

luego

1 o

(I+p)7—=——

L; n

o

(1+p)=——L
n
D> -Zr-1

n

Por lo tanto la condicién (2.4) se cumple cuando p > ps = mazx {0, —%L — 1}. \%

Para ilustrar la convexificacién de una funcién estrictamente mondtona se considera el siguiente
ejemplo.

ejemplo 2 Sea la funcion
1 .
f(x):g(asf2)3+x, reX =113

Usando los corolarios (1) y (2), hallar los valores de p para garantizar la convezificacién de f.
En efecto
La funcion f es no convexa, pues

f@) = (-2 +1

(@) =2(z-2),

al evaluar para x =1, se tiene que f"(x) = —2. Entonces f(x) es una funcidn no conveza.
Notar que
fl@)=(x-2*+1>1, Vr € [1,3]
f(x)=2(x—2) > -2, Vr € [1,3]

Usando la funcion definida en (2.7) y el corolario (1),

35

25

fix) =

0.5

L L L L L L L
1 12 14 1.6 1.8 2 22 24 26 28 3
X

Figura 1. funcion no convexa fix).

p1 = max {0, 0}
n

-2
p1 = max {O, —1} =2,

hallar
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entonces para cualquier p > p1 = 2 garantiza la convexidad de g.
Usando la funcién definida en (2.8) y el corolario (2),

2.5

hallar

entonces para cuaquier p > ps =5

=01 =0.08 -0.08 -0.04 =0.02
Y

Figura 2. Funcidn convexificada gly) con h(y) definida en (2.7) y p=2.

= max {O,—GL— 1}
n

(=2); 1} =5,

se garantiza la convexidad de g.

p

V]

Py = max {0, —

1

3.5

aly) 2|

25

05
0

Por lo tanto en esta seccién se probd que se puede convexificar una funciéon dos veces continua-
mente diferenciable estrictamente creciente, en la siguiente seccién se ampliara los resultados de
convexificacién para funciones no suaves. Especificamente se probard que funciones estrictamente
mondtonas semisuaves y regulares pueden ser convertidas en funciones convexas.

2.3.2. Convexificacion de funciones monétonas no diferenciables.. Se considera a X

01 02

Figura 3. Funcidn convexificada g(y) con h(y) definida en (2.8} y p=5.

y Y definidos como en (2.1) y (2.3) respectivamente y g como (2.2).
Sea W un conjunto abierto convexo tal que Y C W.
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Teorema 9 Asumir que
i) f es una funcién semisuave y regular en un conjunto abierto convero que contiene a X.
i1) [ es una funcidn estrictamente creciente en X y

(29) inf _:I{lfll = {gl : f = (617523 "'agn)T € 8f(fﬂ),l’ € X} Z €>0

..... n

(2.10) p=mf{f"(z,v,w):z € X,[|wl|=1vE€dyf(z)} >—00

iii) h; € C2(W), i=1,2,...,n son funciones estrictamente mondtonas converas que satisfacen

(2.11) . yeWw, i=1,2..n,

donde o = —p.
Entonces g es una funcion convera en cualquier subconjunto convexo de Y.

Demostracion

e) Asumir que p > 0.

Tenemos por i) que f es una funcién semisuave y regular en un conjunto abierto convexo contenido
en X.

Por la condicién i)

p= fnf{ff'(x,v,w) re X, |wl=1Lveduf(x)}} < f,”(wvvvw)’

entonces f”(z,v,w) > p > 0, consecuentemente f”(x,v,w) > 0. Ahora por lema (1) concluimos
que f es una funcién convexa.

o) Sin pérdida de generalidad, asumir que o = —p > 0, es decir, p < 0.

Para y € Y, sea © = h(y), entonces x € X.
Como f es una funcién semisuave en = h(y) y h es una funcién continuamente diferenciable, por
teorema (7) se tiene que g(y) = f(h(y)) es semisuave en Y.
También como f es una funcién regular en z = h(y) y h una funcién continuamente diferenciable,
entonces por teorema (6) se tiene que g(y) = f(h(y)) es regular en Y.
Luego g es una funcién semisuave y regular, por lo que serd suficiente probar que g”(y*,v*,d) > 0
para cualquier y* € Y, d € R" y v* € dz9(y*).
En efecto:
dado cualquier y* € Y, d € R",d # 0y v* € dq9(y*), suponer que {y*}, {v*} y {t;} son sucesiones
tales que

1. tx > 0, Vk.

2. {y*} converge a y*.

3. {ykt_ky} converge a d.
4. {v*} converge a v*, con v* € dg(y*), para cada k.
Sea z* = h(y*) € X y ¥ = h(y*) para cada k, entonces {2} — z*, cuando k — oo, pues h es

uno a uno. Si h; € C?(W), existe 6,05, ...,0F € (0,1) tal que

(2.12) hi(y) — hi(yy) = hi(y; + 05 (v — i) (Wi —u)).-
Consecuentemente
(2.13) af — 2" = h(y") — h(y*) = VR (" —y")

donde n* = (nf,né, ...,7)7’3), nf =y’ + Of(yf —yf), Vi=1,2,..,n.

También, se tiene que
h;(yj):()v Vi # 7,
por lo que el jacobiano de h en 1" es

Vh(n®) = diag(hy (nf), hy(15), ... hy, ().
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Dividiendo ambos lados de (2.13) entre t; y tomando limite cuando k — oo, se obtiene

k. k _ %
m %~ i va@e) Y =Y)
k—oco  tg k—00 t
(2.14) = Vh(y*)d,

sea u = Vh(y*)d. Entonces por la definicién (11), {*} converge a z* en la direccién u.
Por la regla de la cadena de la derivada generalizada del gradiente de Clarke, se cumple que

9g(y) C{Vh(y)§: £ € Of(h(y))}, yeY
Ya que v* € g(y*), entonces existe &¥ € df(x*) tal que
(2.15) vP = Vh(y")e"

Por la condicién iii) del teorema, h; es una funcién estrictamente mondtona para cada i, entonces,
R} (y;) # 0 para todo 1.
Luego

é—k _ Vh(yk)_lvk,

lim & = Hm Vh(y®) "
k— o0 —00
:Vh(y*)_1 lim "
k—soc0
= Vh(y*) tv*

por tanto {¢¥} converge, sea

= lin ¢
por la cerradura de 9f(x), £ € 9f(x*), ademds, £* € 9, f(z*) y
(2.16) v* = Vh(y")&".

Usando (2.15) y (2.16), se tiene

(v* - v*)T(y’“ -y

= (Vh(y*)E" = Vh(y")e)" (v* —y*)

= (VRh(y*)E* = Vh(y*)&* + Vh(y*)&* — VA(y")E) " (" — ")

= [(VA(y")E" = Vh(y")e)" + (VR(y*)E* — VA" )E) (" —y)
= (Vh(y")E" = VRM)E) (v —y*) + (VR)E = VR(y ) (v* — )
= (& - )TVh( )" =) + (€T (VR(Y®) = VRy) (" — ),

por lo tanto,
217) (" =) T —y) = (€" = &) VRE) W - y) + ()T (VR = VRy) " — y).

Como h; € C*(W), se tiene

* * * 1 *
(2.18) o= = ha(yp) = halyl) = Ry (i = vi) + Shi(C ! - u)?,
(2.19) hi(ys) — hi(yi) = hi (65 (Wl — ),
donde

CF=yf +af(yr — ), 0<ab<l,
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oF = i + BE(F —wi), 0<Bf<l, i=12n.

También

(2.20) Vh(y*) = diag(hy (y}), hy(y5), ... hn(yE)),
(2.21) Vh(y*) = diag(hy (y1), ko (Y3), - hn (y3,))-

Por lo tanto, la ecuacién (2.17) puede ser reescrita usando (2.12), (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21)
como

b — v*)(y’“ —y")

[(&F e (G — )] diag(Wy(ur), ha(y5),s - hn(ul)) [(WF —w1) - (yk —yp)]
& - 5 | diag(By (y) = By(y5), s iy () = () [(y1 —ui) o (k-]
[(EF = D)) (Wt — i) + (&5 — &)ho(W5) (W5 — y3) + -+ + (& — &0 () (s — )]
+ ML) = R ) E — i) + -+ &, (yh) — h;(yn))(yn ]

[(&F — €D (P (yY) — ha(yD)) — (& = Eha(yr) + (& — €)M (yy)

—~

+

=MWy — v+
(€5 = &) (hayn) = ha(y)) — (& — &) a(yn) + (& — EDhn(y7)
(& )h' (yn)(yn )

(yic - yi‘

(W (y%) — hy,(y3)
(vl — )

+ o+ o+ o+

vy’ G (W —yn)?
= i(ﬁf = &) (halyf) = halyy))

+Z£Z &) — (&8 = ENhiy!) — (& = NNy (yi — i)
BLLCELL >>( k

ko %)2
_ —yz) i — i)
—Z & — &)k — a7 +Z & —ENhay;) = halyl) — hi(wl) (i — vi)]

+ Z&?(hé’((?f))(yf —y;)?

- 1 " " —a;)?
= (€ - et o)+ 36 - € () 0 - o) +Z€ oty L =)
=1

IEsE
= (€ - €t =) D - OWGIOT 4 L ot a0
asi
(o =) —57) = (€ — €k o) + ;f;@f — €M i — o
(2.22) +Z§ hN 5 (@ — @),
donde

nf—)y;‘, Cik—>y;‘, 5f—>yj7 cuando k —» 00, i=1,2,...,n,
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ahora como
k _ ,%\2

a) lim (yz 2yz) _dZ

k—o0 tk

b) lim (¢F - &) =0,
k—> o0

¢) lim A(¢F) = n{(y;),
k—o0

combinando a), b) y ¢) y por teorema (6)

ko )2
29 i (e - e WU g
— 00 b
Dividiendo por t7 a (2.22), se tiene
(=)@ -y (e ) 1 e (g — )2
= = 19V (e Ra i R
ti t2 2 g (G tk
R( (5]C (zk —a7)?
2.24 7
(2.24) +;§ T

aplicando liminf a (2.24), cuando k — oo y aplicando el teorema (?7), se obtiene

(v — ) (" — )

lim inf 5
k— 00 t
- —2") 1¢ . vi — )’
:lémlnf[( )g ) +§ (fzk_gi)h;/(gf)(iz)
—> k i tk
1=1
h// 5k ( k x§<)2
+) & h o
; hmf?
* _ k)2
> lim inf (€ -¢ )(x ") +11m1nf (gf fﬁf)h;/(dc)w
k— 00 k k—> 00 P tk
oo hl( 5’“ (zk — 27)?
+1¢f£2§§’5 AT tg
P (fk € )(xk —a* k 1"k (y: _yf)2
—llilggof 2 + Z hm (& — & (Q)T

) h//((sk) (ZE — )2
LM

K2

por (2.23), y usando (2.14)

k _ % k _ %
tmint OO0 2V S g
k—s o0 tk k— 00

E_ _ //
(€ f)x z* th u2

Z

h/l
9" (y" v d) > [ (27, € ) +Z§

Por propiedad se cumple que f”(x,v, \w) = )\fo’(x,v,w) para cualquier A > 0 y usando (2.9) y
(2.10),se tiene

n
« g
g/ (y" vt d) > [t ) + = gl
i=1

* * a
> Jul*f (2", & w/llull) + ellull?
> ||ull*(=o + o)
=0.
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Entonces ¢”(y*,v*,d) > 0.
Aplicando el lema (1), se concluye que g es una funcién convexa. v

A continuacién se definen dos clases de funciénes que satisfacen la condicién (2.11).

Corolario 3 Sea f una funcion definida en X . Suponer que f satisface las condiciones del teorema
(9). Definir

1 1
hi(y; :111(1—), p >0, j=12,..n,
i (Y5) » ”

1

entonces g(y) = f(h(y)) es una funcidn convera enY = {m, ﬁ

} st existe una constante
p1 >0 tal que p > pr.

Demostracion
Sera suficiente probar que se cumple la condicién (2.11).
En efecto:
1 1 1
=2 (1) (1- 1)
o) ()
(=) ()
o\ w1 42
p U5 yJ
_1 (1>
P \yi(y; = 1)
1 yiy; — 1))
h;/(yj) _ = (2]( J 3
p\ ¥y —1)

—((y; =D +yj)

Y; (yj —1)
1-— 2yj

yi(y; — 12 )7

se tiene que y; < 0 para y; € entonces

[ )

1 1-2y;
Ry (y;) P (yﬁ(yj—1)2>

R (u:)]12 - 1 1 2
| ](yj)] (5 (yy‘(yj—l)))
PP(1 = 2y5)(y;(y; — 1))*
pyi(y; — 1)
= p(1—2y;)
> p.

Ahora para que la condicién (2.11) se cumpla, se debe tener que p > <, pero p > 0.

Sea
p1 = max {O, g} .
€

Por lo tanto g es convexa cuando p > p;. \Y

Corolario 4 Sea f una funcion definida en X . Suponer que f satisface las condiciones del teorema
(9). Definir

=

hi(y;)) =y; ", p>0, =12 .n.
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entonces g(y) = f(h(y)) es una funcidn convexa en'Y = H?Zl[Lj_p, 157 si existe un py > 0 tal que
D 2 D2-

Demostracion
Serd suficiente probar que se cumple la condicién (2.11).
En efecto:

_1_1

) == )

XOICOR

ahora para todo y; € [L;p7 l;p], se tiene

-1 P -1
Lj Syj Slj )

1
luego y; > Lj_1 = L% y sea L = maxi<j<n Lj.
Entonces

g () (1)
(7, 7))? (- (_;_1>>2

Ahora para ¢ la condicién (2.11) se cumpla,se debe tener que (1 + p)
entonces p > 2L — 1 pero p > 0.
Sea

1
L2
o
P2 = Mmax {O, —L— 1}.
€
Por lo tanto g es convexa cuando p > ps. \%

A continuacién se presenta un ejemplo.

ejemplo 3 Considerar la funcion

f(w):max{fl(x)an(x)} reX = [275]a
donde

fi(z) = —(1/4)(z — 5)% + 4, fo(x) = (x — 4)|z — 4] + 22 — 2.

Aplicando el corolario (3), hallar el valor de p para garantizar la convexidad de g(y) = f(h(h)).
Solucion

Se observa que f es una funcion no convexa y no diferenciable, ademds se verifica que f es una
funcion semisuave y reqular en x.
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Reescribiendo la funcion f, se tiene

7(1/4)($75)2+4, T e [273>a
f(x): 7(x74)2+21’*2a S [374]7
(x—4)?%+22-2, z€(4,5].
Ahora hallar la subdiferencial de f
x Para x € [2,3), se tiene por teorema(5), que
Of(z) = —(1/2)(z — 5), pues f es una funcion continuamente diferenciable en [2,3).
*x Para x = 3 y por teorema (4) se tiene que 0f(x) = 0.f(x), entonces

Af(3) = M1(3) + (1 = N f3(3), VA e[0,1]
=A1)+ (1 -A)(4)
=4 — 3\ YA€ [0,1],

por tanto Of (x) = [1,4].

* Para x € (3,4], se tiene por teorema(5), que

Of(z) = —2(x —5), pues f es una funcidn continuamente diferenciable en (3,4].
* Para x € (4,5], se tiene por teorema(5), que

Of (x) = 2(x — 3), pues [ es una funcidon continuamente diferenciable en (4,5].
Notar que £ > 1 para cualquier £ € 9f(x).

. .

2 3 4 5
X

Figura 4. funcién no convexa y no diferenciable f{x)

Asie=1. Para |ul =1 yv € 0, f(x), se tiene

-1/2, z€][2,3),
fj'(a:,v,u) = _27 S <374>7
2, x €({4,5].

Faltaria analizar para x =3 y x = 4.
Para x = 4, se tiene que v = 2, donde v € 0, f(4), luego

f,”(472a _1) = _2a
f7(4,2,1) =2.

Parax =3, |ul =1 yv € d,f(3), se tiene
£ 3, v,u) = maz{A1fi’ (3) + X2 fy(3) 1 (A1, A2) € S(3,v)},
donde

5(37’0)) = {()\1,)\2) V= >\1f{(3) + )\Qfé(g), A, Ao >0, A1+ Ay = 1}

33
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Para
f[B) =1,  f2(3) =4, 1(3) = —1/2, 5 (3) = -2,
se tiene

1/(3) 17 _1) = _1/2a
le(3547 1) = _25

entonces para v € (1,4) y |u| =1,
1 (3,v,u) = —1/2.
Por lo tanto, para cualquier x € [2,5], y v € Oy f (),
f(@0,u) 2 =2=p,

pero o = —p = 2.
Luego, por el corolario (3),

2
p1 = max {O,g} = max {O,} = 2.
€ 1

Por lo tanto, para cualquier p > 2 garantiza la convezidad de g(y)=f(h(y)).

1 L L 1 1
-15 -10 -5 0

¥
Figura 5. Funcidn convexificada gly) con p=2

Los resultados dados en esta seccién proporcionan una base tedrica para extender el alcance de los
métodos de convexificacién para funciones estrictamente mondétonas no diferenciables.

3. Resultados. Los principales resultados del presente trabajo estan dados en el teorema
8 y los corolarios 1 y 2 para la convexificacién de funciones estrictamente monotonas dos veces
continuamente diferenciables y el teorema 9 con los corolarios 3 y 4 para la convexificacién de
funciones estrictamente monotonas no diferenciables. Proporcionan una base tedrica para extender
el alcance de los métodos de convexificacién para funciones estrictamente mondtonas dos veces
continuamente diferenciables y no diferenciables que se presentan en problemas de optimizacién

global.
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