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Resumen
En este trabajo analizaremos la estabilidad de los sistemas lineales gobernados por una cadena de
Markov, esta familia es conocida en la literatura especializada como sistemas lineales con saltos
markovianos o por sus siglas en inglés MJLS como se denota en [1]. Los sistemas lineales gober-
nados por una cadena de Markov son sistemas dindmicos que presentan cambios abruptos. Damos
algunas definiciones de estabilidad para el sistema MJLS, donde estos tipos de estabilidad son
equivalentes siempre y cuando el espacio de estados de la cadena de Markov es finito. Por ultimo
presentamos un teorema que caracteriza la estabilidad estocdstica mediante una ecuacion del tipo
Lyapunov. El resultado que se presenta es una generalizacion de un teorema en la teoria cldsica.
Palabras claves. sistemas lineales con saltos markovianos, estabilidad, cadenas de Markov.

Abstract
In this work we will analyze the stability of linear systems governed by a Markov chain, this family
18 known in the specialized literature as linear systems with Markov jumps or by its acronyms in
English MJLS as it is denoted in [1]. Linear systems governed by a Markov chain are dynamic
systems with abrupt changes. We give some definitions of stability for the MJLS system, where
these types of stability are equivalent as long as the state space of the Markov chain is finite.
Finally we present a theorem that characterizes the stochastic stability by means of an equation of
the Lyapunov type. The result is a generalization of a theorem in classical theory.
Keywords. Linear systems with Markov jumps, stability, Markov chains.

1. Introduccién . Los sistemas lineales con saltos markovianos se ha venido utilizando desde
la década de los 70 en diversas aéreas de investigacion como por ejemplo este tipo de sistemas los
podemos encontrar en sistemas de control aéreo [2], sistemas eléctricos [3],etc. La cadena de Markov
asociada al sistema muda de estado aleatoriamente a medida que transcurre el tiempo. Cada
estado de la cadena representa un modo de operar distinto del sistema. De esta manera, en lugar
de un tnico sistema dindmico, se tienen en realidad muchos sistemas cambiando aleatoriamente
y modelando todos ellos un mismo fenémeno. El modelo matematico resultante es un sistema
dindmico estocastico conocido en la literatura como sistemas lineales con saltos markovianos o,
por sus siglas en inglés, MJLS (ver p.ej. [1]).

1.1. Notaciones Basicas. En esta subseccidon se muestran las notaciones generales que se
utiliza en todo el articulo son las siguientes. El espacio euclidiano de los ntimeros reales de n
dimensiones se denota por R", el conjunto de niimeros enteros no negativos, por Z,. El espacio
vectorial de las matrices de orden m xn definida en R se representa por M, «,(R) y, para abreviar,
M, (R) denota el espacio de las matrices cuadradas de orden n x n. La norma euclidiana en
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M,,(R) se denota por |.||. La transposicién y la traza de la matriz A se denotan por AT y tr(A),
respectivamente.

En vista que el fenémeno bajo estudio se torna aleatorio comenzamos el andlisis introduciendo
un espacio de probabilidad (€2, F,Pr), donde €2 es el espacio muestral, F es la o-algebra y Pr es
la medida de probabilidad. El valor esperado se denotado por E{.}. La funcién del indicador con
respecto al evento A € F, se denota por 14. El producto de Kronecker se denota con el simbolo
® y el operador vec que transforma una matriz a un vector columna. La cadena de Markov se
considera homogénea y que toma valores con espacio de estado

> ={1,2,--,L}.

El vector de distribucién de probabilidad inicial es denotado por m, donde ©# = (my,...,7L),
m; = Pr(0(0) = ¢) . La matriz de transicién de probabilidades es denotada por (p;;), donde
pij £ Pr(0(k + 1) = j|0(k) = 7). Por dltimo el sfimbolo que denota la matriz identidad por I cuya
dimensién depende del contexto.

2. Sistemas Lineales con saltos markovianos. Consideremos el sistema
(2.1) :L‘(k + 1) = Ag(k)x(k) + Bg(k)u(k‘), CL’(O) e R",

donde para todo i € 3, 4; € M,(R), B; € M,x,p(R), z(k) € R”, u(k) € RP. Vamos a asumir
que las condiciones iniciales z(0) y 6(0) son independientes, ademds x(0) es de primer y segundo
momento finito, es decir, E{||z(0)||} < oo y E{[|z(0)||?} < oo respectivamente.

Cuando u(k) =0, (2.1) se transforma en el siguiente sistema no forzado:

(22) II?(:I{Z + 1) = Ag(k)x(k), :17(0) e R

Buena parte de los resultados de este articulo estan referidos al sistema (2.2), también llamado en
la literatura sistema homodgeneo.

DEFINICION 1. Se dice que el proceso estocdstico x(k) = {x(k)}rez, es solucion de (2.1) si
para toda realizacion w de 0(k), la ecuacion (2.1) es satisfecha puntualmente, esto es,

r(k+1,w;2(0)) = Ag(r,w)®(k,w;0) + Bywyulk), k€ Zy.

A la solucidn x(k) del sistema (2.1) se le llama también trayectoria solucion.
Para presentar el siguiente resultado, tengamos en cuenta la notacién siguiente:

Pr(0(k +1) = jl0(k)) = po(k);»

donde para cada j fijo en X, py(1); es una variable aleatoria cuyos valores son p;j, i € X.
LEMA 1. Sea x(k) la trayectoria solucién de (2.1) con x(0) = x¢. Entonces

E{1{gs1)=jy|7(k),0(k)} = por);

3. Las matrices A y B . En esta seccion se presentan las matrices A y B que serdn de gran
utilidad para analizar la estabilidad de (2.1). Por consiguiente, es de esperar que la estabilidad del
sistema (2.2) pueda ser analizada a través del radio espectral de esta matriz. Para poder introducir
estas matrices necesitamos previamente definir algunas matrices que estan dadas en términos de
la trayectoria solucion del sistema. FEstas matrices, que seran utilizadas a lo largo de este trabajo,
son consistentes con aquellas definidas en la literatura (ver p.ej. [1]).

Para cada k € Z,,% € X, consideremos
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p1(k)
(3.6) p(k) £ :
pr(k)

Observe que

L L
(3.7) {Zx E)Lto(k)= 7,}} ZQz‘(k)

El lema 2 establece una ecuacién recursiva para la matriz Q;(k), definida en (3.2). Esta ecuacién
es muy Uutil para la obtencién de los principales resultados presentados en este trabajo (ver p.ej.
Lema 3 )

LeEMA 2 ([1]). Dado el sistema (2.2) con trayectoria solucion x(k), la matriz Q;(k) definida
en (3.7) satisface la siguiente ecuacidn recursiva:

(3.8) i(k+1) Zp”AQ  k€Zyjex

A continuacién se introducen las matrices A y B que serdn de fundamental importancia para
establecer diferentes resultados relacionados con la estabilidad de los sistemas (2.1) y (2.2).

(3.9) A2 (" @ I,2)diag[A; @ Ay,..., AL @ AL
(3.10) B2 (7" ® I,2)diag[By @ By, ..., By ® By

Note que estas matrices recogen la informacién de todos los pardmetros del sistema y ademas
guardan la informacién probabilistica de la cadena de Markov. Enseguida se muestra que el sistema
(2.2) puede ser transformado en una ecuacién del tipo cldsico mediante la matriz A.

LEMA 3 ([1],[5]). Dado el sistema (2.2), el correspondiente vector columna q(k), definido en
(3.4), es una solucion del sistema

(3.11) 2(k +1) = Az(k), 2(0) = q(0) € R

Para el caso no homogéneo, asumimos que la cadena de Markov es ergddica, de manera que
para cualquier §(0) existen p; (independiente de 7) tal que p; = kh;ngc m; (k). Adem4s, la senial de
entrada u(k) es tomada como un proceso i.i.d. (variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas) con media cero, matriz de covarianza la matriz identidad I e independiente de (k)
y z(0).

Tomando en cuenta las condiciones impuestas sobre u(k) y siguiendo procedimientos anédlogos
a los del lema anterior, se pueden establecer los dos siguientes resultados.

LEMA 4. Dado sistema (2.1), el correspondiente vector columna q(k), definido en (3.4), es una
solucion del sistema siguiente

(3.12) z2(k+1) = Az(k) + Bp(k), 2(0) = ¢(0),
donde p(k) estd definido en (3.6).

4. Estabilidad. A continuacién presentamos algunas definiciones de estabilidad para el sis-
tema (2.2) dadas en la literatura [6], [7].

DEFINICION 2. Se dice que el sistema (2.2) es

a) Estable en media cuadrdtica (EMC) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 6(0) se tiene

lim Q(k) =

k—o0

donde Q(k) estd definido en (3.1).
b) Estocdsticamente estable (EE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 6(0) se tiene

{lew ||2}
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¢) Ezponencialmente estable (EXE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 6(0) existen
constantes 0 < a < 1 < f3 tal que para todo k € Z, se tiene

E{|lz(k)|[*} < Ba”E {[|z(0)]*} ,

donde o y B son independientes de x(0) y 0(0) .
d) Segundo momento estable (SME) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 6(0) se tiene

, 21 _
Jim E {la(k)]*} =0

e) Casi seguramente estable (CSE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 0(0) se tiene

Pr{ lim ||z(k)| = 0} =1
k—o0

5. Estabilidad EMC y la matriz \A. En esta subseccién analizamos la estabilidad de (2.1)
en términos del radio espectral de la matriz A.

5.1. Caso homogéneo. Ellema 3 da una caracterizacién de la estabilidad EMC en términos
de el vector (k) definido en (3.4).

LEMA 5. El sistema (2.2) es EMC si y solo si para cualquier x(0) € R™ y para cualquier 0(0)
se cumple

1 Ii k) =0.
(5.1) L g(k) =0
El teorema 1 provee una herramienta de facil implementacién computacional para analizar si el
sistema (2.2) es EMC mediante el radio espectral de la matriz A.
TEOREMA 1. El sistema (2.2) es EMC si y solo si p(A) < 1.

5.2. Caso no homogéneo. Comenzamos esta subseccién definiendo la estabilidad en media
cuadratica (EMC) para el sistema (2.1). Ademds, recordemos que en este caso consideramos que
la cadena de Markov es ergddica, de manera que debido a (3.5) el limite kh’m pi(k) existe.

—00

DEFINICION 3. Se dice que el sistema (2.1) es estable en media cuadrdtica si para cualquier
x(0) € R™ y cualquier 0(0) existe una matriz simétrica @ positivo semi-definida tal que
lim Q(k) = Q,
k—o0
donde Q(k) estd definido en (3.1).
LEMA 6 ([?]). El sistema (2.1) es EMC si y solo si para cualquier condicidon inicial z(0) € R™
y para cualquier 0(0) existen las matrices simétricas Q; positivo semi-definidas tal que

(5.2) Qi = lim Q;(k), i€ X

k—o0

LEMA 7. El sistema (2.1) es EMC si y solo si para cualquier condicion inicial £(0) € R™ y
para cualquier 6(0) existe un vector q € R tal que

(5.3) ¢= lim q(k),
k—oc0

donde q(k) estd definido en (3.4).
TEOREMA 2. El sistema (2.1) es EMC si y solo si p(A) < 1

5.3. Ejemplos. En esta subseccién se proporcionan diferentes ejemplos que ilustran los re-
sultados presentados en las secciones previas. En particular se analiza la estabilidad del sistema
estocéstico en relacién con la estabilidad de los subsistemas que lo conforman.

EJEMPLO 1. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos estables, sin embargo,
el sistema no es EMC.

0 5 04 0 0,9 0,1
m={5 oo | w=[% 0] m=|58 05
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En este caso la matriz A es:

000 225 0064 0 0 O
000 09 1,6 00 0
000 09 1,6 00 0
4— |0 00 0036 40 0 00
000 25 0096 0 0 0
000 01 24 00 0
000 01 24 00 0
|0 0 0 0004 60 0 0 O

Notamos que todos los modos son estables, pero como p(.A) = 10,066 > 1 el sistema no es EMC.
EJEMPLO 2. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos inestables, sin em-
bargo, el sistema es EMC.

15 -2 ~[o 10 [ 02 08
Al_[o 0}7‘42_[0 2]’ H_[O,ESS 0,15]

Claramente los modos del sistema son inestables. La matriz A es:

(045 —-06 —06 08 0 0 0 85

0 0 O 0 00 0 17

0 0 O 0 00 0 17

4| o 0 0 0 00 0 34
| 1.8 —24 -24 32 0 0 0 15
0 0 O 0 000 3

0 0 O 0 000 3

0 0 0O 0 00 0 06 |

Como p(A) = 0,6 < 1 el sistema es EMC.
Los ejemplos presentados permiten concluir que no hay relacién entre la estabilidad de los
modos y la estabilidad del sistema visto como un todo.

6. Estabilidad estocastica mediante la ecuacién de Lyapunov. En esta seccién se
presenta una caracterizacién algebraica para la estabilidad estocéstica del sistema (2.2) mediante
un conjunto de ecuaciones de tipo Lyapunov. Observe que cuando el espacio de estados se reduce al
conjunto unitario ¥ = {1} la ecuacién (6.1) se convierte en la ecuacién de Lyapunov para sistemas
lineales sin saltos. La ecuacién de Lyapunov que proponemos para el sistema (2.2) es de la forma
siguiente:

L
(6.1) ZpijAZMin —M;=-W;, 1i,jex,

Jj=1

en esta ecuacién todas las matrices estdn en el espacio M, (R).

TEOREMA 3 ([6]). El sistema (2.2) es EE si y solo si para cualquier conjunto de matrices
simétricas {Wy;i € X} positivo definidas existe un conjunto de matrices simétricas {M;;i € L}
positivo definidas que satisfacen (6.1).

7. Relaciones entre las diferentes nociones de estabilidad. En esta seccién se estable-
cen la relaciones entre los diferentes tipos de estabilidad introducidos en la seccién 4. Se prueba
que bajo la condicién de ser ¥ un espacio de estados finito, las nociones de estabilidad (a)-(d) son
equivalentes y todas esta implican la estabilidad (e). Comencemos por el lema siguiente:

En el lema 8 se establecen dos desigualdades que van a ser ttiles en la demostracion de los
teoremas 4 y 5.
LEMA 8. Sea Q(k) la matriz definida en (3.1), entonces:

(7.1) %E{Hl’(k)lﬁ} < Q(E) [lmax < E{[lx(k)[1*}



J. Mayta - Selecciones Mateméticas 3(2) 10-16(2016) 15

TEOREMA 4. El sistema (2.2) es EMC si y solo si es FE.

El siguiente resultado se basa fundamentalmente en las desigualdades (7.1).

TEOREMA 5. El sistema (2.2) es EE st y solo si es SME.

Para establecer la equivalencia entre la EMC y ES, teorema 6, serd de utilidad la desigualdad
(7.2).

LEMA 9. Sea A € M, (R). Si p(A) <1 entonces existen > 1y 0 <~y <1 tal que

(7.2) JAM L < By, ke zy

Estamos listos para presentar la equivalencia entre EMC y EXE.

TEOREMA 6. El sistema (2.2) es EMC si y solo si es EXE.

TEOREMA 7. Si el sistema (2.2) es EMC entonces es CSE.

Demostracion:

Del teorema anterior si el sistema es EMC entonces él es EXE, es decir, existen constantes
0 < a <1< ptal que para todo k € Z, se tiene

E{|lz(k)I1*} < Ba* B {]]2(0)]%},

Esta desigualdad implica

(7.3) ZE{IIJJ P} < == E{ll=(0)]7}
aplicando la desigualdad de Markov se sigue

(7.4) Pr{la(h)] > ¢ < ZHUEOI)

De (7.3) y (7.4) se obtiene

(7.5) ZPr{IIx N=e =<5 Z E{|l=(k)[1*} < (5 E {||lz(0)]7}
k=0

Definiendo la sucesién de eventos
A = {[lz(k)[| = €}

se sigue de (7.5) y del lema de Borel-Cantelli que

Pr { NuU An} =0
k=1n=k
Tomando complemento en esta igualdad se obtiene Pr{U? ;N> , A%} = 1, de donde Pr { lim ||z(k)|| = O} =
n—oo
1.0
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