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Resumen
FEstudiamos la inestabilidad en el sentido de Lyapunov de un punto de equilibrio de un sistema
hamiltoniano con n grados de libertad para una clase amplia de energias potenciales. Mostraremos
aqui que, esta clase de energias potenciales determinan condiciones suficientes para la inestabilidad
de este punto de equilibrio.
Palabras claves. Estabilidad de Lyapunov, Sistemas Hamiltonianos, Teorema de Dirichlet-Lagrange,
Teorema de Cetaev.

Abstract
We study the instability in Lyapunov’s sense of an equilibrium point of a Hamiltonian system with
n degrees of freedom for a broad class of potential energies. We will show that this kind of potential
energies determine sufficient conditions for the instability of this equilibrium point.
Keywords. Stability of Lyapunov, Hamiltonian Systems, Dirichlet-Lagrange theorem, Cetaev’s theo-
rem.

1. Introduccién. Sea 2 C R™ un conjunto abierto conteniendo el origen. Consideremos el
sistema hamiltoniano
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con hamiltoniana H(q,p) = T(q,p) +11(q) € C?, g € Q, p € R, X5(0,0) = (0,0). Aqui T(q,p) =
1(p, B(g)p) es una forma quadratica definida positiva en p e I1(0) = 0, VII(0) = 0.

En este articulo, estudiamos la estabilidad en el sentido de Lyapunov del equilibrio del sistema
Xy con n grados de libertad; donde II pertenece a la familia de energias potenciales considerada
en [1].

Um teorema importante en la teoria de estabilidad es el teorema de Dirichlet-Lagrange que
afirma: si en qo la energia potencial I1 tiene un minimo estrito local, entonces el equilibrio (qo,0)
del sistema X g es estable.

Como es conocido en la literatura, por ejemplo de [6], sabemos que la reciproca del teorema
de Dirichlet-Lagrange es falsa, para ver esto, considere por ejemplo para n = 1, las energias
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En este caso, (0,0) es estable pero II no tiene minimo en el origen [Painlevé 1904].

Un problema en este contexto, es conocido como el problema de “inversion del teorema de
Dirichlet-Lagrange” que consiste en establecer condiciones suficientes sobre II que garantizen la
inestabilidad del equilibrio de X . Este problema no tiene una completa solucién.

Um resultado importante en esta direccién fue dado por A.M. Lyapunov, que en el lenguaje
de jatos introducido en [2], afirma que: si el jato puntual de orden 2 de II en qo muestra que la
energia potencial I no tiene minimo en qo, entonces el equilibrio (qo,0) del sistema hamiltoniano
Xpg es inestable.

1.1. Conjetura de Lyapunov-Barone. Denotamos por j°II al jato puntual en el origen de
orden s de II, y cuando existe, este jato es el polinomio de grado menor o igual a s satisfaciendo
I(q) = j*Il(q) + o(lq|*).

Con esta notacién, el resultado anterior debido a Lyapunov originé la siguiente conjetura: Si
para algun natural s > 2, el jato de orden s de Il muestra que la energia potencial I1 no tiene
minimo en qo, entonces el equilibrio (qo,0) del sistema hamiltoniano X g es inestable.

1.2. Energias de tipo Cetaev. Un resultado de inestabilidad contribuyendo a la inversién
del teorema de Dirichlet-Lagrange es el siguiente

THEOREM 1.1 (Teorema de Cetaev 1936). Si para algun € > 0, con B. C Q el sistema Xp
satisface:

(a) ©® ={q € Bc|I(q) <0} # 0,

(b) 0 €00,

(c) (VII(g),q) <0, Vge®©
Entonces el equilibrio (0,0) de Xg es inestable.

La demostracién de este teorema de Cetaev dada en [6] utiliza como funcién auxiliar, la funcién
V(g,p) = —H(q,p){q,p). El lector puede realizar una demostracién diferente utilizando la funcién
V(g,p) = log(7={;77)- con (¢, p) > 0.

Las energias potenciales que satisfacen los requerimientos de este teorema son llamadas aqui
de energias potenciales de Cetaev.

Otros resultados relevantes contribuyendo a la inversion del teorema de Dirichlet-Lagrange por
ejemplo pueden ser encontrados en [3], [4] ¥ [5].

1.3. El problema y el resultado principal. Asumiendo que II € C? es una energia po-
tencial que admite jato puntual en el origen j°II, de ordem s > 2; nuestro problema es natural: Si
J°IT es un potencial de Cetaev, serd que 11 es um potencial de Cetaev ?

Sin hipétesis adicionales este problema tiene una respuesta negativa, aun en el caso en que j°II
muestre que Il no tiene minimo en el origen, como serd mostrado posteriormente con un ejemplo.

En este articulo, vamos a considerar una sub-familia de la familia considerada en [1], la cual es
suficientemente genérica para obtener las condiciones suficientes de inestabilidad del equilibrio de
Xpg. Esta sub-familia es constituida por las energias potenciales satisfaciendo las siguiente hipdtesis

(G1) Existe v € {k,...,s — 1} tal que en alguna vecindad del origen valen II,, > 0 y II, < 0, si
E<r<v,v+1</(f<s—1y,ademas de esto j5~'II > 0,
(G2) 7°II muestra que II no tiene minimo en el origen,
(G3) Existe e > 0 con B. C Q tal que (A5 \ {0}) N B. C (C5)° N Be.
donde, con la notacién R*TI(q) := (Vj*II(q), q), los conjuntos A5 y Cy son conjuntos semi-algébri-
cos, dados por

Ay ={q € Q|j*Tl(q) < 0}, C,={q € QRTI(q) < 0}.

Notemos que, una consequencia directa de la hipdtesis (G1) es que en una vecindad del origen
vale jél_[ > 0 para todo k < ¢ <s—1.
Note también que de las hipétesis (G2) y (G3) tenemos respectivamente que, el jato j°II de la
energia potencial II satisface la hipotesis de la conjetura de Lyapunov y ademads j°II es un potencial
de Cetaev. El lector podrd ver en [1] la relacién que existe entre las hipétesis (G2) v (G3). El
conjunto de hipétesis (G1), (G2) y (G3) serd denotado por G.

Nuestro resultado principal es el seguinte:

Teorema: Si II satisface la hipdtesis G, entonces I1 es un potencial de Cetaev.



G. ALVA - Selecciones Mateméticas 3(2): 1-4(2016) 3

2. Resultados. A continuacién veremos la estrategia utilizada para solucionar nuestro pro-
blema. Es de crucial importancia la construccién de un cono Ky C R™ dado en el siguiente resultado

TEOREMA 1. Suponga que 11 satisface la hipdtesis G, y considere una semi-recta r C Zs_1 de
origen en 0 tal que Ts(q) < 0 para todo q € r\ {0}, y sea A, la componente conexa de Zs_1 que
contiene r. Entonces existe un cono IKCg C R™ de vértice en el origen tal que

(a) A\ {0} C (K,)°.

(b) Siqe oKs\ {0} existe £ € {k,---,s—1} tal que II;(q) > 0 y II;(¢) = 0 para j < L.

(c) Ts(q) < 0 para todo q € K4\ {0}.

donde

Zoy = () {a € 2le) = 0} \ {0},
=k

es tal que, Zs—1 C (j57'I)~1({0}) y, de la homogeneidad de las funciones Il,, resulta que Z;_;U{0}
es también un cono de vértice en 0. Con estos conos, obtenemos un resultado que fortalece nuestra
estrategia

COROLARIO 1. Suponga que II satisface la hipdtesis G, y sea r una semi-recta de origen 0
contenida en M,_1. Si A, Y C, son, respectivamente las componentes conexas de As y Cs que
contienen r \ {0} y KCs es el cono dado en el Teorema 2,1, entonces existe 0 < g9 < 1 tal que

(G \ {0}) N B, C (K.)° N B,
donde, el conjunto

M,y :={r C Zs_1| |y <0} #0

en caso de ser conexo, tendriamos M, 1 = A, para alguna semi-reta r C Ms_; de origen en 0.
Los detalles técnicos que ajudan en la demostracién de los resultados previos pueden ser
encontrados en [1].
Admitiendo que los conjuntos Ag, Cs y Ms_1 son conexos, para completar nuestra estrategia
presentamos el siguiente resultado:
TEOREMA 2. Suponga que I1 satisface la hipdtesis G. Entonces existen 0 < & < 1 y un conjunto
semi-algébrico Wy C Be tales que 0 € OWs, y:
1. (As\{0}) N Be c W2 C W\ {0} C (Cs)° N Be.
2. T5(q) <0 para todo q € W, \ {0} y, ademds, existen constantes o > 0 e > 0 tales que:
(a) Siqe oW\ {0}, entonces j°Il(q) > —alls(q);
(b) Siqe W\ {0}, entonces R°Il(q) < BlL(q).
Demostracion. Consideremos la siguiente familia a un pardmetro de conjuntos semi-algébricos
W2 = {q € QQ(g,\) <0}, con A € [0, 1], donde Q(g, \) son polinomios definidos como

QN = i @) + X[ =L@+ 3 (= )Lg) + (s~ V)T (g)]
r=k l=v+1

y satisfacen lo siguiente:
(i) Q(g,0) = vj*I(q) para todo g € 2, lo cual muestra que W2 = Ag;
(ii) Q(q,1) = R°TI(q) para todo g € €2, mostrando que W} = Cj;
(#4i) Utilizando la hipétesis (G1), obtenemos

9Q
N

donde IC; es el cono dado en el Teorema 1.
De aqui, considerando 0 < 9 < 1 dado en el Corolario 1; resulta que la familia W2 es cresciente
en A, satisfaciendo las siguientes incluciones

(g, \) < (s —v)Is(q) <0, VqgeKs\{0}, VAel0,1],

(A \{0)N B, cWMNB., cW»NB, CC,N B,

para cada 0 < A1 < Ay < 1. Para algum nimero 0 < ¢ < ¢y < 1, consideremos el conjunto

semi-algébrico Wy := WSI/Q N B, es claro que 0 € OW, y que W, C B, satisface el item 1. Es claro
también que, de la inclusién

W\ {0} CcCsnB. C (Ks)° N Be
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y del Teorema 1, se tiene I1,(gq) < 0 para todo ¢ € W, \ {0}.
Notemos que, si g € OW; \ {0}, entonces Q(q,1/2) = 0, y luego, utilizando la hipétesis (G1),
obtenemos la siguiente desigualdad

vj*ll(q) = —=(1/2)(s — v)ILs(q)
lo cual muestra el item 2-(a) con a = 7.
Por otro lado, si ¢ € W, \ {0}, entonces Q(g,1/2) < 0, y aplicando la hipétesis (G1) una vez
mas, resulta la segunda desigualdad

R'TI(g) = Q(g,1) < (1/2)(s — 1)IL(q)

mostrandose el item 2-(b) con = 3. |

2.1. Estabilidad. Ahora, usando los resultados del Teorema 2, mediante un cédlculo directo
similar al realizado en [1], podemos mostrar la existencia de constantes € > 0, 6; > 0y 02 > 0 tales
que

H(q) = j°Il(q) + hi(q) > O1lq]®, Vg € (OWs\{0})N Be
(VII(q), q) = R°I(q) + ha(q) < —02q|>, Vge (W, \{0})NB:

donde, las funciones h;(q) satisfacen lim, 0 h;(¢)/|q|* = 0 para ¢ =1, 2.
Estas estimativas garantizan evidentemente, que la energia potencial IT satisfaciendo la hipéte-
sis G, es de Cetaev. Por tanto, por el Teorema de Cetaev, el equilibrio de X g resulta ser inestable.
Nuestro resultado principal enunciado en la introduccién, con los resultados previos, admite
una demostracion y en consecuencia nuestro problema tiene respuesta positiva. Este resultado es de
inestabilidad contribuyendo también al problema de inversiéon del teorema de Dirichlet-Lagrange.

2.2. Observacién de la hipétesis (G1). La intencién de mejorar nuestro resultado substitu-
yendo la hipétesis (G1) por alguna hipétesis mas general podria llevarnos a una respuesta negativa
a nuestro problema. Para ver esto, consideremos el polinomio f(z,y) de dos variables, de grado 12
y su derivada radial F(z,y) = (Vf(x,y), (z,y)) dados por

flay) =o° —2y%a* +y%2% — ™0 — e — ¢,
F(z,y) = 6y° — 16y%2* + 10y%2® — 10y'0 — 12c2'? — 122

donde ¢ = =35(28 + 19v/19).

Notemos que la energfa potencial IT con j12I1 = f no satisface la hipétesis (G ). Con un anélisis
andlogo al realizado en [1], podemos mostrar que j*2II = f es una energia potencial de Cetaev sin
embargo II no lo es; para esto basta considerar II(x,y) = f(x,y) + z*.
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