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Resumen
En este trabajo estudiamos superficies armonicas inmersas en R3. Definimos las superficies armdnicas
de tipo grdfico y mostramos que una superficie armonica de tipo grdfico es minima si y solamente
si es parte de un plano o de un helicoide. También, damos una caracterizacion de las superficies
armonicas de tipo grdfico parametrizadas por lineas asintéticas y presentamos algunos ejemplos.
Palabras clave. superficies minimas, funciones holomorfas, helicoide.

Abstract
In this research we study harmonic surfaces immersed in R3. We defined Harmonic surfaces of
graphic type and showed that a harmonious surface graphic type is minimal if and only if it is part of
a plane or a heliz. Also, we give a characterization of harmonic surfaces graphic type parameterized
by asymptotic lines and some examples.
Keywords. minimal surfaces, holomorphic functions, helicoide.

1. Introduccién . En el estudio de las superficies minimas, cuando la superficie es parametriza-
da por parametros isotérmicos la parametrizacién es arménica. Por tanto, seria interesante estudiar
superficies en el espacio euclidiano que satisfacen condiciones necesarias y suficientes para obtener
inmersiones arménicas. Sabemos que inmersiones arménicas tienen como caso particular las super-
ficies minimas. El estudio de las superficies minimas ya fue muy explorado por diversos autores
ver por ejemplo [2], [5]. En [1], fue estudiada una clase de superficies arménicamente inmersas en
R3. Por lo tanto seria interesante generalizar algunas propiedades geométricas de las superficies
minimas. Existe una relacién entre las aplicaciones holomorfas y las aplicaciones armonicas, por
consiguiente, podemos representar las superficies armoénicas usando funciones holomorfas.

En este trabajo estudiamos superficies arménicas inmersas em R3. Definimos las superficies
arménicas de tipo grafico, mostramos que una superficie arménica de tipo grafico es minima si
y solamente si es parte de un plano o de un helicoide. En [3]- [4], fueron estudiadas una clase
de superficies con angulo de Chebyshev constante parametrizadas por lineas asintéticas. En este
trabajo obtenemos una caracterizacion de las superficies arménicas de tipo grafico parametrizadas
por lineas asintéticas y presentamos algunos ejemplos.

1.1. Preliminares. En esta seccién, fijamos algunas notaciones sobre algunos conceptos de
geometria diferencial cldsica local de superficies. Sea M una superficie en R3 y consideremos X (, )
una parametrizacizén local de M definida en el plano (z,y) y N el campo vectorial normal unitério
sobre M dado por
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donde A es el producto vectorial de R3. En cada plano tangente, la métrica inducida (, ) determina
la primera forma fundamental

I = (dX,dX) = Edz? + 2Fdxdy + Gdy?,
con coeficientes diferenciables

E=(X.,X2), F=(X2,Xy), G=(Xy,X,).

Wy
La segunda forma fundamental es dada por

II = —(dN,dX) = edz® + 2fdxdy + gdy?,
con coeficientes diferenciables

e =(N,Xza), [=(N,Xay), 9=(N,Xy).
Con esta parametrizacion X, la curvatura media H y la curvatura Gaussiana K son dadas por
g G2 +9b Il
2(EG — F2) ~ EG — F?

DEFINICION 1. Sea X (z,y) = (p1(x,y), 2(z,v), p3(x,y)) una parametrizacién de la superficie
M en R3. La superficie M es armdnica si Ap; = 0, para i = 1,2, 3.

En lo que sigue de este trabajo, el producto interno serd definido por (,) : Cx C = R, (f,g) =
fi191 + fag2, donde f = fi +ife y g = g1 + ig2 son funciones holomorfas. En los calculos usaremos
las siguientes propiedades: Si f,g: C — C, z = = + iy € C son funciones holomorfas entonces

(1.1) (£:9)2=(f"9)+{f,9)

(1.2) (f,9)y = (if'.9) + (f.id),

(13) f= (L) il f).

(14) (F.gh) = (f9. 1)

(15) f= (L)~ L),

(16) F= (L) = ili. f) = (L f) + L),
(17) (1, ) 1) = 30 ).

2. Principales resultados. Presentamos los principales resultados de este trabajo.

TEOREMA 1. Sea M wuna superficie armonica definida en un conjunto abierto y simplemente
conezo U C C. Entonces M es localmente parametrizada por

(21) X(m,y) = (<17 fl(x7y)>7 <17 fz(l', y)>7 <17 fg(l',y)>)

Ademds, los coeficientes de la primera forma fundamental son dados por

E = (1 f)* + (1, f2)* + (1, f3)?,
(22) F= (1 fi)(Laf]) + (1, fa)(1,if2) + (L, fs)(L,f5),
G = (Lif])* + (1L,ify)* + (1,if3)?,
la aplicacion de Gauss es dada por
RNV ARG )
1 ((f3,if3), (fs, i f0), (fLaifa) I

y los coeficientes de la seqgunda forma fundamental son dados por

{(f2, 1f5) (L f1) + (f3, if1) (L f3) + (f1,if2) (L, £5)
(S50 1f5), (fs,if1), (1o if2)) ’
(2.4) = Y2 ifs)(Lif) + s if) L ify) + (1, ifa) (L if5)
1 ({f5, 1), (F3,if1), (f1ifo)) ’
g=— ((fé,ifé><1, f) + (s, iDL f5) + (f1,if5) (1, f§’>>
1({f5, 1), (f3,if1), (f1 i) | '

(2.3)
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Prueba

Considerando M parametrizada por X (z,y) = (¢1(z,v), v2(x,y), ps(z,y)). Como pi(z,y), k =
1,2, 3., es arménica, cada funcién es la parte real de una funcién holomorfa. Sea fi,k =1,2,3. la
funcién holomorfa cuja parte real es ¢;. De (1.3), obtenemos

X(Iay) = (<17 fl(xay»? <17 fQ(xa y)>7 <]-a f3(x7y)>)

Ahora calcularemos los coeficientes de la primera forma fundamental de X, de (1.1) y (1.2) obten-
emos que

(25) Xe = (<17f{>7<1’f£>7<17f§>)7

Las ecuaciénes de (2.2) siguen como consecuencia de las ecuaciones (2.5) y (2.6). De (2.5) y (2.6)
obtenemos

2.7) Xa N Xy = (L f2)(Lif3) — (Lif2)(L, f3), (1, f5) (L if1) — (L ifs) (L, f1),
' (1, /O if2) — (Lif)(1, f3) -

Observamos que, de (1.5) sigue que

<17fé><1vzf§> - <151fé><1’fé> = <<1af£> - Z<17Zfé>v <17Zfé> + Z<1,fé>>
= <<1’fé> - Z<1>Zfé>a7'(<1’fé> - Z<1?Zf?l)>)>

= (f3,if3).
De forma semejante para la segunda y tercera coordenada de (2.7). De esto sigue que
(2.8) Xo N Xy = ((f21f3), (f3.if1), (f1,if2)) -

La ecuacién (2.3) sigue de (2.8). También, de (2.5) y (2.6), obtenemos

Xow = (1, f{I>7 (1, fé/>7 (1, fé/>)
(2.9) Xay = (<177;f{/>»<1vifél>v<1vif§,>)
ny = _(<17 f{/>7 <17 fél>a <17 fé/>)
Las ecuaciones (2.4) es una consecuencia de las ecuaciones (2.3) y (2.9). Esto concluye la prueba

del Teorema. [J

COROLARIO 1. §i M es una superficie arménica definida en un conjunto abierto y simplemente
conezo U C C. Entonces

(f1)2+ (f5)? + (f3)* = E— G —2iF,

donde E, F' y G son los coeficientes de la primera forma fundamental de X y f1, f2, f3 son las
funciones definidas en el Teorema 1.

Prueba

Del Teorema (1), X es localmente parametrizada por

X(z,y) = (L, frlz, ), (1, f2(2,9)), (1, f3(z, 9))).
De (1.5), obtenemos que
fro=" o) —i(Lifi), k=1,2,3.
Sigue de esto que

3 3
SR =D (L fi) —i(Lifi)* = E— G - 2iF,

k=1 k=1

lo cual concluye la prueba. [J
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PROPOSICION 1. Si M es una superficie arménica definida en un conjunto abierto y simple-
mente conexo U C C. Entonces la curvatura media H y la curvatura Gaussiana son dadas por

(D)2 + (f5)* + (f3)2 fo i) fil + (3 ifi) f5 + (f1.if5) f5)

(2.10) H=-—

2[[v]® ’
1 . . . 2
(2.11) K=—W||<fé72f§> VA S i) s + L) B
donde v = ((f3,if3), (f3,if1), (f1,1f3)) -
Prueba
Del Teorema (1), tenemos que g = —e y |[v]|2 = EG — F?, de estas expresiones y de la férmula

de la curvatura media obtenemos

e(G—E)—2fF  (E—G-—2iF,e—if)
H= 2 - 2
2o 2]

Del Corolario (1), obtenemos que

((fD)? + (£ + (f5)* e — if)

(2.12) H=_

2|lv]?
Por otro lado, de (2.4), tenemos
(2.13) o= ﬁ (3 S5 (L A1) = (L) + ) (L f5) = ilLifs))+

(f11f5) (L, f5) — i1, f3)];

Usando (1.5) en (2.13), tenemos

. 1 . . .
(2'14) - Zf = m [<f2/’lf?/)> {/ + <fé71f{> é/ + <f{72f2/> él] )
Sustituyendo (2.14) en (2.12) obtenemos (2.10). Ademds, la curvatura Gaussiana es dada por
62 +f2
(2.15) K=-—
o]

De (2.14) sigue que,

. 1 ‘ . .
(2.16) e+ f2=le—if|* = W|\<fé,2f§> U+ (i fO Y+ (L ifa) f 117

Sustituyendo (2.16) en (2.15) obtenemos la ecuacién (2.11). O

PROPOSICION 2. Si M es una superficie arménica con pardmetros isotérmicos definidos en un
conjunto abierto y simplemente conexo U C C. Entonces M es una superficie minima.

Prueba

Del Teorema (1) y el Corolério (1) tenemos que

(f1)? + (f2)* + (f3)* = E— G — 2iF.
Como M tiene pardmetros isotérmicos i.e. F = G, F =0, sigue que
(f1)* + (f2)* + (f3)* = 0.

De esto y (2.10) concluimos que H = 0 y consecuentemente M es una superficie minima.

TEOREMA 2. X : U C C — R? es una superficie arménica si y solamente si Q= E — G —2iF
es una funcion holomorfa cuando e+ g =0, donde E, F,G, e, g son los coeficientes de la primera
y sequnda forma fundamental de X respectivamente.

Prueba

Del Teorema (1), X es localmente parametrizada por la expresién (2.1), los coeficientes de la
primera forma fundamental son dados por (2.2) y e + g = 0. Resta mostrar que §2 es holomorfa.
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Observe que € es holomorfa si y solamente si (E — G — 2iF) ; = 0, donde i = 1 <3 + ia>.
’ 0z 2\ Oz dy
De (2.2), es facil mostrar que (F — G), = —2F, y (E — G)y = 2F,. De esto, sigue que Q es
holomorfa.
Reciprocamente, mostraremos que X es una superficie armoénica. Como €2 es holomorfa tenemos
que (E — G), = —2F, y (E — G), = 2F,. De estas igualdades obtenemos,

(AX, X ) =0, (AX, X ,) =0.
Como e + g = 0, sigue que
(AX,N)=0.

Por tanto, AX = 0, i.e. cada funcién coordenada es armonica, consecuentemente X es una super-
ficie armonica. [J

PROPOSICION 3. $i X : U C C — R? es una superficie armonica. Entonces
(i) K <0,
(i) Si K =0 Entonces H = 0.

Prueba

(i) Es una consecuencia de (2.11).
(#4) Si K =0, de (2.11) tenemos

(P iF3) L+ FywiF) 5 + (Fhaif3) £ = 0.

Usando esta expresion en (2.10) obtenemos H = 0. Esto concluye la demostracién. O

DEFINICION 2. Sea M una superficie arménica definida en un conjunto abierto y simplemente
conexo U C C, localmente parametrizada por X (x,y) = ((1, fi(x,y)), (1, fa(x,y), (1, f3(x,y))).
Si fo = —if1 entonces X(x,y) = (fi(z,y), (1, f3(x,y))) v la superficie M es llamada superficie
armonica de tipo grdfico.

PROPOSICION 4. Si M es una superficie arménica de tipo grifico localmente parametrizada
por X(x,y) = (f1(z,y), (1, f3(x,y))). Entonces la curvatura media H y la curvatura Gaussiana K
son dadas por

(2.17) N (VAR VA 0
| )
2 (171 TR+ T7IP)
P 2
sy = Fisess
(2.18) K= —

(I + 1512)*

Prueba
De (1.4), (1.5), (2.2), (2.3) y (2.4) obtenemos que los coeficientes de la primera y segunda
forma fundamental y el campo vectorial normal de X son dados por

B = |If{2+ (1, £
(2.19) F =2l (57,

G = A"+ (1if5)*,

o= ~UL ) + AP £)
AL + 11512

po ML)+ £ (L, i)
LAV AT

(2.20) g:_<UL¥ﬁH|ﬁWOJw>7

)

LAV + TP
o (AP
LAV + TR
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Sustituyendo (2.19) y (2.20) en la f6rmula de H y K, obtenemos (2.17) y (2.18). O

PROPOSICION 5. Sea M una superficie armdnica de tipo grifico. M es una superficie minima
si y solamente si M es una parte de un plano o de un helicoide.

Prueba
Si M es una superficie minima, de (2.17) tenemos

(2.21) ((f3)% AP f5 = FLf f3) = 0.

Esta expresion es equivalente a

(2.22) ((f3)% 13 — *I{f:)’) =0.

Asi, de (2.22) obtenemos

(2.23) v J;—f = ki(f))>.
1

Si f4 =0 entonces M es parte de un plano.
Suponiendo f§ # 0, tenemos que

" 1

3 1 -l
= — —= =Fkifs.
o
Integrando,
(2.24) fi(z) = ée*kiﬁ(z)*“ + 29, 21,22 €C, k #0.

Si f3(z,y) = u(z,y) + iv(z,y), la parametrizacién local de M es dada por

—atkv(z,y) o} b+ k —atkv(z,y) b+ k
X(z,y) = (c+6 SH;( i u(w’y)),d+e COZ( h u(x’y))7U(fE,y))7

donde z; = a + bi, zo = ¢+ di. La cual es una parametrizaciéon de un helicoide a menos de
translaciones y dilataciones. [

El proximo resultado caracteriza las superficies armoénicas de tipo grafico parametrizadas por
lineas asintéticas.

PROPOSICION 6. Sea M una superficie armdnica de tipo grifico parametrizada localmente por
X(z,y) = (filz,y),< 1, fs(x,y) >). M es parametrizada por lineas asintdticas si y solamente si
las funciones holomorfas f1 y f3 satisfacen

1
fi(z)

f1(2)
fi(2)

dz + z1,

(2.25) f3(z) = f1(2) {kz/ dz + ZQ:| — k1
20,21 € C, ke R.
Prueba

M es parametrizada por lineas asintéticas si y solamente si los coeficientes de la segunda forma
fundamental e y g son idénticamente nulos. De (2.19) y (2.20) esto es equivalente a

=LA + AP f) =0

Usando (1.4) tenemos (f1,—f' f4 + f1f¥) = 0, el cual es equivalente a f|f} — fi'f4 = kifi, la
solucién de esta ecuacién es dada por (2.25) y la demostracién estd completa. O
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Algunos graficos de superficies arménicas de tipo grafico

FIGURA 2.1. f1(2) = z, f3(z) = cz+ 20 FIGURA 2.2. f1(2) = €?, f3(z) = cz+ 20

F1GURA 2.3. f1(z) = €?, f3(z) =icz+ 20 FIGURA 2.4. fi1(z) =sinhz, f3(z) = coshz
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