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Resumen
En este articulo presentamos una estimativa del error a posterior de mallas construidas por ele-
mentos finitos en la parte espacial, y elemento finito discontinuo en el tiempo, para la ecuacion de
transporte del COy en los sacos alveolares del pulmén humano, usando el método residual ponder-
ado dual(DWR).
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Abstract
In this paper we present an estimate of the posterior error of finite element-constructed finite
element meshes and finite element discontinuous over time for the transport equation of COsy in
the bags Alveolar cells of the human lung, using the dual weighted residual method (DWR).

Keywords. FEMAG (r), posterior error, CO2 transport, variational formulation

1. Introduccién. En este articulo, principalmente de tipo difusién, presentamos una descrip-
cién del error a posterior de la malla generada por el método del elemento finito cuadréticos en
el espacio y el método de Galerkin discontinuo en el tiempo, para la ecuacién de transporte, y lo
aplicamos en el modelo de transporte de Co2 en el alveolo pulmonar, presentado a continuacion el
problema a ser abordado en este articulo

0,C+uVC —DAC = 0, en (r)
(1.1) 0,C —ap(Cp, —C) = 0, sobre T'(bl)
' 0,C = 0, sobre L'y,
9yC —h72x(v - n)(Cext — C) = 0, sobre Iy,

donde Q(7) es el dominio en movimiento del problema, el cual cambia de acuerdo a la velocidad
Vvdom 4 es la velocidad del flujo de fluido que consideramos congelado para efectos de nuestro
analisis , C' es la concentracién del gas, el modelo presenta las condiciones iniciales y las condiciones
de contorno son de tres clases, poniendo 9€2(t) = T';o U Ty () U T, (t), donde Ty (t) es la seccién
no permeable de la frontera del alveolo, mientras que sobre I'y; v I';, existe condicién de tercera
especie, por causa de intercambios de gas con el flujo de sangre; Podemos referir a [10] y [15] para
la derivacién del modelo. Ademds x(z) es la funcién de Heaviside.
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1.1. Discretizacién. En primer lugar describimos el procedimiento estandar de la discretizacién
por elementos finitos(isoparamétricos ), para ello consideramos la formulacién variacional abstracta
de un problema general

(1.2) a(u,v) = (f,v), veV

Donde V es un espacio de Hilbert construido de acuerdo al dominio y la condiciones de contorno
del problema.

La discretizacién del dominio del problema, se realiza descomponiendo el dominio Q en sub-
dominios no traslapados y coherentemente compatibles en sus fronteras, T, = {K}, el cual para
nuestro caso, consiste de cuadrildteros no degenerados que le llamamos (células) K, tal que el ancho
es hy = diam(K), h := maxger, hi el tamano de la malla global, la notacién h = h(x) es usado
para la funcién de tamafio de malla distribuido continuamente por h|x = hx.

Para la discretizacion de la incognita se considera el espacio finito dimensional,

Vk:{’UGV/U|K€P(K),K€Th}

donde P(K) denota un espacio apropiado de funciones polinomiales, definidas en la célula K € Ty,
principalmente se considera elementos finitos de orden bajo, o sea las funciones forma son obtenidas
por la transformacién bilineal del espacio de funciones bilineales Ql(f( ) = span{l,x1,x9.x122}
sobre la célula de referencia K = [0, 1]2(bilineales isoparamétricas)

Finalmente, la discretiacién de la ecuacién se utiliza la forma variacional presentada en 1.2 ,
escrita sobre el espacio V}, , quedando formulada el siguiente problema discreto

Hallando uy, € V}, tal que

(1.3) a(un, on) = (f, én), Von € Vy

2. El Método Residual Ponderado Dual . En esta seccion presentamos el método residual
ponderado dual(DWR), que es bastante general para abordar una variedad de problemas, por lo que
su formulacién abstracta se logra usando la aproximaciéon de Galerkin de ecuaciones variacionales
sobre un espacio de Hilbert, la presentacién se hard siguiendo a Becker y Rannacher [9]

2.1. Aproximacion de puntos estacionarios. Sea X un espacio de Hilbert y L(.) un fun-
cional diferenciable sobre X y sea € X un punto estacionario, suponga ademds que la primera,
segunda y tercera derivada de L en x se denota por L'(z)(.), L"(z)(.,.) y L"'(z)(.,.,.) respectiva-
mente.

El punto estacionario satisface,

(2.1) L'(z)(y)=0 VyeX.

Para un subespacio(finito dimensional) X;, C X la aproximacién de Galerkin correspondiente
xp € Xp, es definido por

(2.2) L’(xh)(yh) =0 Yyn € Xp.

PROPOSICION 1. Suponga que el funcional L(.) posee derivada direccional hasta de tercer orden.
Entonces, para cualquier soluciones x € X de (2.1) y xp, € X}, de (2.2), se tiene la representacion
de error

1
(2.3) L(x) — L(zp) = §L’(xh)(x —inT) + R,
con arbitrario ipx € Xp. Bl resto Ry, es cubico en e :=x — xy,
1 [
Ry = 5/ L" (xp, + se)(e,e,e)s(s — 1)ds
0

Demostracion: Por calculo elemental, tenemos

1
L(x) — L(xp) = /0 L' (zp, + se)(e)ds,

aproximando la integral por la regla trapezoidal,

L(x) — L(xp) = %{L’(mh)(e) + L'(z)(e)} + /0 L" (zp, +1i)s(s — 1)ds.
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Entonces, observando que L'(z)(e) = 0 y empleando la ortogonalidad de Galerkin,
L'(zp)(e) = L'(zp)(x —ipx) + L' (21) (ipx — 1),  inz € Xp

obtenemos el error de la representacién (2.3).
a0

2.2. Aproximacién de las ecuaciones variacionales . Primero, usemos el resultado de
la proposiciénl para derivar estimativas del error aposterior para la aproximacion de Galerkin de
una ecuacién variacional no lineal general. Con una forma semi lineal diferenciable A(.)(.) y una
funcional lineal F'(.) definida en un espacio de Hilbert V.

Buscamos una solucién u € V' de la ecuacién variacional

(2.4) Au)(¥) = F(y), VeV,

y para un subespacio (finito dimensional) V}, C V su aproximacién de Galerkin es , Hallar u;, € V},
tal que

(2.5) A(un)(¥n) = F(Yn), Vin € Vi,

Vamos a suponer que las ecuaciones (2.4, 2.5) tienen soluciones, no necesariamente nicas.
Supongamos que, para una funcional dada J(.), estamos interesados en el valor J(u) y por
tanto en el error J(u) — J(up).
Para incorporar este problema en el marco general de la seccién anterior, lo reescribimos como
un problema de optimizacién (trivial) restringida,

(2.6) min(u),  Aw)(¥) =F), VeV,

Para resolver este problema, usamos el enfoque Euler-Lagrange, introduciendo la funcional
Lagrangiana

L(u,z) == J(u) + F(z) — A(u)(2),

con la variable dual z € V.
Entonces cualquier punto estacionario {u, z} € V xV of L(.,.) es caracterizado por el conjunto
de ecuaciones

(2.7) A(u)(¢,2) = J'(u)(¢), SEV,
(2.8) Alu)(¢) =F(¢)  ¢€V,

genera una solucién de (2.4).

La segunda de estas ecuaciones (2.8) es justo la ecuacién variacional dada (2.4) a ser resuelta,
en tanto que la primera (2.7) es el problema dual asociado a la funcional J(.).

Ahora, las aproximacién de Galerkin correspondiente {up, 2z} € Vi, x V}, es determinada por
el conjunto de ecuaciones.

(2.9) A'(up)(dn, 2n) = I (un)(@n), & € Vi,
(2.10) A(un)(on) = F(¢n)  ¢n € Va,

Para estas ecuaciones, asociamos las funcionales residuales 'primal’ y ’dual’

p():=F() —a(un)(),  p"() = T"(un)(.) = d'(un)(, 2n),

definido sobre V. Entonces, de la proposicién 1 podemos inferir los siguientes resultados.

PROPOSICION 2. Sea la forma A(.)(.) y la funcional J(.) posee derivada direccional hasta de
tercer orden. Entonces, para cualquier soluciones {u,z} € V. xV de (2.7,2.8) y {un,zn} € Vi x Vj,
de (2.9,2.10), vale la representacidn del error a posterior

(2.11) J(u) — J(up) = %p(uh)(z —ipz) + %p*(zh)(u —ipu) + Rp,
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para aproximaciones arbitrarias ipu,inz € Vi, con el resto Ry cubico en uw —up Yy 2 — 2p,

1
Rpy = 5/ {J" (up, + se)(e,e,e) — A" (up, + se)(e, e, e, z, + se*)
0
—3A" (up, + se)(e,e,e*)}s(s — 1)ds.

Demostracion:
Para incorporar la situaciéon actual en el escenario general de la proposicién 1, introducimos el
espacio producto X :=V x V y Xp, :=V, x V}, y para © = (u, 2), £, = (up, 2n) pongamos

L(z) = L(u, 2)

Note que para = = (u,z), ¢ = (¢%,¢*) € V X V,

L'(x)(¢",¢%) = L' (u, 2)(¢") + L' (u, 2)(¢%)
= J'(u)(¢") — A'(u) (8", 2) + F(¢*) — a(un)(¢).

Entonces, aplicando la proposiciéon 1, obtenemos la representacion del error

L(x) — L(zp) = %L’(xh)(m —ipx) + R

1 1

con el resto cibico

1 1
Ry = 5/ L" (zp + se)(e, e, e)s(s — 1)ds
0

1/t
5/ {J" (up, + se)(e,e,e) — A" (up, + se)(e, e, e, z, + se*)
0

—3A" (up, + se)(e,e,e*)}s(s — 1)ds.

Finalmente, observando que en la solucién (u, 2) y (up, 1),

L(z) — L(zp) = J(u) + F(z) — A(u)(2) — J(up) + F(zn) — A(un)(zn)
= J(U) — J(uh)

asi obtenemos la representacién del error deseado (2.11).
|
OBSERVACION 1.
» El residuo Ry, es usualmente despreciado.
= La representacidn del error a posterior (2.11)

1 . 1, .
W) = 5oz = inz) + 50" (u = inu)

requiere, definir aprorimaciones a las soluciones exactas primal y dual.
= Note que en el caso lineal (2.11) se transforma en

J(e) = p(un)(z — ¥n) = p*(2n)(u — ¢n) = F(e).

3. Principio de Estimacién del error a posterior para la ecuaciéon de transporte
de concentraciones. En esta seccion nos dedicamos a conceptos de estimacién del error y op-
timizacién de malla. EL objetivo es desarrollar técnicas para estimacién confiable del error de
discretizacién en cantidades de interés fisico asi como adaptacién de mallas econémicas. El uso de
una discretizacién de Galerkin de elemento finito provee el ambiente apropiado para una anélisis de
error rigurosamente matematico. Sobre la base de algunas cotas de error a posterior computables
la malla es localmente refinada dentro de un proceso de retroalimentacién produce distribuciones
econdémicas de tamano de malla para tolerancia de error prescritas o maximo numero de células.
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El concepto general del control del error basado en residuos para métodos de elementos finitos es
descrito en el articulo por Eriksson/Estep/Hansbo/Johnsonerikson1995 ; esta técnica ha sido muy
desarrollada para varias situaciones, aplicaciones a flujos incompresible son discutida ampliamente
en Becker [7, 8.

Una ecuacién de Transporte como la siguiente

0:C +u.VC — DAC =0, en Q(7)

consta de una parte difusiva, y de una parte convectiva, por lo que es necesario abordar
gradualmente el andnlisis de las estimativas, por simplicidad, consideramos la velocidad u y el
dominio Q(7) con el tiempo,en todo el desarrollo de esta seccién.

El error de discretizacién en una célula K se separa en dos componentes, el error producido
localmente(error de truncacién ) y el error de transporte(error de polucién)

(3.1) et = elféc + elrans,

El efecto del residual celular py sobre el error local eg, en la otra célula K’, es gobernado

por la funcién de Green del problema continuo, por tanto es suficiente calcular el error local ellgc.

Analisis del error aposterior El andisis del error aposterior genera estimativas de error en
el proceso de computacién. En consecuencia, estas cotas estan en términos de residuales locales
calculables de la solucién aproximada y no requiere informacién sobre la solucién exacta. Sin
embargo, un andlisis del error aposterior usualmente no provee una informacién a priori acerca de
la convergencia del proceso de discretizacién cuando h — 0.

Trabajamos el problema de conveccién difusion en tres partes, primeramente vemos el problema
de difusion estacionaria, luego el problema de conveccién pura y finalmente el problema transitorio.

3.1. Un problema de difusién. Consideremos el problema de difusion
(3.2) —Au=f en u=0 sobre 0f,

puesto sobre un dominio poligonal 2 C R2. En esta formulacién variacional se busca u € V :=
H} () satisfaciendo

(3-3) (Vu, Vo) = (f,¢) o€V

El método del elemento finito de Galerkin V;, C V := H{}(Q) (e.g., elementos triangulares o
cuadraticas) y determina aproximaciones uy, € V}, por

(3.4) (Vun,Von) = (f, ¢n), Yén € V.

Recordemos la ortogonalidad de Galerkin del error e := u — up,

(3.5) (Ve,Voy) =0, Yon € Vi.

Buscamos la forma de derivar estimativas de error aposterior. Sea J(.) un ”funcional de error”
arbitrario definido sobre V' y z € V la solucién del correspondiente problema dual

(3.6) (Vo,V2) = J(¢), VoeV.

Colocando ¢ = e en (3.6) resulta en la representacién del error.

J(e) = nlup) := (Ve,Vz) = (Ve,V(z — I12))

(3.7) = Y {(—Au+ Aup, z = In2)k — (Ontin, 2 — Inz)ox)}
KeT

= > {(R(un),z = Inz)k + (r(un), 2 — Inz)ox }
KeTy,
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con los residuales R(uy) y r(uy) definida por

R(uh)|K = f + Auy,

—in V], si T'c OK\oQ
(un)r = { o e o \

donde [Vuy] denota el salto a través las aristas de los elementos.
Denotando los indicadores de error por célula

i (un) = (R(un), 2 — Inz)k + (r(un),z — Inz)ox

Observemos que estos indicadores son consistentes en el sentido que para la solucién exacta ng (u) =
0.

De la representacién del error(3.7), podemos inferir una estimativa de error a posterior de la
forma

(3-8) ()] < In(un)l < Y I (un)ls

KeTy

Lo cual conduce a verificar el siguiente Teorema
TEOREMA 1. Para la aprozimacidn por elemento finito del problema de difusion (3.2), se
cumple la estimativa del error a posterior con respecto a la estimativa J(.):

(3.9) [en)l < D prlun)wi(2),

KeTy,

donde los residuales celulares py (up) y los pesos celulares w (z) son dados por

pic(un) == (IRCu) % + il (un) |2 )

. 1/2
wic(2) = (|2 = in2ll% + bz = Inzl2)

3.2. El problema modelo convectivo . Como un modelo simple, consideremos la ecuacién
de transporte escalar

(3.10) p.Vu=f,

sobre un dominio  C R? con condicién de contorno de entrada de flujo u = g a lo largo de la
frontera de entrada I'y = {a € 992, n.8 < 0}. Por tanto I'y = 9Q\I'; es la frontera de salida de flujo.
El vector transporte 8 por simplicidad se asume constante; de esto el espacio solucién natural es

V= {veL*Q),8.VveL*Q)}.

Este problema es discretizado usando el método de elemento finito de Galerkin con la estabi-
lizacion de la difusion optimizada como la descrita anteriormente. Sobre mallas cuadrilateras T},

definimos de nuevo subespacios V}, := {v € H'(Q),v|x € Q1(K), K € Th} . donde Q; es el espacio

de funciones bilineales isoparamétricas sobre las célula K. La solucién discreta u; € V}, se define
por

(3.11) (B-Vup = f,¢+08.V9) + (n.B(g —un), ¢)r, =0 Vo€V

donde el parametro de estabilizacién es determinado localmente por dx = hy. En esta formulacion
la condicién de contorno de flujo de entrada se impone en el sentido débil. Esto facilita el uso de
un argumento de dualidad en la generacién de estimativas de error a posterior.

Sea J(.) una funcional dada con respecto a la cual el error e = u — uy va ha ser controlada.
Siguiendo nuestro tratamiento general, consideremos el problema dual correspondiente.

(3.12) (B.Vé,z +88.VV2) — (n.8é,2)r, = J(8) VeV,

el cual es un problema de transporte en la direccién S-negativa. Notar que la forma bilineal esta-
bilizada Ap(.,.) es usada en el argumento de dualidad a fin de alcanzar el tratamiento 6ptimo de
los términos de estabilizacidn; ver mas detalles en Houston y colaboradores [13]
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La representacion del error sigue como:
J(e)=(B8.Ve,z — zpi+ d8.V(z — z1,)) — (n.fBe, (z — zn))r,

para zp € V}, arbitrario. Esto resulta en la estimativa del error a posterior

(3.13) J(e) < nlun) ==Y pr(un)wr(2),
KeT
con las residuales celulares
_ 1/2
pic(un) = (|If = B.Vunllic + hi'In-B(un — 9 3rer,)

y pesos celulares (colocando ¢ := z — zp,)

_ 1/2
wie(2) = ([IC% + 0% M18-VCI% + hi' IClloxnr, )

3.3. Problema de transporte del Co2 en el alveolo pulmonar. Consideramos el prob-
lema 1.1, definida en el dominio Q7 = Q x I, donde I = [0,T].

Se puede discretizar el problema 1.1 usando el método de Galerkin en el espacio-tiempo. Para
ello dividimos el intervalo I en subintervalos de la forma I,, = (¢t,_1,t,] de acuerdo a la divisién

O=to<ti <...<th1<tp...<ty=T, kp =1, —tn_1

En cada nivel de tiempo ¢, sea T}’ la malla elemento finito regular, similar a las definidas an-
teriormente, con hx = diam(K), y sea V;* € H el sub espacio elemento finito correspondiente.
Extendiendo la malla espacial a la franja espacio tiempo correspondiente 2 x I,,, se obtiene una
malla espacio tiempo global consistiendo de cubos Q% = K x I,

Sobre esta malla, se define el espacio elemento finito global

Vi = {v eW, (1)

on € Qu(K), wv(z,.)

ax € P(ln), VQi |,

donde W = L2((0,T); H), con H = L2() 0 C= (D) ™"y r > 0.
Para funciones en este espacio se usa la siguiente notacién

nt , n— __ ; n _
"t = t_l}g}_wv(t), T = t_lgl;l_ov(t), [W]*=v

n+ _ "

La formulacién variacional de (1.1) es la siguiente:

Hallar CeW,/
(3.14) JA{C+ u-VC,¥)+ (DVC, V) — (a(Ch, — C),¥)r,, —
(vh=2x(u - 1) (Cext — C),¥)r,, }dt =0, Yop € W.

complementada con la condicién inicial C'(0) = Cy
Hacemos las siguientes notaciones para las formas bilineal y lineal

a(Cw) = / {(0:C + DVC, V) + (u.VC, ) + a(C, )y, + Ox(C, )r,, } d

(w) = / {0(Chy )1y, + OX(Corr 21, }

entonces el problema variacional (3.14) se expresa como,
Hallar C' € W tal que

(3.15) a(Cyw) = l(w), Yw e W.

donde § = vh~2, x la funcién de Heaviside. En [10] se demuestra que (3.15) tiene solucién y es
unica.
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La formulacién variacional (3.15) permite hacer una discretizacién usando funciones secuen-
cialmente discontinuas en el tiempo. Este método, llamado método dG(r)(método de Galerkin
discontinuo en el tiempo), determina el siguiente problema aproximado

Hallar C}, € th tal que

(3.16) a(;(C;“wh) = lg(wh), Ywy, € th.

En esta discretizacién, siguiendo a Houston y colaboradores [13], se introdujo el pardmetro de
estabilizacién §, la cual es una funcién positiva en L>°(Q2), que agrega una difusién en la direccién
convectiva, es decir:

El operador as tiene la forma, para c,w € th

as(c,w) = /I{(ct,w) + D(Ve, Vw) + (u.Ve,w + du.Vw) — (n.uc,w)r,,

+O‘(C’ w)rbl =+ 9)((67 w)Fio }dt
N
= Z/ {(ce,w) + D(Ve, V) + (u.Ve, w + du.Vw)
n=1 In

—((n-u)e,w))r,, + ale, w)r,, + Ox(c, w)r,, Hdt
N
+ Z ([c]n—l, w(n—1)+>

donde el ultimo sumando aparece al desacoplar el sistema global y porque las funciones prueba
w e th pueden ser discontinuas en los tiempos t,,.
Adems4s el operador [, es

1s(w) = / (g, ), + (Chw)ry, + Ox(Cotr w)r, } dt
I

3.3.1. Estimativa del error a posterior. Para poder trabajar, en esta etapa debemos
explicitar el orden del método de Galerkin discontinuo en el tiempo, para ello consideremos para
r el orden mas bajo, es decir el llamado método dG(0), el cual es muy relacionado al esquema de
Euler retrasado.

Siguiendo los pasos del método DWR, consideremos el siguiente problema dual

(317) J(¢) = a5(¢a Z)v V¢ € H~,

Consideremos que la solucién continua C' también satisface la ecuacién (3.16), lo cual implica la
ortogonalidad de Galerkin para el error e = C' — ¢y, en esta situacién, considerando la aproximacion
apropiada [ ,]fz € th, la representacion del error toma la formas:

J(e) = as(e, zn) = ale,z — I} z)
N
= Z/ {(es,z — I,lfz) + D(Ve,Vz—IF2) + (uVe,z — Iz +6uVz — I)z)
n=1"1In
_ ((n.u)e, z— I,]fz))rw +ale,z — I;’fz)pbl +0x(e,z — IF2)r, }dt

N
+ Z ([e]"il, (z — Iﬁz)("71)+>

Esta expresion puede ser escrita como:

N

‘](6) = Z Z {(R;CL?Z - I},fz)len + (’I”ﬁ,z - I}Iiz)aKXIn
n=1 KeTp
+ (RC’;, ou.V(z — I,’fz))len

—((n-u)Ch, Z = I;]fz)aKmrwxln + Oé(Cb — Ch, 2 — I}]jz)BKUFbZXI”

+0X(Cent = eny 2 = If 2o, xr, + ([ (2 = [f2)"70F) |
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con los residuales locales Rf y r¥ de la forma

R¥|k == 0y, — DAcy, + u.VC — h,
. —n[Vey], si T CIK\oQ
"RT=N 0,7 si T con
RC}}HK = u.VCy

donde [Vuy] denota el salto a través las aristas de los elementos.

De esta expresion se obtiene los siguientes resultados:

TEOREMA 2. Para la aprozimacion de la ecuacion de transporte de gas COZ2 en el alveolo
pulmonar por el métod del elemento finito discontinuo en el tiempo se tiene la estimativa de error
a posterior

N
h,n  hmn h,n hmn k.n
(3.18) Z Z {PK wie" + e W™ + AR }
n=1 KeTy

donde los residuales y pesos celulares se pueden agrupar de la siguiente manera:
= Términos espaciales

n, _ 1/2
pE" = (||R£||12Kx1 + hKIHT}IiH%KﬂI")
1/2
i = (2 = Ih2lexr, + hxcllz = Iizlloxccr,)
| |
hn
€ = (”RChHKXI + hy (||77-U(Ch)H§Kmexln+
02 2 1/2
« ch - Ch”@KﬁFbxln + 0°x||ceat — ChHaKﬂFioxln)
h, 1/2
wi" = (6% )u.V(z — IiI:Z)H%{xI,L + hil|z — If]fZ”??KmanI”)

= Términos espaciales

"= len]" Mk

"= (- )V

Observe que en la estimativa del error (3.18), el efecto de la discretizacién espacial se puede
separar del efecto del error de la discretizacién temporal

El indicador 7" = pl"w™ 4 €l"w™ se puede usar para controlar el tamaiio de la malla
espacial hx, mientras que el indicador nk M= 'yf("(:f(" controla el paso de tiempo k,, es decir la

malla espacial y temporal son adaptadas independientemente. Los pesos w,w, ¢ son evaluadas por
postprocesamiento al calcular una aproximacién del problema dual.

3.4. Evaluacién de las estimativas de error . A partir del error a posterior (3.18) se
puede deducir un criterio para la adaptaciéon de la malla local y para finalizar el proceso de
adaptacién. Para este propdsito debemos evaluar las estimativas del error local celular, podemos
resolver numéricamente el problema dual perturbado correspondiente con el mismo método que se
usa para calcular ¢p, obteniendo una aproximacién zj € V}f a la solucién exacta z. Si embargo,
el uso de las mismas mallas para calcular la solucién primal y duales no ser obligatorio. En re-
alidad, en el caso de transporte dominante puede ser aconsejable calcular la solucién dual, sobre
una malla diferente; ver ejemplos en [13]. Entonces, los pesos wx pueden ser determinados por una
aproximacién usando interpolacién de orden alto.

Es decir, se obtiene la solucién dual discreta z;, € V} por polinomios bicuadraticos sobre cada
célula, generando una aproximacion 1. }(LQ)zh, esta construccion requiere algin cuidado especial, para
los elementos con nodos ficticios, a fin de preservar el orden de precision del proceso de interpolacién
Sustituyendo en la estimativa del error a posterior (3.18)

(3.19) lz = znllx,  por  |I\Vzn — 2l

Aproximaciones andnalogas pueden ser usadas para los pesos wyg .
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3.5. Estrategias de adaptacién de malla. Usando la notacién introducida anteriormente
tenemos: C' es solucién del problema variacional puesto sobre un dominio bidimensional €2, ¢, es la
aproximacién por elemento finito (bilineal). Ademds, e = C' — ¢, es el error de discretizacion y J(.)
el funcional dual de error e. Escribamos la estimativa de error a posterior (3.18) de la siguiente
forma

N
(3.20) el < <SS Il

n=1KeTy

donde

_ _h,n_ hmn h,n hn kn ~k,n
NK = P Wg + € we +7¢ CF

llamados indicadores de error local, el cual estd en funcién de los residuales celulares y los pesos.
Segun esto, definimos los indicadores de error locales

Nk = h%{PK(uh)WK(Z)

Las estrategias para el diseno de mallas son controladas por una tolerancia dada TOL para
la cantidad del error J(e) y el ntimero de células de la malla, M, el cual mide la complejidad
del modelo computacional. Usualmente la complejidad admisible es restringida por algin valor
maximo M,qz.

Hay varias estrategias para organizar un proceso de adaptacién de malla sobre la base de la
estimativa del error a posterior (3.18). Por fines practicos se presenta la llamada

3.5.1. Estrategia de la fraccion fija. : Ordenamos las células de acuerdo al tamano de 1y

NKy = - 2 NK; = -2 2 1K,

y se refina un cierto porcentaje(digamos 20 %) de células con nx mas grande (o aquellas que
alcanzan hasta el 30 % del valor del estimador) y agrandando el 10 % de las células con con nx mas
pequenio. Por esta estrategia, podemos alcanzar una tasa prescrita de aumento N (o mantenerla
constante como puede ser deseable en cdlculos computacionales).
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