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Resumen

El modelo clasico de Lotka-Volterra pertenece a una familia de ecuaciones diferenciales denominada
“Lotka-Volterra generalizado”, que forma parte de una clasificacion de cuatro modelos de campos
cuadrdticos con centro. Estos modelos han sido estudiados para responder el problema infinitesimal
de Hilbert, que consiste en determinar el nimero de ciclos limites que posee un sistema hamiltoni-
ano perturbado y con centro. En este trabajo, en primer lugar presentamos una prueba alternativa
de la existencia de centros en el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra. Esta nueva prueba se
basa en ecuaciones algebraicas dadas por Kapteyn, que surgieron para responder al problema de
Poincaré para campos cuadrdticos. En sequndo lugar, usando el teorema de la bifurcacion de Hopf,
probamos que modelos depredador-presa mds realistas, obtenidos por una pertubacion no lineal del
modelo de Lotka-Volterra cldsico, poseen ciclos limites.

Palabras clave. Ciclos limites, centro, campos hamiltonianos

Abstract

The classic Lotka-Volterra model belongs to a family of differential equations known as “Generalized
Lotka-Volterra”, which is part of a classification of four models of quadratic fields with center.
These models have been studied to address the Hilbert infinitesimal problem, which consists in
determine the number of limit cycles of a perturbed hamiltonian system with center. In this work,
we first present an alternative proof of the existence of centers in Lotka-Volterra predator-prey
models. This new approach is based in algebraic equations given by Kapteyn, which arose to answer
Poincaré’s problem for quadratic fields. In addition, using Hopf Bifurcation theorem, we proof that
more realistic models, obtained by a non-linear perturbation of a classic Lotka-Volterra model, also
possess limit cycles.

Keywords. Limit Cycles, Centers, Hamiltonian Fields

1. Introduccién. La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales nacié de los trabajos
de Poincaré a finales del siglo XIX. Su idea principal fué derivar propiedades geométricas de las
soluciones, a partir de las ecuaciones que las definen. Dentro de los numerosos problemas que
estudié Poincaré tenemos el problema del centro, relacionado en responder cuando las soluciones
alrededor de una singularidad son érbitas cerradas.

En 1900, David Hilbert present6 una lista de 23 problemas famosos, dentro de ellas se encuen-
tran el octavo, mas conocido como la hipétesis de Riemann y el décimosexto relacionado al ntimero
maximo de ciclos limites de una ecuacién diferencial polinomial, y del cual estaremos interesados.
Debido a la dificultad del problema décimosexto, existen versiones més débiles como el problema
infinitesimal de Hilbert donde se observa la apariciéon de ciclos limites bajo pequenas perturba-
ciones de un campo polinomial hamiltoniano. En el presente trabajo comenzaremos estudiando el
modelo depredador-presa de Lotka Volterra, el cual es un campo hamiltoniano con centro. Este
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modelo pertenece a una de las cuatro componentes del espacio de los campos cuadraticos con cen-
tro, llamado Lotka-Volterra Generalizado el cual ha sido estudiado por Gavrilov [6], Iliev [7] entre
otros. Veremos que bajo ciertas condiciones, si perturbamos este campo hamiltoniano podemos
garantizar la existencia de un ciclo limite. Un trabajo posterior seria calcular las integrales de
Poincaré-Pontryagin-Melnikov en la version compleja, para obtener el nimero maximo de ciclos
limites que pueden aparecer después de la perburtaciéon en una vecindad de una singularidad.

2. Preliminares. Una ecuacién diferencial en un abierto U C R? es de la forma:

' = f(xvy)a
Y =g(z,y),

(2.1)

donde f,g: U — R. Toda ecuacién diferencial tiene asociado un campo X : U — R?2, X = (f, g).
Un punto p € U es llamado singularidad o no reqular de X, si X(p) = (0,0). Ademds, p es una
singularidad no degenerada si la matriz Jacobiana asociada a X en p posee determinante no nulo.
El teorema de Picard nos indica que, por ejemplo, si las funciones son de clase C! en U entonces
por todo punto regular p € U del campo X pasa una unica solucién con valores iniciales. Sobre la
topologia de las soluciones, recordemos que topoldgicamente las 6rbitas del campo X son puntos,
circunferencias o rectas.

2.1. Caso lineal. Por el teorema de Hartman-Grobman, bajo ciertas condiciones es suficiente
estudiar la parte lineal de un campo. Sea la ecuacién diferencial lineal

¥ = Az, AeR¥*2

Por la forma canénica de Jordan, existe matriz invertible P tal que P~ AP = J, donde J depende
de los valores propios de A, esto es, los ceros del polinomio caracteristico de A,

A —tr(A).\ + det(A) = 0.

Dividiremos el estudio de los diagramas de fase del sistema lineal en dos casos.

Caso 1: A tiene valores propios reales. En este caso:

(A0 (A
J‘(o ,\2) 0 J‘(o

Luego, si p = (0,0), tenemos los siguientes casos:
= A1, A2 poseen el mismo signo entonces p es un nodo (tipo I). Un nodo estable si son
negativos o inestable si son positivos.
= A1, A2 poseen signos diferentes entonces p es una silla.
= A >0, pesun nodo (tipo II) inestable o estable si A < 0,

V)
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0< A <X A<0
Repulsor atractor
M <0<\ A =N
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FI1GURA 2.1. Diagramas de fase del caso I

Caso 2: A tiene valores propios complejos a + ib. En este caso tenemos

= a # 0 entonces p es una singularidad de tipo espiral, donde es estable si a < 0 o
inestable si a > 0.
= a = 0 entonces p es una singularidad de tipo centro.

a>0 a=0

b>0 b>0

FIGURA 2.2. Diagramas de fase del caso II

A manera de resumen presentamos la Figura (2.3) que clasifica los diagramas de fase del
sistema lineal, en funcion de la traza y el determinante de A.
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F1GURA 2.3. Diagramas de fase del caso lineal

OBSERVACION 1. En un sistema lineal si aparece una solucion cerrada, entonces todas las
demds soluciones alrededor de p son cerradas. Sin embargo, eso no siempre ocurre para un sistema
no lineal, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.

El oscilador de Van der Pol (1926) el cual modela algunos circuitos eléctricos de radios es
dado por la siguiente ecuacion diferencial de sequndo orden.

"

" —e(1—a?)z’ +x =0, e>0.

FIGURA 2.4. Diagramas de fase del oscilador de Van der Pol cone=1 ye=0,5

El Ejemplo 1 nos muestra que podrian aparecer alrededor de una érbita cerrada, érbitas cuyo
w o a-limite es la misma 6rbita cerrada, vea la Figura ( 2.4). La nocién de ciclo limite aparece por
primera vez en los estudios de las ecuaciones diferenciales en el plano realizados por Poincaré entre
los anos 1880 y 1890.

DEFINICION 1. Un ciclo limite de un campo X es una solucién periédica aislada en el conjunto
de todas las soluciones periddicas de un campo X.
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El siguiente teorema nos da condiciones para garantizar la existencia de ciclos limites.
TEOREMA 1 (Poincaré, Andronov, Hopf). Supongamos que una ecuacidn diferencial

f(z,y,¢)

(22) :g($7y,5),

x/
y/
donde f,g:U x I CR? xR — R son de clase C*', posee una singularidad p € U, para todo € € 1I.

Ademds,
1. los autovalores A1 ¢ y Ao de la linealizacion en p, son imaginarios puros cuando € = €y,

d
2. la parte real de los autovalores satisface %%(Ajyg,sﬂs:% >0,

3. la singularidad p es asintdticamente estable cuando € = €y,
entonces el sistema (2.2) tiene un ciclo limite para todo € € (eo,e0 + 1), para algin r > 0.

Para mayor informacién de los temas tratados puede revisar [2, 3, 10, 15], entre otros.

DEFINICION 2. Una singularidad p € R? de un campo X es un centro, si existe una vecindad
U C R? de p tal que todo punto en U\ {p} es no singular y la solucién pasando por este punto es
cerrada.

El problema del centro, dado por Poincaré, consiste en responder la siguiente pregunta: ; Cuando
una singularidad de tipo centro es un centro?.

El problema del centro es completamente comprendido en el caso de campos cuadréticos debido
a las contribuciones de H. Dulac [5], W. Kapteyn [8, 9], N. Bautin y otros. En 1939, usando una
forma normal de Kapteyn, Bautin dié una lista de condiciones necesarias y suficientes para que una
singularidad de tipo centro sea un centro (vea seccién §4). Un teorema relacionado con el problema
del centro es dado por Poincaré, el cual estd relacionado con la existencia de una integral primera.

DEFINICION 3. Sea f : R2 = R una funcion continua, diremos que f es una integral primera
st no es constante y f(x(t)) = cte, para toda solucion z(t) de (2.1).

TEOREMA 2 (Teorema de Poincaré). Sea X un campo analitico en un abierto U C R? y p una
singularidad aislada no degenerada de X. Entonces, sip es un centro de X, el campo X posee una
integral primera en una vecindad de p.

Para la prueba vea [4, §3].

3. Clasificacién de ecuaciones diferenciales cuadraticas con centro. Toda ecuacion
diferencial cuadratica, para la cual el origen es una singularidad no degenerada de tipo centro,
puede ser llevada mediante un cambio de coordenadas, a la forma

' =y + a2’ + ay1zy + ao2y’,
(3.1) Y ’ ATY ,2Y

! —

Yy =—x+ b270$2 + blwlxy + b072y2.

El problema del centro para campos cuadraticos reales fue considerado por primera vez por
Kapteyn [8], quien dié un conjunto de condiciones algebraicas sobre los coeficientes de (3.1) para
que este posea un centro en el origen.

TEOREMA 3 (Kapteyn [8]). Fl sistema (3.1) tiene un centro en el origen si, y sélamente si,
una de las siguientes condiciones es satisfecha:

(I]I) a2.0 + ap,2 = 0.

(]]) a1 = b270 =0.

(1) 0=a1,1 —2by0 = —b11 +4az0+5ag2 = b%,o + az,0a0,2 + 2a(2)’2.

(H) —b171 — 2&2,0 = a1 — 2()270 =0.

Por el teorema del centro de Poincaré tenemos que estos sistemas poseen una integral primera
local. Para ver la forma de estas integrales consideremos el siguiente lema.

LEMA 1. La ecuacion diferencial cuadrdtica (3.1), puede ser escrita del siguiente modo:

(3.2) 2 = —iz+ A2® + B2z + C7?,

para A,B,C € C.
Prueba:

Como queremos expresar el sistema (3.1) en la forma (3.2), supongamos que tenemos el
sistema (3.2) y asi, sea A = Ay +1A9,B= By +iBs y C = Cy +iCh.
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Sea z = x + iy entonces 2z’ = z’ + iy’. Entonces expandiendo (3.2) en términos de z e y
encontramos que (3.2) es equivalente a (3.1) si, y s6lamente si

1 010 1 0 Aq a2
-1 01 0 -1 0 A2 a1
0 -2 00 0 2 By | _ | aoe
0 1 0 1 0 1 By | | bao
0 -1 0 1 0 -1 Ch b11
2 000 -2 0 Cs bo2
Luego, por medio de una cuenta simple encontramos que:
A i 0 -+ 01 o0 azo
Ay 0 —1 0o+ 0 -1 ann
B | |4 0o 3 00 0 aos
B, ]l 0 o o001 % bao
o] 0 0 0 % 0 ? but
Cy o+ o1 0 —3 boz
a0
Por el lema 1, si z = x + iy, la ecuacién (3.1) puede ser llevada a la forma:
(3.3) 2 = —iz+ Az* + Bzz + C7°.

Luego, tenemos los siguientes casos.
1. Si B=A =0y C # 0; por medio de una rotacién conveniente podemos considerar C' = 1.
Luego, la ecuacién (3.3) tiene la forma:

(3.4) 2 = —iz + 22,

2. SiB=0y A # 0, por medio de una rotacién podemos considerar que A = 1. Luego (3.3)
toma la forma:

(3.5) 2 =—iz4+ 22+ C3* CeC.

3. Si B # 0, por medio de una homotecia y una rotacién, podemos considerar que B = 2,
luego (3.3) toma la forma:

(3.6) 2 = —iz+ A2® + 222+ 07, A CeC.

Asi, aplicando el teorema 3 a lo observado anteriormente, obtenemos la siguiente proposicion.
PROPOSICION 1. Con las notaciones arriba, el origen es un centro de la ecuacién (3.3) si, y
solamente si, por medio de una rotacion o homotecia, una de las siguientes condiciones es satis-
fecha:
A=B=0,C=1
B=0,A=1
B=2, A=-1,C¢R;
B=2 ACeR;
B=2,0Q=4,|C|=2,C¢R.
TEOREMA 4 (Kapteyn [8]). Ezisten cinco tipos de sistemas cuadrdticos con centro:
H: 2/ = —iz+ —2% + 222 + Cz2, C € C\ R, (Hamiltoniano);
Hy: 2/ = —iz + 22, (Hamiltoniano 1);
QF: 2 = —iz+ 22+ 022, C € C, (Lotka Volterra generalizado);
QF: 2 = —iaz +42% + 222 + 22, a,c € R, (Reversible);
Qa: 2/ = —iz+ 422 + 2224+ C72, |C| =2,C € C\ R, (Codimension 4).

Observe que los tipos Hamiltonianos (H y H;) pertenecen a una misma componente conexa,
que junto con los otros tres tipos, forman parte de las cuatro componentes conexas de los campos
cuadraticos con centro.

El lector interesado puede consultar [12] para la prueba del siguiente teorema.

TEOREMA 5. Si la ecuacién (3.3) posee un centro, entonces bajo un cambio de coordenadas,
esta posee una integral de la forma:

1. Py € Rlz,y|, (caso Hamiltoniano, H y Hy);

Crds ot~
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2. zPyl(az + by +¢)", p,q € Z, a,b,c € R, (caso Lotka-Volterra Generalizado, Q% );
3. 2P(y? + Pa(2))?, g €N, p,q € Z, Py € Ry[x,y|, (caso Reversible, QF);

4 P3 (l’, y)2
Pj(z,y)

4. Centros y ciclos limites en modelos depredador-presa.

, Ps € Rs[z,y] y P2 € Rafx,y], (caso Codimension 4, Q).

4.1. Modelo depredador-presa de Lotka Volterra. Uno de los modelos que incorporan
interacciones entre depredadores y presas fue propuesto en 1925 por el biofisico americano Alfred
Lotka y en forma independiente por el matemaético italiano Vito Volterra.

¥ =mrax—bxy =bzx (Tl - y)
by
(4.1)
/ T2
Y = —ray + baxy = boy (_b + 33)
2

con r1,792,b1,bs son constantes reales positivas que describen la interacciéon de las dos especies.

N r2
No N= ™

1T
Ny <0, Ny <0

v
Ni>0, Na>0

1
Ny >0, Np<0

0 - > N,

FIGURA 4.1. Diagrama de fase de un sistema Lotka Volterra. Grafico extraido de [13]

Una manera natural en el que aparecen este tipo de ecuaciones es por ejemplo la relaciéon
entre linces (depredadores) y conejos (presas). La companfa Hudson Bay anoté cuidadosamente el
crecimiento y decrecimiento de la poblacion de estas dos especies viviendo en un bosque al norte
de Canad4, en el periodo 1800-1900, Figura ( 4.2).

Hares

pelts { thousands) per year
—— | ynx

90
80
70
50
50
40
30
20
10 r
O . . . . . B
1895 1900 1905 1910 1915 1920 1%,.

number of pelts thousands

FIGURA 4.2. Datos de la compariia Hudson Bay. Grdfico extraido de [1]
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Si colocamos z(t) e y(t) a las poblaciones de conejos y linces respectivamente, la razén de
cambio de las presas es en cada momento proporcional al nimero de ellas(en ausencia de linces la
constante es positiva) menos una tasa proporcional a x(t)y(t) debido al consumo de zorros. Esto
es,

d
ch = ayz(t) — byx(H)y(t), ai,by > 0.

Andlogamente, la razén de cambio de los linces es proporcional al nimero de de ellas(en ausencia
de conejos la constante es negativa) mas una tasa proporcional a z(t)y(t) debido al encuentro de
linces y conejos. Esto es,

d
di; = —asy(t) + baz()y(t), as, by > 0.

4.2. Anadlisis del modelo Lotka-Volterra. El campo lineal asociado a la ecuacién (4.1),
es

X = (ra — bizy, —roy + baxy) .

T2 T1

—,—]. Las matrices
by’ b1> H

Luego las singularidades del campo X son los puntos p; = (0,0) y ps = (

correspondientes al Jacobiano de los puntos p; y p2 estdan dados por

At 0 . 0 _béﬁ
A1—|:O —T‘g] Ay = bi% 02

Claramente, como los autovalores de A; son r; y —ry el punto p; es un punto silla inestable. Con
respecto al punto ps, los autovalores asociados a la matriz Ay son A = &,/r17r2i. En particular, ps
es una singularidad de tipo centro.

TEOREMA 6. El punto py = (%, %) es un centro para la ecuacion de Lotka-Volterra. Ademas,
p2 es una singularidad de tipo morse.

Prueba: Si consideramos la traslacién, z — x + g—;, y—y+ Z—i, entonces py = (0,0) y el
sistema ( 4.1) es de la forma,

,birg

=y bizy

(4.2) . Z
'= 20 4 by

by

Por otro lado, para obtener la forma candnica de Jordan de la matriz A asociada a la parte lineal
del campo en p», debemos calcular los autovectores complejos asociada al autovalor —,/rirai,
considerando A como una matriz compleja. Es facil comprobar que v = [b1y/T2  boy/714] " es un
autovalor complejo de A. Luego, si consideramos

obtenemos que

\/T172 0

es la forma candnica de Jordan de la matriz A. Consideremos el cambio de coordenadas lineal,

u| _ |biy/T2 0 x

vl 0 bay/T1| (Y]
Como u = byi\/r2x y v = biy/ray entonces v = by/r22’, v = b1\/ray’, y reemplazando en la
ecuacion (4.2) la nueva ecuacién diferencial es de la forma

u = —\/r11r9v — biba\/rauv

v' = \/rirau + bibay/Touv

PlAP — [ 0 —\/7’17"2] ’
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cuyas soluciones son las mismas que la ecuacién diferencial

b1bay/T bib
x,:w@w:ﬁ%zw

\/T172 VT2
b1b

Yoo by b
N NG

(4.3)

bib
De las ecuaciones diferenciales (3.1) y (4.3) tenemos que asp = ag2 = bog = bp2 = 0, a1 = 172

VT2
b1bo

y b11 = —=. Por el Teorema ( 3), como asg + agz = 0 entonces ps es un centro. Por otro lado,
T1

en la prueba del Teorema ( 2), se tiene que todo campo con un centro p no degenerado posee una
integral primera analitica en una vecindad de p de la forma f(z,y) = 2% + 3% + t.0.s, esto es, py es
una singularidad de tipo morse.

a0

COROLARIO 1. La ecuacion ( 4.1) posee un centro siry y ro poseen el mismo signo y by, by € R.

4.3. Ciclos limites en modelos depredador-presa. En la aislada selva amazoénica peru-
ana, una anaconda acecha y captura a un ratén. Este antiguo drama del cazador y el cazado es
repetido en sistemas ecolégicos alrededor del mundo. Los depredadores como el oso de anteojos,
otorongo, aguila, y sus correspondientes presas, exhiben patrones de crecimiento que aparentan
repetirse cada 10 anos. La explicacién de las condiciones que permiten a las poblaciones, tanto de
depredadores como de sus presas, fluctuar en un aparente patrén estable, ha sido de largo interés
para los conservacionistas de animales.

Los estudios de los patrones de poblacién animal motivan a los matematicos a construir modelos
de interacciones depredador-presa, en los cuales hay una tinica solucién peridédica o ciclo, que atrae
a todas las demas soluciones. Uno de tales modelos lleva al sistema planar auténomo

x’:rﬂc(l—g)—yﬂ
k b+
axr
b+x’

(4.4)

Y =—cy+dy

donde z denota el niimero de presas, y el nimero de depredadores, y 7, k, a, b, c y d son constantes
positivas.

Dado que el sistema anterior representa interaccién de poblaciones, buscamos que las soluciones
y los puntos singulares del sistema se encuentren en el primer cuadrante.

Fijado k > 0, consideremos el campo

axr

x ax
X = (m (1_ E) _ylﬂrax’_cy+dyb+x) '

Las singularidades son

bc  rdb(kda — kc — be
tpl :(0,0), p2:(ka0)a pP3 = (dac’ (k(dac)2 )> :(-’EanO)a

donde el punto ps se encontrard en el primer cuadrante si kda — kc—bc > 0, esto es, k(da—c¢) > be.
Esto a su vez implica que ad — ¢ > 0.

En la siguiente proposicién comprobaremos que la ecuacién (4.4) satisface las condiciones del
Teorema ( 1).

PROPOSICION 2. El campo X asociado a la ecuacion (4.4) posee un ciclo limite en una

d

vecindad de ps para todo k € (ko,ko + 1) conr >0y y ko = badJrc'
ad — ¢
es una singularidad de X} para todo k. Ademas, fijado k, la parte lineal del campo X asociado al

punto p3 es de la forma

Prueba: Claramente p3

r—&x _ abyg —axg
5= k0 (b+x0)? bta
k dabyg 0

(b+ x)?
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Luego

kda — ke — b
det(Jy) = & = 9 -,

cr(b(c+ ad) + (¢ — ad)k)
(kda(c — ad))

tT(Jk) =

1

2adk(ad — c) (Brst

Observe que tr(Jx)|k=k, = 0. Por otro lado los autovalores de Ji, son Ag + =

/@), donde

B = —bc*r — abedr — Ekr + acdkr
oy, = cr(—4ad(c — ad)?k(—bc — ck + adk) + c(b(c + ad) + (¢ — ad)k)?r)

Como k — ay, es continua y ay, = 4a?b?cd?r(c — ad)(c + ad) < 0 entonces existe una vecindad de

Br

ko donde VO = 6kl., (Sk; € R, y éRe()\k’:t) = m Como
d —cr(c — ad)
2 Re(n _—alemad)
ax e e) vep,  2abd(c+ad)

solo resta probar que p3 es asintéticamente estable. Si trasladamos ps al origen, mediante el cambio
de coordenadas

rbd(kad — ke — be)
Y

c
- -
SRR 4 + k(da — ¢)? ’

obtenemos el sistema

— (be — (¢ — ad)z) (b(c + ad)rz — (c — ad)) (—kra + ra® + aky)
(¢ —ad)k(cx — ad(b+ x))
z (—=b%cdr + be(—c + ad)kr + (c — ad)?ky)
k(—cx + ad(b+ x))) ’

a' = fz,y) =

Y =g(x,y) =

el cual en coordenadas polares es dado por,
r" = f(rcos(f),rsin(0)) cos(d) + g(r cos(d), rsin(f)) sen(6)

0 = %(g(r cos(0),rsin(f)) cos(d) — f(rcos(8), rsin(f)) sen(h))

Observemos que, para 6 = 0,

, _ o(=bc+ (c—ad)r) (c—ad) (—r)
Plemko =7 (c — ad)ko(—abd + (¢ — ad)x) <0,

bc  bec+ abd + (c — ad)kg
ad — ¢’ c—ad
por el teorema de bifurcacién de Hopf, tenemos que para ky < k, proximo de kg, el campo Xy,
posee un ciclo limite. O

siempre que r # 0, . Asi, el origen es asintfoticamente estable. Luego,

5. Comprobacién numérica. En esta seccién presentaremos algunas soluciones obtenidas
numéricamente del sistema (4.4). Dichas soluciones fueron obtenidas usando Octave 4.0.

EJEMPLO 2.

2

r=x(l-x2)—vy *
1+

(5.1) 9
/
= — 2
Yy Y+ y1+x’

En este caso, kg = 5/3 ~ 1,6667 y ps = (1/3,8/15). Por la Proposicion 2, para k > ko, prézimo
a ko, el sistema asociado posee un ciclo limite. Esto es comprobado numéricamente por la Figura

5.4.
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Figura 5.1. k= 1,5

FIGURA 5.2. Para k = 1,5 < ko, p3 es asintoticamente estable

Figura 5.3. k= 1,8

F1GURA 5.4. Para k = 1,8 > ko, obtenemos un ciclo limite.
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