Journal homepage: http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM/index

- SELECCIONES MATEMATICAS
Universidad Nacional de Trujillo
ISSN: 2411-1783 (Online)
Vol. 04(01): 30-37 (2017)

Invariantes de Laplace en hipersuperficies parametrizadas por lineas de
curvatura

Laplace invariants in hypersurfaces parametrized by lines of curvature

CARLOS M. C. RIVEROS* AND ARMANDO M. V. CORRO**

Received, Feb. 05, 2017 Accepted, May. 20, 2017
Resumen
En este trabajo, usando la teoria de invariantes de Laplace damos otra demostracion del siguiente
resultado: Una hipersuperficie de Dupin prépia M™ para n > 4 en R™! con n curvaturas princi-
pales distintas y curvatura de Mobius constante, no puede ser parametrizada por lineas de curvatura.
También, estudiamos clases especiales de hipersuperficies M™,n > 3, en R"*, parametrizadas por
lineas de curvatura con n curvaturas principales distintas y obtememos una relacion geométrica
cuando los invariantes de Laplace son nulos, mostramos que las foliaciones de M™ son hipersuper-
ficies umbilicas si y solamente si my;, = 0. Ademds, las foliaciones de M™ son hipersuperficies de
Dupin si y solamente si m;; = 0.
Palabras clave. Invariantes de Laplace, hipersuperficies de Dupin, lineas de curvatura
Abstract
In this work, using the Laplace invariants theory we give other proof for the following result:
A proper Dupin hypersurfaces M™ for n > 4 in R with n distinct principal curvatures and
constant mobius curvature, cannot be parametrized by lines of curvature. Also, we study special
classes of hypersurfaces M™,n > 3, in R*, parametrized by lines of curvature with n distinct
principal curvatures and we obtain a geometric relation when the Laplace invariants are vanish,
we show that the foliations of M™ are umbilical hypersurfaces if and only if ms;, = 0. Moreover,
the foliations of M™ are Dupin hypersurfaces if and only if m;; = 0.
Keywords. Laplace invariants, Dupin hypersurfaces, lines of curvature

1. Introduccién. Superficies de Dupin fueron estudiadas inicialmente por Dupin en 1822 y
mas recientemente por otros autores por ejemplo [1]-[3], [6]-[11] y [13]-[16], los cuales estudiaron
varios aspectos de las hipersuperficies de Dupin. la clase de hipersuperficies de Dupin es invariante
por el grupo de transformaciones de Lie (ver [10]). Por lo tanto, la clasificacién de las hipersuperfi-
cies de Dupin es considerada a menos de estas transformaciones. La clasificacion local de superficies
de Dupin en R3 es bien conocida. Pinkall [9] dio una completa clasificacién a menos de equiva-
lencia de Lie para hipersuperficies de Dupin M3 C R*, con tres curvaturas principales distintas.
Niebergall [8] y Cecil-Jensen [3] estudiaron hipersuperficies de Dupin propias con cuatro curvaturas
principales distintas y curvatura de Lie constante (cociente de cuatro curvaturas principales).

Tenenblat et al. en [15] mostraron que una hipersuperficie de Dupin prépia en R**1 con n
curvaturas principales distintas y curvatura de Mobius constante no puede ser parametrizada por
lineas de curvatura. Observamos que en este caso la condiciéon de la curvatura de Mobius ser
constante es equivalente a tener todos los invariantes de Laplace m;;; nulos.
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En este trabajo, damos otra demostracién para el resultado obtenido en [15]. También, es-
tudiamos clases especiales de hipersuperficies M™,n > 3, en R"*!, parametrizadas por lineas de
curvatura con n curvaturas principales distintas. Mostramos que las foliaciones de M™ son hiper-
superficies umbilicas si y solamente si m;;, = 0. Ademas, las foliaciones de M™ son hipersuperficies
de Dupin si y solamente si m;; = 0. Estas caracterizaciones son basadas en la teorfa de invariantes
de Laplace n-dimensionales, introducidos por Kamran-Tenenblat [4]-[5].

2. Material y Métodos. En este trabajo fueron estudiadas las hipersuperficies parametrizadas
por lineas de curvatura com n curvaturas principales distintas en R™*!, usando la teoria de invari-
antes de Laplace obtuvimos algunas propiedades geométricas de las foliaciones de dichas hiper-
superficies. La teoria de invariantes de laplace ha sido usado para realizar diversos estudios de
las hipersuperficies de Dupin parametrizadas por lineas de curvatura, ver por ejemplo [12]-[15].
El método a ser usado es el cientifico, esto es, a partir de un conjunto de resultados o hipdtesis
obtendremos a través de deducciones logicas nuevos conocimientos.

2.1. Objeto de estudio. El objeto estudiado en este trabajo son las hipersuperficies parametrizadas
por lineas de curvatura com n curvaturas principales distintas en R™*!, el estudio de algunas
propiedades de las foliaciones de tales hipersuperficies sera abordado usando la teoria de invari-
antes de Laplace n- dimensionales ( [4]-[5]).

2.2. Base tedrica. A seguir daremos algunas definiciones y propiedades de las hipersuperfi-
cies parametrizadas por lineas de curvatura, que serdan usados en las demostraciones de los resul-
tados principales, para esto, sea {2 un subconjunto abierto de R™ and x = (z1,22, -+ ,2,) € Q.
Sea X : Q C R® — R*! n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura, con
curvaturas principales distintas —);, 1 <i<ny N :Q C R* — R*"! un campo vectorial normal
unitario de X. Entonces

(2.1) (X, X j) =659, 1< 1,5 <n,
N;=NX,,
donde el subindice ; denota la derivada con respecto a ;.
Ademas,
(23) X,ii - ZFiiX’j - gu)\zN = 0,
J
(2.4) Xij—TyX;—TLX,; =0, 1<i#j<n,
i Ai j .
(25) Fij:)‘j_)\i7 ISZ#JSWH

donde Ffj son los simbolos de Christoffel.
Los simbolos de Christoffel en términos de la métrica (2.1) son dados por

Eo_ i Yiii i Giig i Yiij
(26) Fij - 07 Fzz - qu" Fii - 7%7 Fﬁj - 29ii )

donde 1,7,k son distintos.

Ahora consideremos los invariantes de Laplace n-dimensionales del sistema de ecuaciones (2.4)
(ver [4]-[5] para la definicién de estos invariantes),
(2.7) miy = s AT
migr = Uiy —TF . k#i,j, 1<k<n.
Como una consecuencia de (2.5) y del Lema obtenido en [5], obtenemos para 1 < 4,7, k,1 <
n, 1,7, k,l distintos,

Mijk + MEji =

Mijk,k — M4jkMjki — Mij

(2.8) Mgk + Mijk Mk + Mk M5
Mijk — Mijl — Mijk

Miik,j T MijiMkil + MijkMki; =

Il
cocoooo
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La ecuacién de Gauss para la inmersién X es dada por

1 ; P . 1 . o ; FﬁkI‘jk
(29)  — [Phy + T =T + — [D + T - Ti + >0 =525 4o =0,
9jj 9ii kit Jkk

Para hipersuperficies con curvaturas principales distintas, la curvatura de Mdébius es definida,
para distintos i, j, k, por

Cijk _ Ai *)‘j.
VDY

Como todos los ); son distintos concluimos que C* # 0 y C* #£ 1. Las curvaturas de Mdbius
son invariantes por transformaciones de Mobius.

DEFINICION 1. Una hipersuperficie M™ es dicha de Dupin si cada curvatura principal es
constante a lo largo de su correspondiente superficie de curvatura. Una subvariedad de Dupin M™
es dicha propia si el nimero g de curvaturas principales distintas es constante sobre M™.

LEMA 1. Sea X : Q C R* — R™ n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de
curvatura, con curvaturas principales distintas —X;, 1 < i < n. Entonces las curvas coordenadas

_ 0 .0 0 0 0y 4; Sain L .
ai(w;) = X (7,25, 271, mi, 204, -+, xy) tienen curvatura geodésica ky determinada por
i\
(2.10) B =>—X] .
i \ Vi
Prueba: Considerando la linea de curvatura o;(z;) = X (29,29, 29 1, 25,29, - ,20) vy

usando una reparametrizacién por longitud de arco s(u;), tenemos que

dot B dot du; B X

5

ds du; ds Gii
Derivando una vez mas
2 i
d*a’ X gdug X Gii

ds? vV 9ii ds 29%

Como dd“; = \/% y usando (2.6) sigue que
d*a’ 1 i

Ahora usando (2.3) obtenemos

d2 % 1 : 3
T:? - E )X 5+ guhiN — X ;T
X3 ]

De esta expresién y de la ecuacién (2.6)
d2qt ]:‘zj

j#i 997

Por tanto (2.10) sigue de esta ecuacién y la prueba estd concluida. O
La siguiente Proposicién fue obtenida en [12].

PROPOSICION 1. Sea X : Q C¢ R® — R, n > 3, una hipersuperficie parametrizada por
lineas de curvatura, con curvaturas principales distintas —X;, 1 <i < n.
Las lineas de curvatura o;(z;) = X (29,29, - - ,x?ﬁl,zi,z?+1,~~ ,20), 1 < i < n son planas si y

solamente si

(2.11) Xiilhy + Aimi; =0, 1<i#j<n.



Riveros and Corro.- Selecciones Mateméticas. 04(01): 30-37 (2017) 33

3. Resultados. En esta seccién damos otra demostracién del resultado obtenido en [15].
Ademads, demostramos resultados que proporcionan caracterizaciones locales de ciertas clases de
hipersuperficies M"™ C R"*!, parametrizadas por lineas de curvatura con n curvaturas principales
distintas en cada punto.

TEOREMA 1. Una hipersuperficie de duping prépia M™ para n > 4 en R™*! con n curvaturas
principales distintas y curvatura de Mobius constante mno puede ser parametrizada por lineas de
curvatura.

Prueba: Asuma que M™ admite una parametrizaciéon X (z1,--- ,z,) por lineas de curvatura
con curvaturas principales distintas —\;. Esta parametrizacién satisface (2.4) y usando el hecho
que en el caso de Dupin, la curvatura de Mdbius es constante si y solamente si los invariantes de
Laplace satisfacen m;;; = 0, obtenemos que la transformacién

X=VX, V=

1
N i # j, para i,7j fijos.

transforma el sistema (2.4) en el siguiente sistema

(3.1) Xij =X = Xjr = X = 0.

cuya solucién es dada por X = ZHT(xT), donde H"(z,) son funciones vectoriales en Rt de
r=1

esta forma obtenemos que

n

(3.2) X=y ! . ; H™ (2,).

Como, X es parametrizada por lineas de curvatura de (3.2), por derivacién encontramos

o"#£0,1<r<n,

(3.3) <o ol>=0,1<r#l<n,
<o, ol xo? . xo" >
(3.4) A= (O — A2 ,
! o7 ?lo[|o?] - - |0

donde o' =TY,A+ Hy y of =TL A+ HY, k#i, A=Y H' ().
r=1
De (3.3) tenemos que {o?, 0%, N} es una base de R"*!, por tanto

(3.5) U,Tr:frlol+f7“202+"'+f7‘r0'r+"'+frn+1N
Usando (3.5) en (3.4)

(3.6) A= (N — )\i)fm“

o |?
y por tanto

AT T2

De esta expresién y (3.5) sigue que

J,Tr = frro" + frnt1N.

Ahora, si existe t # r tal que fin11 # 0y frn+1 # 0 podemos concluir que N es constante y como
consecuencia las curvaturas principales son nulas, la cual es una contradiccion.
Si frnt1 # 0 para algin r y fiy+1 = 0 para todo t # r, sigue de (3.4) que A\; = 0 y tenemos una
contradiccién.
Si frne1 = 0 para todo r, de (3.6) sigue que A, = 0 y nuevamente tenemos una contradiccién, de
esta forma, la demostracién esta completa. O

TEOREMA 2. Sea M™ C R"*! n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatu-
ra, con n curvaturas principales distintas —\;.
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1) Las foliaciones de M™ son hipersuperficies umbilicas en M™ si y solamente si m;jr =0, V1 <
i#j#k<n,
2) Las foliaciones de M™ son hipersuperficies de Dupin en M™ si y solamente si m;; =0, V1 <
i#j<n,
3) Sim;; = 0. Entonces las lineas de curvatura tienen curvatura geodésica constante.

Prueba: 1) Sea X (z1,---,2,) una parametrizacién local de M™ por lineas de curvatura y
considere la foliaciéon de M™ dada por

Y(zla"' 7937“) :X(Ilax27"' 7:E7"ax2+17"' az%)a

Mostraremos que Y es umbilica. De hecho, los vectores

. X
(3.7) N =—L r+1<j<n
VYii

son campos normales unitdrios a Y en M™.
Derivando (3.7) con relacién a x; y usando las ecuaciones (2.4)-(2.6) obtenemos

, I,
(3.8) N.=—LX,; 1<i<r.
T V9
De aqui, las curvaturas principales de Y son dadas por
i

. I?.
(3.9) N=—"L 1<i<r
NOT

Por tanto, Y es una hipersuperficie umbilica en M™ si y solamente si /\f = )\i, 1 # j # k. De
(3.9) tenemos que I'}; = F’,:j, i # j # k, usando (2.7) obtenemos el resultado.

2) De forma semejante al ftem 1), usando (3.9), Y es una hipersuperficie de Dupin en M™ si
y solamente si )\zl = 0, es decir, si y solamente si

(3.10) —4) =0
Vi )

De la ecuacién (2.7) sigue que (3.10) es equivalente a m;; =0, @ # j.

3) Derivando la ecuacién (2.10) con relacién a z; tenemos

Kiki = ij Qi gjm‘ .
7 ; Vi <@ 2(g;;)%/
Utilizando (2.6) y (2.7) obtenemos

o Téomy;
_ J J

Ky bga=—)_ ——.
Gz Jii

Usando esta expresién y del hecho de que m;; = 0 tenemos que k;l = 0 y de esta forma obtenemos
el resultado. O

COROLARIO 1. Sea M™ C R™"t! n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de cur-
vatura, con n curvatures principales distintas —\;. Si las foliaciones de M™ son hipersuperficies
umbilicas en M™. Entonces estas foliaciones son hipersuperficies de Dupin en M™.

Prueba: Del Teorema 2 (item 1)), tenemos que m;;r = 0, 1 < i # j # k < n, usando este
hecho en la segunda ecuacién de (2.8), sigue que m;; = 0, i # j. Por tanto, el resultado sigue del
Teorema 2 (item 2)). O

LEMA 2. Sea M™ C R*"! n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura
planas, conn curvaturas principales distintas —\; cuyas foliaciones son superficies minimas, m;; =
0,i#7 y Aj+ A #0, j #k. Entonces M" es de Dupin.
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Prueba: Sea X(x1,--- ,x,) una parametrizacién local de M™ por lineas de curvatura. Con-
sidere la foliacién (superficie minima) de M"™ dada por

0 .0 0
Y(xraxr-i-l) :X(I171‘27"' y Ly g1y 70 7xn)7 1<r<n

; Xj ) s
Los vectores NJ = ~=L j = r r + 1 son campos normales unitdrios a Y y las curvaturas
VYij
principales son dadas por (3.9).
Como, las foliaciones son superficies minimas tenemos que

(3.11) NAN =0 I+, =0,j#rr+1

r

Por otro lado, como las lineas de curvatura son planas y m;; = 0, obtenemos

Suponiendo que A;; # 0, ¢ # j, obtenemos que F{j =0.
De la ecuacién de Gauss sigue que

J J (19 i NG =

[ + 150 = T + Aidjgi = 0,
(3.12) Diii + Thi(Thi = Th) + Aidwgis = 0.
De las ecuaciones (3.11) y (3.12) tenemos

)\Z()\j + )\k)gn =0.

De esto, sigue que A; = 0 la cual es una contradiccién, por tanto A;; = 0 y de esta forma M" es
de Dupin. Esto concluye la demostracién. O

OBSERVACION 1. La reciproca del Lemma 2 no es verdadera. De hecho, consideremos la hiper-
superficie de Dupin parametrizada por lineas de curvatura dada por

X(l’l,fEQ,.’Eg) =

e %2 [ sinx; Ccos T
Ve \Ve=1" e=1'

Las curvaturas principales de X son dadas por

sin xz, — cos x;;) ,c> 1.

/\1 = —(C— 1)612, )\2 = 0, )\3 = "2,

Ademas,
mij:O, 1§’L7éj§3,
A+ Ay = —(C — 1)6x2 #0,
)\1 + )\3 = —(C - 2)6$2 7é O7
Ao + A3 = €72 £ 0.
También,

F%Q = ng =-1, F%:‘) = F%:s = Fgl = F%l =0.

X
Considerando la foliacién Y (z1, z3) de X con vector normal N2 = =2 y usando (3.9) obtenemos
922
que las curvaturas principales de esta foliacién son dadas por

M =\2 = —Vc— le™,
de esto, sigue que A2 + A2 = —2y/c — 1e®2 # 0 y por tanto esta foliacién no es minima.

LEMA 3. Sea M™ C IR""' n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura,
con n curvaturas principales distintas —X;, 1 <1 < n. Las lineas de curvatura son curvas de Dupin
planas en M™, si y solamente si , M™ es de Dupin.
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Prueba: Sea X(x1, - ,x,) una parametrizacién de M™ por lineas de curvatura y o;(x;) =
X (29, 2, -+ ,22) una linea de curvatura de X.
Como, N7 = ) j # i son campos normales unitdrios a a; y las curvaturas principales son

VY95;
ij

7
dadas por (3.9), tenemos que, a; es una curva de Dupin si y solamente si = 0, esta
)
condicion es equivalente a m;; =0, 1 <14 # j < n. De la Proposition 1, sigue que /\iyifﬁj =0yde
esto, obtenemos A; ; = 0. Por tanto, M™ es de Dupin. O
LEMA 4. Dada una hipersuperficie M™ C R"* . n > 3, parametrizada por lineas de curvatura
planas con n curvaturas principales distintas —X;, 1 < i < n. Eziste una hipersuperficie M™ C

S+l parametrizada por lineas de curvatura con n curvaturas principales distintas \; satisfaciendo

(3.13) F)\vzyzfzj +X17’7V”L” =< X, X;i>N;+<X,N>my;, 1 <14 #j<n.

donde X es una parametrizacion de M™ y N es un campo normal unitdrio a X .
Prueba: Sea X una parametrizacion local de M™. Considerando la proyeccién estereografica
PRt — gntl c R"*2 dada por
1

P = e
(@) I+ <zz>

(2z,1— <z, >),

obtenemos la hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura M™ C S+ con parametrizacion
dada por X = P(X). Por un calculo directo, podemos mostrar que las curvaturas principales de
X son dadas por

~ +< X, X > .
(3.14) Ai:—%)\i+<X,N > 1<i<n.
Usando (3.14) obtenemos los simbolos de Christopher de X
= ; <X, X;>
1 Il =Tt -2~ = 1<i4£j<n.
De (3.15) tenemos que m;; = m;;. Por otro lado, derivando (3.14) con relacién a x;
- 1+ < X, X >
(3.16) )\i,i = _%)\i,i

Por tanto, el resultado sigue de la Proposition 1 y de las ecuaciones (3.14)-(3.16). O

4. Discusion. En este trabajo usando a teoria de invariantes de Laplace:

1. Dimos otra demostracién de un resultado obtenido en [15], el cual afirma que para n > 4
hipersuperficies de Dupin propias con n curvaturas principales distintas y curvatura de
Mobius constante no pueden ser parametrizadas por lineas de curvatura.

2. También obtenemos relaciones geométricas en estas hipersuperficies, a saber, que las fo-
liaciones de una hipersuperficie M"™ parametrizada por lineas de curvatura pueden ser
hipersuperficies umbilicas en M™ (si m;;r = 0) o hipersuperficies de Dupin en M™ (si
m;; = 0). Ademds cuando m;; = 0 la curvatura geodésica de las lineas de curvatura es
constante.

3. Considerando hipersuperficies parametrizadas por lineas de curvatura plana cuyas folia-
ciones son superficies minimas y algunas condiciones sobre las curvaturas principales e
invariantes de Laplace mostramos que esta hipersuperficie tiene que ser de Dupin.

4. Finalmente, decir que las curvas coordenadas de una hipersuperficie parametrizada por
lineas de curvatura son curvas de Dupin planas es equivalente a decir que esta hipersuper-
ficie es de dupin.

5. Conclusiones. De los resultados obtenidos en este trabajo podemos hacer las siguientes
conclusiones:
Para n > 4, no existen hipersuperficies de Dupin propias parametrizadas por lineas de curvatura con
n curvaturas principales distintas y curvatura de Mobius constante. Toda foliacion umbilical de una
hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura es de Dupin. No siempre las foliaciones de una
hipersuperficie de Dupin son superficies minimas. Dada una hipersuperficie en R**! parametrizada
por lineas de curvatura siempre es posible encontrar una hipersuperficie parametrizada por lineas
de curvatura en la esfera unitaria S"*! satisfaciendo la ecuacién (3.13).
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6. Recomendaciones y Propuestas. Resultados semejantes pueden ser obtenidos con-
siderando hipersuperficies parametrizadas por lineas de curvatura con curvaturas principales dis-
tintas en H**!, por aparecer futuramente.
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