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Аннотация. Рассмотрен способ вычисления суммы числового ряда, использующий 

метод почленного интегрирования специально подобранного функционального ряда. 

 

Abstract. A method for calculating the sum of a number series is considered, using the 

method of term-by-term integration of a specially selected functional series. 
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Ряды находят широкое применение в различных областях современной науки. В нашей 

работе [1] рассмотрены некоторые нестандартные подходы к решению задач по теме «Ряды». 

В практических задачах возникает также необходимость в вычислении суммы ряда, что в 

ряде случаев представляет особую сложность, так как решение таких задач требует 

изобретательности, догадки, творческого подхода. 

Одной из важных целей данной работы является: дать возможность студентам более 

глубоко изучить курс математического анализа, способствовать развитию их интереса к 

математике, развитию творческого мышления, способностей применять теоретические 

знания в практической деятельности. Достижению этих целей помогает решение специально 
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подобранных задач. Широкий выбор задач повышенной сложности имеется, например, в 

классическом сборнике задач [2].  

В некоторых случаях удается подобрать функциональный ряд с известной суммой, 

почленное интегрирование которого приводит к нахождению суммы исходного ряда. 

 

Рассмотрим пример: Вычислить сумму ряда 

 

𝑆 =  ∑(−1)𝑛+1
1 ∙ 3 … (2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3)

2 ∙ 4 … (2𝑛 − 2)(2𝑛)

∞

𝑛=1

 

 

Решение. Сначала докажем соотношение 

 

𝐼 =  ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝜋

2
∙

(2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3) … 3 ∙ 1

2𝑛(2𝑛 − 2) …  4 ∙ 2 

𝜋
2

0

.                                        (1) 

Вычислим интеграл (1): 

𝐼 =  ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

= ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥𝑑𝑥 − 𝐼1

𝜋
2

0

𝜋
2

0

.                             (2) 

 

Интеграл I1 будем вычислять по частям: 

 

𝐼1 = ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = |

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑥,   𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑣 = −
1

2𝑛 − 1
𝑐𝑜𝑠2𝑛−1𝑥

| ==  −
𝑠𝑖𝑛𝑥

2𝑛 − 1
𝑐𝑜𝑠2𝑛−1𝑥 |

𝜋

2
0

𝜋
2

0

 

+
1

2𝑛 − 1
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

==
1

2𝑛 − 1
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

.                                       (3) 

 

Из соотношений (2) - (3) получаем 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥𝑑𝑥 −
1

2𝑛 − 1
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 

Отсюда выводим рекуррентную формулу  
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∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

2𝑛 − 1

2𝑛
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥𝑑𝑥 =  

(2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3)

2𝑛(2𝑛 − 2)
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛−4𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

…

=
𝜋

2
∙

1 ∙ 3 … (2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3)

2 ∙ 4 … (2𝑛 − 2) ∙ 2𝑛
.                                                                      (4) 

 

Воспользуемся последней формулой для вычисления искомой суммы ряда. Имеем 

 

∑(−1)𝑛+1
1 ∙ 3 … (2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3)

2 ∙ 4 … (2𝑛 − 2) ∙ 2𝑛

∞

𝑛=1

=

=
2

𝜋
∑(−1)𝑛+1

∞

𝑛=1

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜋
∫ ∑(−1)𝑛+1

∞

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥.                (5)

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 

Вычислим интеграл в правой части равенства (5): 

 

𝐴 = ∫ (𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 − 𝑐𝑜𝑠8𝑥 + ⋯ + (−1)𝑛+1𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 + ⋯ )𝑑𝑥
𝜋

2
0

 . 

 

Подынтегральной функцией является геометрическая прогрессия со знаменателем  

 

 𝑞 =   𝑐𝑜𝑠2𝑥 (𝑐𝑜𝑠2𝑥 < 1) и суммой 
𝑐𝑜𝑠2𝑥

1+𝑐𝑜𝑠2𝑥
  . 

 

Следовательно, 

𝐴 =  ∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑥 =  ∫ (1 −
1

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

.                                        (6) 

Вычислим 

 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
= |

𝑡 = 𝑡𝑔𝑥, 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡

𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
, 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1

1 + 𝑡2

|

𝜋
2

0

=  ∫
𝑑𝑡

(1 + 𝑡2) (1 +
1

1 + 𝑡2)

∞

0

=

= ∫
𝑑𝑡

2 + 𝑡2
=

1

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡

√2
|
∞
0

=
𝜋

2√2

∞

0

 

 

Учитывая соотношения (5) - (6), находим искомую сумму ряда 

 

∑(−1)𝑛+1
1 ∙ 3 … (2𝑛 − 1)(2𝑛 − 3)

2 ∙ 4 … (2𝑛 − 2)(2𝑛)

∞

𝑛=1

= 1 −
1

√2
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Решение задач не примитивных – на применение формул, а требующих от студентов не 

только прочных знаний по программе, но и творческого подхода, побуждает студентов 

развивать свою математическую интуицию, логическое мышление, помогает подготовке к 

математическим олимпиадам. 
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