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Аннотация  

В статье представлен новый метод измерения спектра оптических вихрей (квадраты ам-

плитуд и начальные фазы), а также орбитального углового момента без разрезов и склеек 

волнового фронта массива сингулярных пучков. Такое расширение возможностей измере-

ния свойств комбинированных вихревых пучков достигается посредством регистрации мо-

ментов интенсивности светового пучка в целом без разрушения его внутренней структуры. 

Степень корреляции исходного распределения интенсивности и распределения интенсивно-

сти, с учётом экспериментально полученного спектра вихрей колеблется между 83 – 89 %, 

что указывает на надёжность представленного метода. Поскольку анализ спектра вихрей 

осуществляется за счёт разложения поля по базису пучков Лагерра–Гаусса порядка (m,0), то 

анализ и восстановление поля возможны только за счёт его разложения по линейной ком-

бинации оптических вихрей. 
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Введение  

Среди множества первостепенных проблем со-

временной сингулярной оптики ключевым направле-

нием исследований является формирование сложных 

сингулярных пучков, их разделение на парциальные 

вихревые пучки, измерение орбитального углового 

момента (ОУМ) и спектра оптических вихрей [1, 2]. 

Эти исследования находят отражение в ряде приклад-

ных задач, например, в системах уплотненной переда-

чи информации через многомодовые оптические во-

локна [3], в квантовом перепутывании состояний в уз-

лах квантовых компьютеров [4], в оптической 

криптографии [5] и т.д. В данной работе мы сфокуси-

руем внимание только на системах разделения парци-

альных сингулярных пучков в массиве оптических 

вихрей на основе голографических фильтров. Основ-

ные принципы и физические процессы, лежащие в ос-

нове селекции (разделения, сортировки) оптических 

вихрей, можно найти, например, в работах [6 – 10] и 

списке литературы в них. Формирование сложных 

сингулярных пучков и их разделение на стандартные 

вихревые пучки фактически являются зеркально 

симметричными процессами. Сложный сингулярный 

пучок формируется с помощью голографического 

фильтра на основе компьютерного моделирования 

голограммы таким образом, чтобы каждому парци-

альному исходному пучку с заданным значением то-

пологического заряда оптического вихря соответ-

ствовало пространственное положение в прямоуголь-

ных или полярных координатах. Восстановленный 

пучок представляет собой комбинацию парциальных 

когерентных пучков с общей оптической осью. После 

прохождения оптической системы комбинированный 

пучок (массив оптических вихрей) падает на тот же 

голографический фильтр. На выходе фильтра форми-

руется пространственный веер стандартных пучков. 

Каждой пространственной координате светового ве-

ера в поперечном сечении соответствует конкретное 

значение топологического заряда. Известно одно-

значное соответствие между величиной топологиче-

ского заряда m и значением ОУМ ℓz, приходящийся 

на один фотон m = ℓz для каждого элементарного син-

гулярного пучка (см., например, [11] и список лите-

ратуры). Измеряя нормированную интенсивность в 

каждом парциальном пучке, можно построить гисто-

граммы (линейчатый спектр) интенсивности и ОУМ 

массива оптических вихрей. В данной работе мы не 

будем обсуждать проблемы разрешающей способно-

сти и влияние перекрестных помех. Они достаточно 

подробно рассмотрены в ряде статей (см., например, 

[12]). Отметим только, что данный подход ограничен 

исключительно измерением интенсивности и опуска-

ет из внимания измерение начальной фазы парциаль-

ных пучков. Это существенно ограничивает дополни-

тельное число степеней свободы в системах передачи 

информации. На этой проблеме мы остановимся по-

дробнее в дальнейшем изложении. 

Поставим вопрос об измерении ОУМ массива 

вихрей несколько иначе. Возможно ли измерить 

ОУМ всего массива, а не каждого вихревого пучка в 

отдельности? Такой вопрос правомерен, например, 

для пучков с дробными топологическими зарядами 

(см., например, [13, 14] и списки литературы). Дей-

ствительно, авторам статьи [15] удалось измерить 

полный ОУМ различных массивов вихрей, используя 

единственную цилиндрическую линзу. Ключевым 

моментом в этом процессе является подход на основе 

моментов интенсивности  
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где x, y – координаты точки в поперечном сечении S, 

ℑ(x, y) – распределение интенсивности, p, q – целые 

числа. 

Распределение Вигнера было впервые введено 

Юджином Вигнером [16] для анализа квантовых по-

правок к классической статистической физике в 

1932 г. и адаптировано М. Ху [17] в 1962 г. для циф-

рового анализа оптических изображений в форме вы-

ражения (1). Заметим, что более общее выражение 

для моментов интенсивности включает в себя также 

импульсы (координаты волнового вектора) и позво-

ляет упростить анализ распространения параксиаль-

ных пучков в оптической системе (см., например 

[18, 19] и списки литературы). Например, моменты 

J0,1 и J1,0 характеризуют положение «центра тяжести» 

пучка в поперечном сечении, моменты J0,2 и J2,0 зада-

ют радиусы перетяжки пучка вдоль оси x и y, соот-

ветственно, а комбинация моментов  

3

3,0 2,0J J  и 
3

0,3 0,2J J  

задаёт скручивание пучка вдоль осей x и y, соответ-

ственно. Авторы работы [15] нашли однозначное соот-

ветствие между моментом интенсивности J1,1
 ≡ Jx,y

 (x, y) 

в выражении (1) в фокальной плоскости цилиндриче-

ской линзы и ОУМ и измерили величину ℓz для пучков 

как с целым, так и с дробным топологическим зарядом. 

Мы задали себе вопрос: возможно ли измерить как 

ОУМ массива оптических вихрей, так и квадраты ам-

плитуд и начальных фаз комбинированных пучков. 

Таким образом, целью настоящей работы явилась 

теоретическая разработка метода измерений квадра-

тов амплитуд 2

m
C , начальных фаз βm и ОУМ ℓz ком-

бинированных сингулярных пучков, переносящих N 

оптических вихрей с топологическими зарядами m в 

случае невырожденного и чисто вырожденного со-

стояния оптических вихрей. 

1. Модель массива вихрей и метод измерений 

В общем случае сложный массив оптических вих-

рей удобно представить в виде разложения по эле-

ментарным параксиальным пучкам в виде ортого-

нальных полиномов с гауссовой огибающей [20, 21]. 

Представим простейшую модель комбинированного 

пучка с массивом оптических вихрей в виде разложе-

ния по скалярным пучкам Лагерра – Гаусса низшего 

порядка в плоскости перетяжки z = 0 
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где G = exp (–r 2), ϕ – азимутальный угол, 

2 2

0
/r x y w= + −  нормированная радиальная коор-

дината, 
1

2 !
m

m
N m

− −= π  – нормировочный множи-

тель, Cm и βm – амплитуды и начальные фазы парци-

альных пучков.  

Сначала ограничим наш анализ невырожденным 

случаем, когда комбинированный пучок включает в 

себя только N пучков с одинаковым знаком тополо-

гического заряда: m > 0 или m < 0. Как мы увидим да-

лее, такое ограничение является существенным для 

выбранных для анализа функций момента интенсив-

ности Mp,q
 (r, ϕ). 

Запишем распределение интенсивности в виде 
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где βmn
 = βm

 – βn. 

Зададимся целью найти систему уравнений для 

комбинации моментов интенсивности Jp,q, включаю-

щих в себя только квадраты амплитуд 2

m
С  и только 

перекрестные члены Xmn
 = Cm

 Cn
 cos βmn и 

Xmn
 = Cm

 Cn
 sin βmn. Для этого перепишем моменты ин-

тенсивности (1) в более общем виде с функцией мо-

ментов Mp,q 
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Для выделения первого члена в уравнении (3) ис-

пользуем функцию момента интенсивности в виде  

2 1
, , 1, 2, ..., .

2

p

pM r p N= =  (5) 

Подставляя в (4) выражения (3) и (5), получаем 

систему N линейных уравнений для квадратов дей-

ствительных амплитуд 2

m
С : 
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В левой части уравнений (6) стоят моменты ин-

тенсивности 

( )2
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p
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S
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которые можно измерить в эксперименте, а в правой 

части – искомые величины |Cm|2. Площадь dS = r dr dϕ. 

Чтобы система уравнений стала замкнутой, полагаем 

p = 1/2 и находим 

( )
1

2

2,0 0,2

0

1/ 2
1/ 2

4 2 !

N

m

m

m
J J m C

m

−

=

+
+ = Γ +∑ .  (8) 



По ту сторону интенсивности, или моменты интенсивности и изменение спектра… Воляр А.В., Брецько М.В., Акимова Я.Е., Егоров Ю.А. 

738 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №5 

Для нахождения перекрёстных членов Xm и Ym вы-

берем функции моментов в виде  
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В левой части (9) и (10) стоят измеряемые момен-

ты интенсивности 

2 3 2( 1)

2( 1),1 cos sin d d
p p

p
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Полученная система 3N-уравнений ставит во вза-

имно однозначное соответствие множество моментов 

интенсивности с множеством квадратов интенсивно-

сти 2

m
С  и перекрёстных членов Xm и Ym. Разность 

начальных фаз βnm находим как tg βnm
 = Ym

 / Xm. Если 

задать β0
 = 0, то можно найти все остальные началь-

ные фазы βm из системы линейных уравнений 

βnm
 = βm

 – βn. 

Это значит, что моменты интенсивности вырождены 

относительно знака топологического заряда оптических 

вихрей. Отсюда следует, что уравнения (6), (7), (9), (10) 

нельзя использовать для вырожденных массивов вих-

рей. Однако имеется исключение, которое мы назвали 

чисто вырожденным состоянием, когда Cm
 = C–m и 

начальная фаза принимает два значения βm
 = 0, π. В этом 

случае можно использовать уравнения (6), (7) и (9). 

2. Эксперимент 

На основе вышеописанного метода измерений 

квадратов коэффициентов вихревых пучков волно-

вого массива была разработана экспериментальная 

установка, приведенная на рис. 1, которая позволя-

ет измерять не только спектр вихрей, но и ОУМ 

массива.  

 
Рис. 1. Экспериментальная установка для измерения спектра вихрей и ОУМ массива сингулярных пучков. P – поляризатор, 

FF – пространственный фильтр, SLM – пространственный модулятор пучка (3840×2160 пикселей), L1, L2 – сферические 

линзы с фокальным расстоянием fL1=20 см и fsp =10 см, BS – делительная призма, CL – цилиндрическая линза  

с фокальным расстоянием fcyl =10 см, CCD1,2 – CCD-камеры (1920×1280 пикселей) 

Свет от основной моды He-Ne лазера (λ = 0,628 мкм) 

проходит через поляризатор P, пространственный 

фильтр FF и попадает на пространственный модулятор 

SLM. Жидкокристаллический элемент модулятора 

управляется с помощью компьютера, программа кото-

рого создает требуемый рельеф голографической ре-

шетки. Отраженный пучок переносит массив оптиче-

ских вихрей с заданными значениями амплитуд Cm, 

начальных фаз βm и топологических зарядов m. Далее 

комбинированный пучок расщепляется делительной 

призмой BS на два плеча. В первом плече сферическая 

линза L2 (F = 10 см) проецирует комбинированный пу-
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чок на входное окно ССD1-камеры, расположенное в 

фокальной плоскости сферической линзы. CCD1-камера 

сопряжена с компьютером.  

Во втором плече сферическая линза L1 (F = 25 см) 

отображает пучок в плоскость цилиндрической линзы 

LC (F = 3,5 см). В свою очередь, цилиндрическая лин-

за проецирует пучок на входное окно CCD2-камеры, 

расположенное в фокальной плоскости этой линзы. 

CCD2-камера также сопряжена с компьютером. Вы-

ходные сигналы SLM модулятора и обеих ССD камер 

синхронизированы между собой таким образом, что-

бы результаты измерений выводились на экран мони-

тора в реальном масштабе времени. 

Предварительно измерялись перетяжки комбини-

рованных пучков в плоскости ССD1-камеры в первом 

плече и в плоскости цилиндрической линзы CL в со-

ответствии с формулами, приведенными в парагра-

фе 1. Измерение перетяжки комбинированного пучка 

осуществлялось перед всем циклом измерений.  

В общем случае комбинированный пучок имеет 

сложную форму поперечного сечения. Поэтому в 

обоих случаях измерялись перетяжки для сфериче-

ских линз: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

2,0 02
,

x y
w J w J= = , 

( ) ( ) ( )2 2 22

2,0 02
,

x y
w J w J= =   

и вычислялась средняя перетяжка 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2

1 2
/ 2, / 2

x y x y
w w w w w w= + = +   

в первом и втором плече соответственно. Естественно, 

такое приближение не дает точного результата и при 

вычислениях возникает определенная погрешность. Но 

конечные результаты всегда сравниваются с исходны-

ми значениями. Как показали дальнейшие калибро-

вочные измерения, допускаемое приближение является 

достаточным. В процессе вычислений все длины под 

интегралами для моментов интенсивности и ОУМ 

нормировались на радиусы этих перетяжек. 

Для определения квадратов амплитуд и начальных 

фаз решались уравнения (6), (7), (9), (10). При калиб-

ровочных измерениях компьютер задавал значения 

амплитуд и фаз в режиме случайных чисел. Измере-

ния ОУМ проводились согласно методу, подробно 

описанному в работе [15] согласно формуле 

( )

( )

4 4

, d

.
, d

z xy

cyl cyl

cyl

S

cyl

S

J
f f

x y x y S

x y S

π π
= = ×

λ λ

⋅ ⋅ ℑ

×
ℑ

∫∫

∫∫

ℓ

 (11) 

На рис. 2 приведено теоретическое (а) и экспери-

ментальное (б) калибровочное распределение интен-

сивности на входном окне CCD1- камеры, а на рис. 2в 

изображён вид амплитудной голографической решёт-

ки на SLM-модуляторе, формирующей комбиниро-

ванный пучок. 
 

а)  б)  в)  

Рис. 2. Типичное теоретическое (а) и экспериментальное (б) распределение интенсивности (1920×1280 пикселей)  

на входном окне CCD1-камеры для массива из N=10 пучков и соответствующая амплитудная голографическая решётка  

на SLM модуляторе (в) 

Результаты калибровочных измерений иллюстри-

руют гистограммы на рис. 3. Параллельно измерялись 

ОУМ во втором плече экспериментальной установки. 

Измерения показали, что в случае калибровки устрой-

ства орбитальный угловой момент всего комбиниро-

ванного пучка равен ℓz = 4,2, а расчёт по формуле (11) 

даёт ℓz = 3,9. На гистограммах приведена зависимость 

квадрата амплитуды 2

m
С  (рис. 3а) и начальной фазы βm 

от топологического заряда m парциальных вихрей. 

Сравнение теоретических и экспериментальных ре-

зультатов показало, что относительная ошибка изме-

рений квадрата амплитуды не превышает 5 %, фазы – 

6 – 7  %. Для величины ОУМ ошибка составила 4  %.  

Вторую серию измерений мы проводили для слу-

чая чисто вырожденного состояния. Величины ам-

плитуд задавались выражением Cm
 = (–1)m sinn (am), 

где a – частотный параметр, n = 1, 2, 3, ... . Знак (–) 

указывает на скачок фазы на π.  

Результаты теоретического расчёта и экспери-

мента массива с N = 21 представлены на рис. 4. 

Рис. 4а-в – иллюстрируют теоретическое рас-

пределение интенсивности ℑ(x, y) при изменении 

частотного параметра а в сотом знаке после запя-

той и n = 7. Рис. 4г-е иллюстрируют ℑ(x, y), изме-

нённые после модулятора SLM, рис. 4ж-и задают 

экспериментальный и теоретический спектр вихрей 

парциальных пучков, а рис. 4к-м иллюстрируют 

распределение интенсивности при значениях ам-

плитуд и фаз, заданных экспериментальным спек-

тром вихрей на рисунках рис. 4г-е. Заметим, что 

даже очень малые изменения параметра a реги-

стрируются экспериментально в спектре вихрей. 
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а)      б)  

Рис. 3. Спектр вихрей волнового массива N=10: 2

m
С ( m )  (а), 

m ( m )β  (б). Дробный ОУМ: теория ℓz=3,9, эксперимент ℓz=4,2 

а)    б)    в)  

г)    д)    е)  

ж)    з)     и)  

к)    л)   м)  

Рис. 4. Чисто вырожденное состояние волнового массива: теоретическое распределение интенсивности (а–в); 

распределение интенсивности после модулятора SLM (г–е); совмещённый спектр квадратов амплитуд 2

m
C  и фаз βm (ж-и); 

распределение интенсивности, полученное при восстановлении структуры пучка с амплитудами и фазами,  

приведёнными на гистограммах (к–м). Отрицательным значениям 2

m
C  соответствует скачок фазы на π.  

Нижняя строчка соответствует степени корреляции η между исходным распределением интенсивности ℑ(x,y), 

амплитудами и фазами согласно спектрам (к–м): η=0,83 (к), η=0,89 (л), η=0,84 (м)  
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Для оценки погрешности измерений мы использо-

вали функцию корреляции между исходным распре-

делением интенсивности ℑth
 (x, y) и эксперименталь-

ными значениями ℑex
 (x, y) со спектром вихрем, полу-

ченным на эксперименте, согласно соотношению 

( ) ( )exp,

exp

00 00

, , d

.

th

S

th

x y x y S

J J

ℑ ℑ

η =
∫∫

 (12) 

Полученные результаты степени корреляции рас-

полагаются в интервале η = 0,83÷0,91, что указывает 

на хорошее согласование теории и эксперимента. 

Таким образом, мы разработали основы метода 

измерения спектрального состава вихрей в сложных 

невырожденных комбинированных сингулярных 

пучках, а также в чисто вырожденных массивах оп-

тических вихрей, который основан на регистрации 

моментов интенсивности Jp,q в плоскости перетяжки. 

При этом световой пучок не подвергается каким-либо 

преобразованиям, разрушающим структуру волново-

го фронта. Это позволяет измерять как квадраты ам-

плитуд 2

m
С , так и начальные фазы парциальных пуч-

ков. Высокая степень корреляции η между исходным 

распределением интенсивности и распределением 

интенсивности, построенным согласно эксперимен-

тальному спектру вихрей, указывает на надежность 

представленного метода измерений без разрезок и 

склеек волнового фронта. Для измерения спектра 

вихрей с различной степенью вырождения относи-

тельно знака топологического заряда требуется изме-

рение моментов интенсивности при астигматичном 

преобразовании пучка, что будет рассмотрено в даль-

нейших работах. 
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BEYOND THE LIGHT INTENSITY OR INTENSITY MOMENTS AND MEASUREMENTS  

OF THE VORTEX SPECTRUM IN COMPLEX LIGHT BEAMS 

A.V. Volyar 1, M.V. Bretsko 1, Ya.E. Akimova 1, Yu.A. Egorov 1 
1 Physics and Technology Institute (Academic Unit) of V.I. Vernadsky Crimean Federal University, 

Academician Vernadsky 4, 295007, Simferopol, Russia 

Abstract  

The paper presents a new method for measuring the vortex spectrum (amplitude squares and 

initial phases) as well as the orbital angular momentum without cuts and splices of the wave front 

of a vortex array. Such an extension of the measurement capabilities of the combined beam prop-

erties is achieved by recording the intensity moments of the light beam as a whole without destroy-

ing its internal structure. The correlation coefficient between the initial intensity distribution and 

the intensity distribution taking into account the experimentally obtained vortex spectrum reaches 

91%, which indicates the reliability of the presented method. 

Keywords: diffractive optics, image processing, optical vortices, orbital angular momentum, 

moments of intensity. 
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