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Аннотация 
Работа продолжает авторские исследования позиционных систем счисления в конеч-

ных полях. В работе рассматриваются тернарные системы счисления и алгоритмы ариф-
метических операций при представлении элементов конечного поля в так называемых 
тернарных редуцированных системах счисления, являющихся редукциями канонических 
систем счисления при отображении соответствующего кольца целых квадратичного поля 
в поле классов вычетов по простому модулю. Приводится классификация конечных по-
лей, в которых существуют такие системы счисления. Доказывается, что тернарные реду-
цированные системы счисления существуют для большинства простых конечных полей. 
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Введение 
Работа посвящена исследованию тернарных систем 

счисления специального вида в конечных алгебраиче-
ских полях и продолжает исследования автора [1, 2]. 

 Тернарные системы счисления в компьютерных 
науках являются относительной экзотикой, несмотря 
на ясные теоретические преимущества и наличие до-
вольно почтенной истории, восходящей к аргумента-
ции, изложенной ниже. 

Как известно, в цифровой технике система счисле-
ния с основанием b реализуется регистрами, состоя-
щими из наборов триггеров, каждый из которых может 
принимать b различных состояний, кодирующих циф-
ры числа. При этом особое значение приобретает эко-
номичность системы счисления – возможность пред-
ставления как можно большего количества чисел с ис-
пользованием как можно меньшего общего количества 
знаков. Если количество триггеров равно r, то общее 
количество знаков равно m = rb, а количество предста-
вимых ими чисел соответственно br = bm/b. Как функция 
от b, это выражение достигает максимума при  

2,718281828 .b e == …  
При целых значениях b максимум достигается при 

b = 3. Следовательно, наиболее экономичной является 
троичная система счисления (используемая в 
троичных ЭВМ), следом за которой идут двоичная 
система счисления (традиционно используемая в 
большинстве распространённых ЭВМ). Этот широко 
известный факт стимулировал исследования по раз-
работке троичных вычислительных средств. 

В 1840 г. Томас Фоулер (Великобритания) постро-
ил механическую троичную вычислительную машину 
– одну из самых ранних механических вычислитель-
ных машин [3]. 

Эпоха троичных электронных вычислительных 
машин общепризнанно ведет отсчет с 1958 г., когда в 
ВЦ МГУ Н.П. Брусенцов построил первую опытную 
электронную троичную ЭВМ (компьютер) «Сетунь» 
на ячейках из ферритдиодных магнитных усилителей 
переменного тока, работавших в двухбитном троич-
ном коде (четвёртое состояние двух битов не исполь-
зовалось) [4]. В США примерно в то же время рас-
сматривали преимущества и недостатки троичного 
компьютера [5], но после проведённых теоретических 
исследований строить троичный компьютер не стали. 
Скорее всего, в те годы развитие троичных вычисли-
тельных средств тормозило отсутствие надежных и 
дешевых «триггеров» с тремя устойчивыми состоя-
ниями. В настоящее время многие технологические 
проблемы успешно решены [6, 8], [15 – 17]. Более то-
го, обоснована и экспериментально подтверждена 
эффективность новых применений троичных арифме-
тических устройств в задачах обработки цветных 
изображений [11], в криптографии [8]. Автор полага-
ет, что если сейчас что-то и тормозит более широкое 
внедрение троичной вычислительной техники, то это 
в основном коммерческие, но не технологические 
причины. 

Следует также отметить, что, наряду с работами, 
относящимися к троичной компьютерной арифметике, 
проводятся многочисленные исследования по тернар-
ной логике, продолжающие основополагающие работы 
польского математика Я. Лукасевича [12], но относя-
щиеся, на наш взгляд, к пограничной области между 
математикой и философией [14]. («Есть три вида лю-
дей: живые, мертвые и те, что плавают по морям». – 
Анахарсис (Ανάχαρσις), античный философ.) 

В данной работе исследовались так называемые 
«уравновешенные» тернарные системы счисления в 
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конечных полях (mod p), то есть троичные системы 
счисления с алфавитом «цифр» Λ = {–1, 0, 1 (mod p)}. 
Именно подобная система счисления для действи-
тельных чисел «машинного диапазона» была реали-
зована в ЭВМ «Сетунь» [4], и именно такие системы 
счисления чаще всего рассматривались в позднейших 
публикациях разных авторов [7, 15]. Но, как выясни-
лось в процессе исследований автора, не в каждом 
конечном поле, в котором существуют тернарные 
системы счисления, они являются именно уравнове-
шенными. В работе рассматриваются также и конеч-
ные поля с неуравновешенными тернарными систе-
мами счисления. 

1. Теоретические сведения и обозначения 
Автор вынужден далее воспроизвести достаточно 

объемную цитату из работы [1] с целью достижения 
замкнутости изложения и возможности независимого 
использования далее обозначений этой работы. 

Пусть ( )dZ  – кольцо целых квадратичных чисел 
поля ( ),dQ  то есть чисел z a b d= +  с условиями: 

2 2( ) , ( ) 2 .Norm z a b d Tr z a= − ∈ = ∈Z Z   

Как известно [20], 

{ }

{ }

( ) ; , при 1(mod 4) ,

( )

; (mod 2) при 1(mod 4) .2

d z a b d a b d

d

a b dz a b d

= = + ∈ ≠

=

+= = ≡ ≡

Z Z

Z  (1) 

Согласно [21] элемент ( )dα∈Z  называется ос-
нованием канонической системы счисления в кольце 

( ) ,dZ  если любой элемент z этого кольца предста-
вим в виде 

( )

0
, .

k z
k

k k
k

z z z
=

= α ∈Λ∑   (2) 

Числа zk , допуская некоторую методологическую 
вольность, будем называть цифрами,  множество Λ – 
цифровым алфавитом, а пару (α, Λ) – системой 
счисления в кольце ( ).dZ  Если  

{ }0,1,..., ( ) 1 ,NormΛ = α −   (3) 

то система счисления называется канонической сис-
темой счисления. Исчерпывающее описание канони-
ческих систем счисления для мнимых квадратичных 
полей получено в [21]. 

В работе [2] было предложено обобщение понятия 
канонической системы счисления: допускался цифро-
вой алфавит Λ, являющийся конечным подмножест-
вом множества ( ).dZ Такие системы счисления, 
следуя [2], будем называть квазиканоническими сис-
темами счисления. 

Замечание 1. Отметим некоторую терминологи-
ческую особенность: канонические в «привычном 

смысле» системы счисления – троичная с цифрами 
{0, 1, 2} и даже обычная (0 –1)-битовая системы счис-
ления не являются каноническими в смысле базового 
определения работы [21]. Действительно, алгебраиче-
ские нормы целых чисел 2 и 3 равны 4 и 9 соответст-
венно, поэтому указанные системы счисления не 
удовлетворяют (3). 

Как легко следует из ограничений классификаци-
онных теорем работы [21], например, бинарные кано-
нические системы счисления существуют только в 
кольцах 

( ), ( 2), ( 7).i i iZ Z Z  (4) 

В [2] показано, что в этих кольцах существуют и 
бинарные квазиканонические системы счисления. 

Определить цифры zk , разложения (2) можно с 
помощью рекуррентного процесса [21, 22], но для 
рассматриваемых колец ( )dZ  лучше воспользо-
ваться алгоритмом деления по норме на элемент α 
[2]. Такой алгоритм существует лишь для пяти значе-
ний d ≤ 0 [20], а именно: 

1, 2, 3, 7, 11,d = − − − − −  
то есть, в частности, и для рассматриваемых колец (4). 

В настоящей работе объектом рассмотрения яв-
ляются уже тернарные (троичные) редуцированные 
системы счисления.  

2. Основные идеи 
Пусть далее для данного простого p число d явля-

ется квадратичным вычетом (mod p) [19], то есть су-
ществуют решения сравнения 

2 (mod ).y d p≡  (5)  
Пусть ξ – одно из решений сравнения (5), рас-

смотрим гомоморфизм  
: (mod )z a b d a b pϕ = + + ξ ≡ γ , (6) 

и так как d – квадратичный вычет (mod p), то элемент 
в правой части (6) принадлежит конечному полю Fp , 
то есть ϕ отображает ( )dZ  в поле Fp . А так как в 
простом поле Fp нет нетривиальных подколец, то 

Im .pϕ ≅ F  

Образ кольца ( )dZ  относительно гомоморфизма 

ϕ также будем обозначать ( ).p dZ  Отображение ϕ , 
редукция (mod p), очевидным образом индуцирует пре-
образование представления (2) для элемента ϕ (z) = γ с 
новыми параметрами: цифрами ϕ (zk) и основанием 
ϕ (α) = g. Такие представления будем называть пред-
ставлениями в редуцированных системах счисления. 

Свяжем с элементом γ редуцированного поля Fp 
его код – вектор цифр: 

( )0 1
0 1 0 1 2... , , ,...g gγ = γ + γ + ↔ γ γ γ . (7) 

Операции над представлениями элементов (2) ин-
дуцируют соответствующие им правила преобразова-
ний кодов.  
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Замечание 2. Отметим, что в такой интерпретации 
цифры γk при реализации операций играют не только 
роль чисел, но и являются «идентификаторами со-
стояния соответствующего триггера». Чтобы под-
черкнуть этот факт, далее для обозначения умноже-
ния элемента цифрового алфавита на элемент конеч-
ного поля в работе используется знак (●), а знак (+), в 
зависимости от контекста, интерпретируется и как 
знак, обозначающий сложение, и как разделительный 
знак между состояниями триггеров. 

3. Конечные поля с тернарными уравновешенными 
редуцированными системами счисления 

Рассмотрим подробнее те из колец целых квадра-
тичных чисел ( ),dZ  для которых выполняются ус-
ловия: 

(a) число d является квадратичным вычетом 
(mod p), 

(b) в кольце ( )dZ  существуют тернарные квази-
канонические системы счисления, 

(с) эта квазиканоническая система счисления яв-
ляется уравновешенной с цифровым алфавитом 
Λ = {–1, 0, +1}. 

Колец ( )dZ  с условием (b) немного [2, 21]:  

( 2), ( 3), ( 11).i i iZ Z Z  

Исследуем, при каких простых p каждое из пере-
численных колец удовлетворяет условию (a). 

3.1. Случай поля ( )2 .p pi ≅Z F
 

Как следует из работы [21] о канонических систе-
мах счисления в мнимых квадратичных полях и ее 
обобщения [2], в кольце ( )2iZ  существует восемь 

тернарных квазиканонических систем счисления, из 
которых четыре являются уравновешенными с циф-
ровым алфавитом Λ = {–1, 0, +1} и с основаниями  

1 2,iα = ± ±  (8) 
а также неуравновешенные системы счисления c па-
раметрами: 

{ }
{ }
{ }
{ }

1 1

2 3

3 3

4 4

1 2, 0,1, 2 ;

1 2, 0, 1, 2 ;

1 2, 0,1, 2 ;

1 2, 0, 1, 2 .

i i

i i

i i

i i

α = − + Λ = −

α = − + Λ = −

α = − − Λ =

α = − − Λ = − −

  (9) 

В данном разделе работы мы рассматриваем толь-
ко редуцированные уравновешенные тернарные сис-
темы счисления, а именно редукции (mod p) систем 
счисления (8) в кольце ( )2 .p iZ  

Так как требуется, чтобы в редуцированном 
(mod p) кольце элемент (–2) был квадратичным выче-
том (mod p), то, вычисляя символ Лежандра [19], 
имеем: 

( )
2 11

822 1 2 ( 1) 1 .
pp

p p p

−−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= = − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

Нетрудно убедиться, правая часть последнего ра-
венства равна (+1) при всех простых p с условием 

( )2 4 5 0 mod16 ,p p+ − ≡   

что очевидно выполняется для простых вида p = 8k + 1 
или p = 8k + 3, k ∈ Z, то есть для простых чисел – чле-
нов последовательности  A004625 и членов последо-
вательности A007520 по классификации «Онлайно-
вой энциклопедии целочисленных последовательно-
стей» [23]. 

При вычислениях в кодах (7) желательно иметь 
простые правила действия над цифрами («правило 
переноса в старший(е) разряд(ы)» и т.п.). 

С учетом Замечания 2 обозначим  

( ) ( )1 2, 1 , 1 ,0iα = − + + Ι − ϒ Θ . 

Тогда справедливы равенства: 
3 2 1 0

3 2 1 0

,
,

.

Ι + Ι = Ι •α + Ι •α + Ι •α − ϒ•α
Ι + ϒ = Θ

ϒ + ϒ = ϒ•α + ϒ•α + ϒ•α − Ι •α

 (10) 

Замечание 3. Из соотношений (10) следует, что 
«житейская простота» уравновешенной тернарной 
системы счисления становится иллюзорной при пере-
ходе к рассматриваемым редуцированным системам 
счисления. Например, в «обычной» тернарной уравно-
вешенной системе счисления аналогом первого равен-
ства соотношений (10) является очевидное равенство 

1 02 ( 1) 3 ( 1) 3= + ⋅ + − ⋅ . 

Именно с желанием автора добиться возможной 
относительной простоты базовых арифметических 
правил отчасти и связано рассмотрение также и не-
уравновешенных систем счисления. 

Пример 1. Пусть p = 11, ξ – решение сравнения  

( )2 2 2 mod .p pξ ≡ − ≡ −  

В рассматриваемом случае указанное сравнение 
имеет два решения ξ+ ≡ 3, ξ– ≡ 8 (mod 11).  

Далее, при 

( )
{ } { }

( )

8 mod11 ,

1,0,1 , , ,

1 2 7 mod11i

ξ ≡

Λ = − ϒ Θ Ι

α = − + ≡

  

первое из соотношений равенств (10) примет вид: 

( )3 2 1 02 1 7 1 7 1 7 ( 1) 7 mod 11 .≡ ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅

 
3.2. Случай поля ( )11 .p pi ≅Z F   

В кольце ( )11iZ  существуют четыре тернарные 

квазиканонические системы счисления с уравнове-
шенным цифровым алфавитом и с основаниями 
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( ) ( )

( ) ( )
1 2

3 4

1 11 1 11
, ,2 2

1 11 1 11
, .2 2

i i

i i

+ + + −
α = α =

− + − −
α = α =

 (11) 

Заметим также, что два последних из приведен-
ных значений оснований могут служить и основа-
ниями канонических тернарных систем счисления 
работы [21] в рассматриваемом кольце, но с цифро-
вым алфавитом{0, 1, 2} (См. Замечание 1). 

Так как требуется, чтобы в редуцированном 
(mod p) кольце элемент (–11) был квадратичным вы-
четом (mod p), то, вычисляя символ Лежандра (Яко-
би) [19], получаем: 

( )( ) ( )11 11 1
2 22

11 1 11

( 1) 1 .
11 11

pp

p p p

p p−− − ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

Нетрудно убедиться, что правая часть последне-
го равенства равна (+1) при простых 
p ≡ 1, 3, 4, 5, 9(mod 11).  

Пусть, как и ранее, I = 1, ϒ = –1. Тогда «правила 
переноса в старший разряд(ы)» имеют вид: 

2 0
1

2 12
2

3 1
2 0

4 1

при ,

при ,
2

при ,

при .

⎧ϒ α + Ι α + ϒ α α = α
⎪
ϒ α + Ι α α = α = α⎪

= ⎨
ϒ α + ϒ α α = α = −α⎪
⎪ϒ α + ϒ α + ϒ α α = α = −α⎩

i i i

i i

i i
i i i

 (12)

 
Пример 2. Пусть p = 23, ξ – решение сравнения  

( )2 11 12 mod23 .ξ ≡ − ≡  

В рассматриваемом случае указанное сравнение 
имеет два решения ξ+ ≡ 9, ξ– ≡ –9 ≡ 14 mod (23). 

Далее, при 

( ) { } { }
( )

14 mod23 , 1,0,1 , , ,

1 2 15 mod 23i

ξ ≡ Λ = − ϒ Θ Ι

α = + + ≡
  

первое из соотношений равенств (12) примет вид: 

( )2 1 02 ( 1) 15 ( 1) 15 ( 1) 15 mod 23 .≡ − + + + −i i i

 4. Конечные поля с тернарными 
неуравновешенными системами счисления 

4.1.Случай поля ( )2 .p pi ≅Z F   

Как уже отмечалось выше, в кольце ( )2iZ , кро-

ме уравновешенных квазиканонических систем счис-
ления, существуют и неуравновешенные системы 
счисления (9).  

С учётом Замечания 2 введём обозначения: 

{ }1 2, 0, 1, 2 ,

0 , ( 1) , 2 ,1 .

i i

i

α = − + Λ = −

Θ − ϒ Ψ Ι
  

Сформулируем непосредственно проверяемые 
правила «переноса в старший разряд», то есть прави-
ла преобразования сумм и произведений цифр, воз-
никающих при арифметических действиях над кода-
ми (7). 

2

, , ,

, .

ϒ + ϒ = Ψ •α +Ψ Ι + ϒ = Θ Ψ + ϒ = α

Ι = ϒ•α +Ψ Ψ +Ψ = ϒ•α + ϒ
  

Пример 3. Пусть по-прежнему p = 11, ξ – решение 
сравнения  

( )2 2 2 mod .p pξ ≡ − ≡ −  

Как и в Примере 1, указанное сравнение имеет два 
решения ξ+ ≡ 3, ξ– ≡ 8 mod (11). 

Пусть далее: 

( ) { }1 7 mod11 , 0, 1, 2 ,

0 , ( 1) , 2 , 1 .

i

i

−

−

α = − + ξ ≡ Λ = −

Θ − ϒ = ξ Ψ Ι
 

Тогда, например, справедливо равенство 

( )1 02 8 7 8 7 mod11 ,− ≡ ⋅ + ⋅   

существенно более простое, чем соответствующее 
равенство Примера 1. 

4.2. Случай поля ( )3 .p pi ≡Z F   

В квадратичном кольце ( 3)iZ  существуют 24 
тернарные квазиканонические системы счисления, а 
именно системы счисления с основаниями 

1= ( 3) k
k i −α ω  и с алфавитами цифр 

2 2 3

3 4 4 5 5 6

{0,1, }, {0, , }, {0, , },

{0, , }, {0, , },{0, , },

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω
 

где = (1 3)/2iω +  и k = 1, 2, 3, 4. Легко убедиться, 
что во всех них цифровой алфавит Λ не является 
уравновешенным.  

Пример 4. Пусть  

( ) ( ) { }513 3 3 , 0,1, .
2

i iα = ω = − + Λ = ω   

Тогда базовые арифметические правила, выра-
женные через цифры и основание системы счисления, 
выглядят следующим образом: 

( ) ( )

5

3 2 1 5

5 5

( 1) ,

2 ,
11 3 3 .
2

i

− = α +ω

= α +α +α +ω

+ω = − = −α = α +ω α

  (13) 

Пусть, к примеру, p = 13, обозначим ξ – решение 
сравнения 

( )2 3 3 13 3 10 mod13 ,pξ ≡ − ≡ − ≡ − ≡  

то есть 3i ξ  и { } { }0,1, , , .Λ = ω Θ Ι Ψ   
В рассматриваемом случае указанное сравнение 

имеет два решения ξ+ ≡ 4, ξ– ≡ 9 mod (13).  
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И далее для p = 13 выбранных основания системы 
счисления α = ξω, и алфавита цифр 

( ){ }5 10,1, 2 1 3i−Λ = ω = −  

имеем: 

( )
( ) ( )

( )

5 1

3 4 mod13 ,

2 1 3 7 (1 4) 8 mod13 ,

36 10 mod13 .

i

i−

ξ = ≡

ω = − ≡ ⋅ − ≡

α = ξω ≡ ≡

  

5. О количестве простых полей,  
в которых существуют тернарные 
редуцированные системы счисления 

Как показано выше, чтобы в кольце ( )p dZ  су-
ществовали редуцированные (mod p) тернарные сис-
темы счисления, необходимо выполнение одного из 
следующих условий:  

• p ≡ 1(mod 3) для ( )3p iZ ; 

• p ≡ 1 или p ≡ 3(mod 8) для ( )2p iZ ; 

• p ≡ a∈{1, 3, 4, 5, 9}(mod 11) для ( )11p iZ . 

Суммируя сформулированные выше условия и ре-
зультаты рассмотрений колец 

( 2), ( 3), ( 11)i i iZ Z Z , 

учитывая, что 3×8×11 = 264, получаем основное ут-
верждение работы. 

Утверждение. Во всех конечных полях Fp, кроме 
случаев, когда: 

( )
{ }

mod 264 ,  где 

29,95,101,149,167,173, 215,239,263 ,

p s

s

≡

∈
 

существуют тернарные редуцированные системы 
счисления. 

Иными словами, доля «плохих» простых чисел со-
ставляет менее 4 %.  

Но всё не так уж плохо: как показано в [1], в этих 
полях существуют бинарные редуцированные систе-
мы счисления. 

Заключение 
Автор отдает себе отчёт в том, что тематика ста-

тьи не кажется связанной напрямую с вычислитель-
ными задачами дифракционной оптики или обра-
ботки изображений. Поэтому естественно возникают 
два вопроса. 

Во-первых, зачем «эта модулярность» нужна?  
Дело в том, что реальные вычисления при числен-

ном решении любой прикладной задачи производятся 
не с элементами полей действительных или ком-
плексных чисел, а с некоторым множеством их ра-
циональных аппроксимаций, причем происхождение 
обрабатываемых данных и возможности используе-
мых вычислительных средств выделяют во множест-

ве рациональных чисел конечное подмножество – не-
кую «рабочую зону».  После соответствующего мас-
штабирования элементы этого конечного множества 
можно считать целыми числами и, более того, выче-
тами по некоторому достаточно большому модулю p. 
Таким образом, рассмотренные «экзотические» сис-
темы счисления – бинарные и тернарные редуциро-
ванные (mod p) системы счисления в определенной 
мере представляют альтернативу традиционной «би-
товой» системе счисления [10].  

Кроме того, постановка некоторых задач (например, 
в криптографии) принципиально не допускает в качестве 
ответа результат приближённых вычислений – «или от-
вет точный, или это не ответ». Стремление же полу-
чить результат с нулевой (или легко компенсируе-
мой) погрешностью простыми «универсальными» 
средствами часто приводит к возникновению извест-
ных эффектов «разбухания промежуточных вычисле-
ний», «проклятия размерностей», которые могут 
иметь место даже, на первый взгляд, во вполне без-
обидных задачах. 

Пример 5. См. [26]. При вычислении НОД двух 
многочленов  

8 6 4 3 2

6 4 2

3 3 8 2 5,

3 5 4 9 2

f x x x x x x

g x x x x

= + − − + + +

= + − − +
  

для выяснения вопроса об их взаимной простоте (то 
есть для получения битового ответа «ДА-НЕТ») стан-
дартное применение алгоритма Евклида даёт в каче-
стве последнего ненулевого остатка число 

12593338795500743100931151992187500,r =  
что и указывает на взаимную простоту многочле-
нов f и g.  
Во-вторых, «бинарные, тернарные…что дальше?»  
Автор вполне допускает бесконечность ряда нату-

ральных чисел и уникальную специфику конкретных 
представителей этого ряда, но всё же склонен считать, 
что в многопараметрических задачах основные теоре-
тические трудности возникают при возрастании (скач-
ке) принципиального параметра (например, размерно-
сти пространства или, как в данной задаче, «арности» 
системы счисления) именно от двух до трёх. Уровень 
развития современной электроники и оптоэлектроники 
снимает многие проблемы, актуальные 30 лет назад и 
обсуждаемые, например, в [26, глава 8]. 

Следует также отметить, что и в [1], и в данной 
работе рассматривались редуцированные системы 
счисления, индуцированные квазиканоническими 
системами счисления в кольцах целых элементов 
мнимых квадратичных полей алгебраических чисел. 
Представляется перспективным исследование воз-
можности перенесения методов и результатов данной 
работы на вещественные квадратичные расширения 
и, в качестве первого этапа, на кольца целых квадра-
тичных с возможностью деления с остатком, то есть 
на квадратичные кольца целых ( )dZ  при  

3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29,33,37,41,57,73.d =  
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В случае вещественных расширений алгебраиче-
ская норма основания системы счисления может быть 
и отрицательной, что порождает, в частности, инте-
ресные, но малоизученные (или забытые) системы 
счисления с отрицательным основанием – т.н. «нега-
позиционные» системы счисления.  

Нега-позиционные системы счисления были 
впервые предложены Витторио Грюнвальдом в его 
работе «Giornale di Matematiche di Battaglini», опуб-
ликованной в 1885 году. Грюнвальд описал алго-
ритмы сложения, вычитания, умножения, деления, 
извлечения корня, признаков делимости и преобра-
зования систем счисления. Тем из читателей, кто за-
труднится в поисках и прочтении оригинальной «ан-
тикварной» работы В. Грюнвальда, можно пореко-
мендовать более позднюю работу [27] или раздел, 
посвященный системам счисления известного мно-
готомника Д. Кнута. Отметим также относительно 
недавнюю работу [28] с оригинальными приложе-
ниями. 
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Abstract 
The work continues the author's previous study of positional number systems in finite fields. 

The paper considers ternary number systems and arithmetic operations algorithms for the represen-
tation of elements of finite fields in the so-called ternary reduced number systems, which are re-
ductions of the canonical number systems when mapping the corresponding ring of integers of a 
quadratic field into some prime field. A classification of finite fields in which such number systems 
exist is given. It is proved that the reduced ternary number systems exist for most finite prime fields. 
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