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Аннотация 
Статья посвящена использованию вариационных принципов для решения фазовой про-

блемы в оптике. В работе рассмотрена связь четырёх фундаментальных задач: фазовой про-
блемы в оптике, обратной задачи фокусировки когерентного излучения, задачи оптималь-
ного перемещения масс Монжа – Канторовича и вариационных методов решения модифи-
цированного уравнения Монжа – Ампера. Показано, что решение фазовой проблемы в опти-
ке в рамках асимптотического подхода тесно связано с решением задачи оптимального пе-
ремещения масс с неквадратичной функцией стоимости. 
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Введение 
Проблема получения фазовых характеристик све-

товых полей возникает в разнообразных оптических 
исследованиях. Трудности непосредственного измере-
ния фазы заставляют оптиков искать обходные пути: 
пытаться извлекать фазовую информацию из данных 
об интенсивности. Разумеется, попытки получить про-
стые рецепты решения задачи были обречены на не-
удачу. Однако за последние годы наметилось серьёз-
ное продвижение в проблеме восстановления фазовых 
характеристик световых полей. Появились работы, в ко-
торых с помощью вычислительных методов реально 
выполняется восстановление фазовых характеристик по 
характеристикам интенсивности. Важно подчеркнуть, 
что при этом привлекаются дополнительные данные о 
поле, например, во многих случаях используются рас-
пределения интенсивности в разных плоскостях.  

Для восстановления фазовой информации Герш-
берг и Сэкстон [1 – 4] первыми стали привлекать дан-
ные об интенсивности, относящиеся не к одной, а к 
двум плоскостям. Особенно удачным у них оказался 
итерационный способ нахождения фазы, который за-
ключается в следующем. Допустим, что исходное мо-
нохроматическое поле, несущее информацию об иссле-
дуемом объекте, было зарегистрировано в двух плоско-
стях: во входной плоскости и в Фурье - плоскости.  

Обозначим поле во входной плоскости E0 (u, v), а в 
плоскости изображения – E ( x, y). Пусть при регистра-
ции поля получена информация о функциях E0 (u, v) и 
E (x, y), а информация о фазовых множителях отсутству-
ет. Задача состоит в построении комплексной функции 
по заданному модулю и модулю Фурье - образа.  

Фазовая проблема в оптике непосредственно связа-
на с решением обратной задачи фокусировки. Реше-
нию этой задачи посвящено множество работ [5 – 10].  

Связь фазовой проблемы в оптике и задачи фоку-
сировки когерентного излучения состоит в следую-

щем: пусть требуется преобразовать когерентное излу-
чение, имеющее в одной плоскости распределение ос-
вещённости E0 (u, v), в пучок света, который в другой 
плоскости имеет распределение освещённости E (x, y). 
Так как мы знаем распределение модуля комплекcной 
амплитуды света в двух различных плоскостях, то 
можно найти распределение фазы (или эйконала) 
Ф0 (u, v) во входной плоскости. Теперь у нас есть пол-
ная информация о волновом поле. В результате реше-
ния фазовой проблемы нам становится известно: что-
бы сформировать распределение поля с освещённо-
стью в выходной плоскости E (x, y), необходимо сфор-
мировать во входной плоскости излучение с ком-
плексной амплитудой 0 0( ) exp ( ( ))E u v i u v, Φ , . На 
втором этапе решения задачи фокусировки когерентно-
го излучения встаёт вопрос: каким образом создать 
требуемое комплексное распределение амплитуды? 
Это возможно сделать с помощью зеркал, рефракцион-
ных оптических элементов с криволинейной поверхно-
стью или дифракционных оптических элементов.  

В данной работе рассмотрено решение фазовой 
проблемы в оптике в рамках асимптотического под-
хода, основанного на решении модифицированного 
уравнения Монжа – Ампера.  

В своё время инженер и математик Гаспард 
Монж сформулировал следующий вопрос: какой са-
мый дешёвый способ транспортировки кучи песка с 
минимальными затратами, если знать, что переме-
щение отдельной частицы из положения x в положе-
ние y имеет стоимость c (x, y). Оказалось, что реше-
ние задачи оптимальной транспортировки песка 
тесно связано с решением классического уравнения 
Монжа – Ампера. Эта связь изучается в работах [11 – 12]. 
В этих статьях установлено, что решение классиче-
ского уравнения Монжа – Ампера можно свести к за-
даче оптимального перемещения масс с квадратич-
ной функцией стоимости [13 – 14]. 
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Выше было отмечено, что решение фазовой про-
блемы в рамках асимптотического подхода сводится 
к решению модифицированного уравнения Монжа –
 Ампера. В данной работе показано, что решение дан-
ного уравнения эквивалентно решению задачи опти-
мального перемещения масс с неквадратичной функ-
цией стоимости. 

1. Фазовая проблема в рамках  
геометрической оптики 

Классическая фазовая проблема в оптике состоит 
в нахождении фазы волнового поля по распределе-
нию освещённости (модуля комплексной амплитуды) 
в двух параллельных плоскостях. Для решения этой 
задачи достаточно восстановить информацию о фазе 
волнового поля только в одной плоскости. Рассмот-
рим решение этой важной задачи в приближении 
геометрической оптики.  

В рамках скалярной теории дифракции монохро-
матический свет описывается комплексной функцией 
U (x, y, z). Эту функцию иногда называют комплекс-
ной амплитудой света. Комплексная амплитуда удов-
летворяет уравнению Гельмгольца  

2 0U k UΔ + = , (1) 

где ΔU – лапласиан, k = ω / c, ω – циклическая частота 
света, c – скорость света. Представим комплексную 
амплитуду света в виде  

( ) ( ) ( )( )expU x y z A x y z ik x y z, , = , , Φ , , , (2) 

где Ф (x, y, z) – эйконал, A (x, y, z) – амплитуда световой 
волны. В результате уравнение сводится к системе 

( )

2 2

2
2

0,
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A

k A

∇ ∇Φ+ Φ =
Δ∇Φ = = +

 (3) 

Первое уравнение – это уравнение переноса, кото-
рое можно интерпретировать как закон сохранения 
энергии, а второе уравнение назовём дифракционным 
уравнением эйконала. Отличие дифракционного 
уравнения эйконала от обычного состоит в наличии 
члена ΔA / (k2A). В асимптотическом пределе выше-
приведённые уравнения имеют вид [15]  

( )2
2 2

1,

0.A A

∇Φ =

∇ ∇Φ + Φ =
 (4) 

В данной постановке решение системы уравнений 
распадается на независимое решение уравнений эй-
конала и переноса. В этом состоит смысл приближе-
ния геометрической оптики.  

Для решения этих уравнений введём лучевые ко-
ординаты. Лучевые координаты появляются как ре-
шение характеристической системы уравнений, кото-
рая возникает при решении уравнения эйконала ме-
тодом характеристик. Связь лучевых координат с де-
картовыми имеет вид  

0 0

2 2
0 0

, ,

, 1 ,z z u v

x u l y v l
u v

z S l S

∂Φ ∂Φ
= + = +

∂ ∂

= = −Φ −Φ
 (5) 

где Ф0 (u, v) – распределение эйконала в плоскости 
z = 0, l – расстояние вдоль луча. Решение уравнения 
эйконала в лучевых координатах имеет вид [15 – 16] 

( ) ( )0u v u v lΨ = Ψ , = Φ , + . (6) 

Для того чтобы получить решение уравнения эй-
конала, необходимо разрешить уравнения, описы-
вающие лучевые координаты, и представить в виде  

( ) ( ) ( ),u U x y z v V x y z l L x y z= , , , = , , = , , . (7) 

В этом случае решение уравнения эйконала в де-
картовых координатах имеет вид.  

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )0 .

x y z

U x y z V x y z L x y z

U x y z V x y z L x y z

Φ , , =

= Ψ , , , , , , , , =

= Φ , , , , , + , ,

 (8) 

После того, как получено решение уравнения эйко-
нала, его можно подставить в уравнение переноса и 
получить уравнение, содержащее только функцию 
A2(x, y, z) в качестве неизвестной. Следует отметить, 
что решение уравнения в декартовой системе нецеле-
сообразно, так как обратить уравнения для лучевых 
координат сложно. Решение уравнения переноса будем 
проводить также в лучевой системе координат. Для 
решения уравнения переноса необходимо найти гради-
ент функции эйконала и выражение для лапласиана.  

Связь производных в декартовой системе коорди-
нат с производными в лучевой системе координат 
имеет вид  

( ) ( ) ( )
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Градиент функции эйконала, записанный в луче-
вых координатах, имеет вид  

, ,

.

x y

z

x yp p
x u l y v l

zp
z l l

∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂Φ ∂
= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂Φ ∂Φ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 (16) 

Анализ полученных выражений показывает, что 
декартовые компоненты градиента функции эйконала 
могут быть выражены через производные функций, 
входящих в определение лучевых координат. Рас-
смотрим теперь выражение для оператора Лапласа. 
Оператор Лапласа от функции эйконала имеет про-
стой вид (см. Приложение А) 

( )yx z logD lpp p
x y z l

∂∂∂ ∂
Φ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂
, (17) 

где  
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∂Φ ∂Ψ ∂ ∂Φ ∂Ψ ∂
= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂Φ ∂Ψ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 (18) 
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Используя вышеприведённые выражения для гра-
диента и оператора Лапласа функции эйконала в лу-
чевых координатах, получим, что уравнение переноса 
имеет вид  

( ){ }
2

2 0A A logD l
l l

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (20) 

Интегрируя уравнение переноса в лучевых коор-
динатах, получаем  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 10 0A u v l A u v D l D−, , = , , . (21) 
Осуществляя несложные преобразования, полу-

чим также, что решение уравнения переноса в коор-
динатах (u, v, z) имеет вид  

( ) ( )2
2 0

u v v u

A u v
A u v z

X Y X Y
, ,
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Следует отметить, что система координат (u, v, z) 
не совпадает с лучевой системой координат, однако 
она более удобна для решения фазовой проблемы, так 
как уравнения плоскостей, в которых определены 
распределения освещённостей, имеют простой вид 
z = const. Используя обозначения  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
00A u v z E x y z A u v E u v, , = , , , , = , , (24) 

получаем дифференциальное соотношение, связы-
вающее распределения освещённостей в двух плоско-
стях (см. Приложение Б) 

( ) ( ) ( )0u v v uE X Y X Y X Y E u v, − = , , (25) 

( ) ( )x X u v z y Y u v z= , , , = , , . (26) 

Если считать функции E0 (u, v) и E (X, Y) известны-
ми, то получается дифференциальное уравнение в ча-
стных производных для определения функции рас-
пределения эйконала в плоскости z = 0. Это уравнение 
будем называть модифицированным уравнением 
Монжа – Ампера. Если известна функция эйконала в 
некоторой плоскости, легко можно восстановить 
комплексную амплитуду во всём пространстве.  

Во введении было отмечено, что фазовая пробле-
ма в оптике тесно связана с обратной задачей фоку-
сировки когерентного излучения. Пусть требуется 
преобразовать когерентное излучение, имеющее в 
одной плоскости распределение освещённости 
E0 (u, v), в пучок света, который в другой плоскости 
имеет распределение освещённости E (x, y). Так как 
мы знаем распределение модуля комплексной ампли-
туды света в двух различных плоскостях, то можно 
найти распределение фазы (или эйконала) Ф0 (u, v) во 
входной плоскости. Для того, чтобы сформировать 
распределение эйконала, на пути входного пучка по-
мещается рефракционный оптический элемент с кри-
волинейной поверхностью. В случае, если входной 
пучок имеет плоский волновой фронт и выполняются 
условия применения параксиального приближения, 
уравнение этой поверхности принимает простой вид  

( ) ( )0

( 1)
u v

h u v
n

Φ ,
, =

−
, (27) 

где h (u, v) – аппликата высоты в точке с декартовыми 
координатами (u, v), n – показатель преломления ма-
териала, из которого изготовлен оптический элемент. 
Требуемое распределение эйконала можно сформи-
ровать с помощью гармонического дифракционного 
оптического элемента с высотой микрорельефа  

( ) ( )2 0
2( 1) modh u v n u vπ
π⎛ ⎞, = − Φ ,⎜ ⎟λ⎝ ⎠

. (28) 
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В случае, если условия параксиального прибли-
жения не выполняются, формула для поверхности оп-
тического элемента имеет более сложный вид.  

2. Задача Монжа – Канторовича  
Рассмотрим пару сопряжённых преобразований  
Прямое лучевое преобразование T : (u, v) → (x, y) 

имеет вид  

( ) ( ),x X u v y Y u v= , = , . (29) 

Это преобразование позволяет найти координаты 
точки (x, y) прихода лучей в плоскости регистрации 
(фокальной плоскости) по координатам точки выхода 
(u, v). Прямое преобразование будем обозначать T. 

Обратное лучевое преобразование R: (ξ, η) → (u, v) 
(сопряжённое преобразование) имеет вид  

( ) ( ),u U v V= ξ,η = ξ,η . (30) 

Это преобразование позволяет найти координаты 
точки (u, v) выхода лучей в плоскости, непосредст-
венно прилегающей к оптическому элементу, по ко-
ординатам точки в области регистрации (фокальной 
плоскости) (x, y) выхода. Обратное преобразование 
будем обозначать R. 

Можно показать, что для пары преобразований  

( ) ( ), ,u U v V= ξ,η = ξ,η  (31) 

( ) ( ),X u v Y u vξ = , η = ,  (32) 

выполняется следующее соотношение 

( ) ( ) ( )11
u v v u

U V U V R X Y X Y R−−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = −⎜ ⎟∂ξ ∂η ∂η ∂ξ⎝ ⎠

, (33) 

где 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,u U X u v Y u v v V X u v Y u v= , , , = , , ,  (34) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), .X U V Y U Vξ = ξ,η , ξ,η η = ξ,η , ξ,η  (35) 

Значок R 
–1 означает, что равенство (33) выполня-

ется, если после нахождения производных применить 
преобразование (35). 

Рассмотрим минимизацию функционала  

( ) ( )0 d d ,S E u v u v X Y u v= , ρ , , ,∫  (36) 

( ) ( ) ( )2 2 2u v X Y u X v Y Fρ , , , = − + − +  (37) 

при условии  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0

.u v v u

E u v E X u v Y u v

X u v Y u v X u v Y u v

, = , , , ×

× , , − , ,
 (38) 

2.1. Вариация функционала 
Рассмотрим условную минимизацию. Построим 

функционал  

( ) ( ){
( ) ( ) ( )( )}

0

0 d d ,u v v u

S E u v u v X Y

u v E X Y X Y X Y E u v

= , ρ , , , +

+λ , , − −

∫
 (39) 

λ (u, v) – неопределённый множитель Лагранжа. 
Получим выражение для вариации этого функ-

ционала.  
Для этого рассмотрим вариацию функций  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

,

.

X u v X u v u v

Y u v Y u v u v
ε

ε

, = , + εω ,

, = , + εω ,
 (40) 

Вариация функционала в этом случае имеет вид  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )(
( ) ( ))
( ) ( )( )( )

1
0

2 2 2

2

2

2 2 2

0

d d

d d

d d .

u v v u

u v v u

u v v u

S

X u u v
E u v

u X v Y F

Y v u v
u v

u X v Y F

u v E X Y X Y X Y

E X Y X Y X Y u v

u v E X Y X Y X Y E u v

δ =

⎧
− εω ,⎪= , +⎨

⎪ − + − +⎩

⎫
− εω , ⎪+ +⎬

⎪− + − + ⎭

+ λ , δ , − +

+ , δ − +

+ δλ , , − −

∫

∫

∫

 (41) 

Условие  

( )
0S

u v
δ

=
δλ ,

 (42) 

приводит к уравнению  

( ) ( ) 0u v v uE X Y X Y X Y E, − = . (43) 

Это показывает, что условие экстремальности 
функционала приводит к уравнению, которое мы ис-
пользовали при записи функционала в качестве огра-
ничения. 

Вариация δE(X,Y) имеет вид  

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 .

E X Y

E X Y E X Y
u v u v

X Y

δ , =

⎛ ⎞∂ , ∂ ,
= ε ω , + ω ,⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (44) 

Вариация δ (XuYv
 – XvYu)  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 .

u v v u u v u v v u v u

u v u v u v v u
u v v u

u v v u

X Y X Y X Y X Y X Y X Y

u v Y X u v Y u v X u v
X Y X Y

X Y X Y

δ − = δ + δ − δ − δ =

⎛ ⎞ω , + ω , − ω , − ω ,
= ε −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (45) 

Запишем полученное выражение в виде (см. Приложения В и Г) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
.u v v u u v v uX Y X Y Tr DT u v D u v X Y X Y

−⎡ ⎤δ − = ε , ω , −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (46) 
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Здесь введены обозначения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( 11 2 1 2u v u v u v v u

u v v u

u v Y X u v Y u v X u v
Tr DT u v D u v

X Y X Y
−⎛ ⎞ω , + ω , − ω , − ω , ⎡ ⎤= , ω ,⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟ ⎥⎦− ⎣⎝ ⎠

. 

Подставляем выражение для вариации якобиана, по-
лучим выражение для функционала в следующем виде  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( )( ))

1
0

2 2 2

2

2 2 2

1

d d
( )

d d .

u v v u

u v v u

X u u v
S E u v

u X v Y F

Y v u v
u v

u X v Y F

u v E X Y X Y X Y

E X Y X Y X Y Tr DT D u v−

⎧
− ω ,⎪δ = ε , +⎨

⎪ − + − +⎩
⎫

− ω , ⎪+ +⎬
⎪− + − + ⎭

+ λ , δ , − +

+ , − ε ω

∫

∫

 (47) 

Подставляя в эту формулу выражение для вариа-
ции функции E (X, Y), получаем выражение для ва-
риации функционала в виде 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )((
( ) ) ( ) ( )( ))

1
0

2 2 2

2

2 2 2

1

1
2

d d
( )

d d .

u v v u X

Y

X u u v
S E u v

u X v Y F

Y v u v
u v

u X v Yt F

u v X Y X Y E X Y

E X Y E X Y Tr DT D u v−

⎧
− ω ,⎪δ = ε , +⎨

⎪ − + − +⎩
⎫

− ω , ⎪+ +⎬
⎪− + − + ⎭

+ε λ , − , ω +

+ , ω + , ω

∫

∫

 (48) 

Далее, учитывая, что якобиан лучевого преобразо-
вания записывается в виде  

( ) ( )
( )
0

u v v u
E u v

X Y X Y
E X Y

,
− =

,
, (49) 

получаем окончательно выражение для вариации 
функционала в виде  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )(

( ) ( )( )
( ) ( )( ))

1
0

2 2 2

2

2 2 2

0
1

2

1
0

d d
( )

d d .

X

Y

X u u v
S E u v

u X v Y F

Y v u v
u v

u X v Y F

E u v
u v E X Y u v

E X Y

E X Y u v

E u v Tr DT D u v−

⎧
− ω ,⎪δ = ε , +⎨

⎪ − + − +⎩
⎫

− ω , ⎪+ +⎬
⎪− + − + ⎭

⎛ ,
+ ε λ , , ω , +⎜⎜ ,⎝

+ , ω , +

+ , ω

∫

∫

 (50)

 

Рассмотрим интеграл  

( )
( )
( ) ( ) ( )(

( ) ( ))
( ) ( )( ))

1

0
1

2

1
0 d d .

X

Y

I u v

E u v
E X Y u v

E X Y

E X Y u v

E u v Tr DT D u v−

= λ , ×

⎛ ,
× , ω , +⎜⎜ ,⎝

+ , ω , +

+ , ω

∫

 (51) 

При замене переменных  

( ) ( )u U v V= ξ,η = ξ,η  (52) 

выражение для (DT ) 
–1(R) Dω (R) преобразуется сле-

дующим образом  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

1 1

2 2

1 21

Ω Ω

,
Ω Ω

Ω Ω
.

DT R D R

Tr DT D

−

−

ω =

⎛ ⎞∂ ξ,η ∂ ξ,η
⎜ ⎟

∂ξ ∂η⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂ ξ,η ∂ ξ,η⎜ ⎟⎜ ⎟∂ξ ∂η⎝ ⎠
∂ ξ,η ∂ ξ,η

ω = +
∂ξ ∂η

 (53) 

Использованы следующие обозначения  

( ) ( ) ( )( )1 1 U VΩ ξ,η = ω ξ,η , ξ,η , (54) 

( ) ( ) ( )( )2 2 U VΩ ξ,η = ω ξ,η , ξ,η . (55) 

Сделаем в нем замену переменных  

( ) ( )( ) ( ) ( )((
( ) ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

1 1

2

1 2

1

2

1

2

d d

Ω

Ω d d

Ω d d

Ω ) d d ,

I U V E

E E

al

E

E

E

E

ξ

η

= λ ξ,η , ξ,η ξ,η Ω ξ,η +

+ ξ,η Ω ξ,η + ξ,η ×

⎞⎛ ⎞Ω ξ,η ∂Ω ξ,η
× + ξ η =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟∂ξ ∂η⎝ ⎠⎠

⎛ ∂
= Λ ξ,η ξ,η ξ,η +⎜ ∂ξ⎝

⎞∂
+ ξ,η ξ,η ξ η =⎟∂η ⎠

⎛ ⎞∂
= Λ ξ,η ξ,η ξ,η ξ η+⎜ ⎟∂ξ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
+ Λ ξ,η ξ,η ξ,η η ξ⎜ ⎟∂η⎝ ⎠

∫

∫

∫

∫

 (56) 

где введено следующее обозначение 

( ) ( ) ( )( )U VΛ ξ,η = λ ξ,η , ξ,η . (57) 

Далее интегрируем по частям  
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1

2

2

2

d

d d

d

)d d .

I E

E

E

E

⎛ ∂
== Λ ξ,η Ω ξ,η ξ,η ξ −⎜ ∂ξ⎝

⎞∂Λ ξ,η
− Ω ξ,η ξ,η ξ η+⎟⎟∂ξ ⎠
⎛ ∂

+ Λ ξ,η Ω ξ,η ξ,η η−⎜ ∂η⎝
∂Λ ξ,η

− Ω ξ,η ξ,η η ξ
∂η

∫

∫

∫

∫

 (58) 

Первый интеграл и третий интеграл берутся эле-
ментарно и, учитывая факт, что на границе 
E (ξ,η) → 0, окончательно получаем  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2

d d

d d .

I E

E a

∂Λ ξ,η
= − Ω ξ,η ξ,η ξ η−

∂ξ

∂Λ ξ,η
− Ω ξ,η ξ,η ξ

∂η

∫

∫
 (59) 

В результате выражение для вариации имеет вид  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
0

2 2 2

2

2 2 2

1 2

d
d

d d
( )

Ω Ω

d d 0.

X u u vS E u v
u X v Y F

Y v u v
u v

u X v Y F

E

⎧
− ω ,⎪= , +⎨

ε ⎪ − + − +⎩
⎫

− ω , ⎪+ −⎬
⎪− + − + ⎭

⎛ ⎞∂Λ ξ,η ∂Λ ξ,η
− ξ,η + ξ,η ×⎜ ⎟⎜ ⎟∂ξ ∂η⎝ ⎠
× ξ,η ξ η =

∫

∫

 (60) 

Сделаем замену переменных в первом интеграле  

( )
( )( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

2

1 2

Ω

Ω d d

Ω Ω

d d 0.

U
E u v

L

V

L

E

⎧ ⎧ξ − ξ,η⎪ ⎪, ξ,η +⎨ ⎨
ξ,η⎪ ⎪⎩⎩

⎫⎫η− ξ,η ⎪⎪+ ξ,η ξ η−⎬⎬
ξ,η ⎪⎪⎭⎭

⎛ ⎞∂Λ ξ,η ∂Λ ξ,η
− ξ,η + ξ,η ×⎜ ⎟⎜ ⎟∂ξ ∂η⎝ ⎠
× ξ,η ξ η =

∫

∫

 (61) 

В результате получаем, что условие экстремума 
функционала приводит к условиям  

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

,

.

U

L

V

L a

ξ − ξ,η∂Λ ξ,η
=

∂ξ ξ,η

η− ξ,η∂Λ ξ,η
=

∂η ξ,

 (62) 

Дополнительное условие  

( )
0S

u v
δ

=
δλ ,

 (63) 

приводит к уравнению  

( ) ( ) 0u v v uE X Y X Y X Y E, − = . (64) 

Следует отметить, что это уравнение представляет 
ограничение, которое использовалось при записи ис-
ходного функционала. 

2.2.Обсуждение полученных формул 
Недостаток полученных выражений состоит в том, 

что в уравнения (62) входят функции U (ξ, η) и V (ξ, η), 
которые описывают преобразование точек, располо-
женных в области фокусировки, в точки, располо-
женные в области оптического элемента. Уравнение 
(64) содержит функции X (u, v), Y (u, v), описывающие 
преобразование от точек, расположенных в области 
оптического элемента, в точки, расположенные в об-
ласти фокусировки. Используя замену координат  

( ) ( ), ,X u v Y u vξ = , η = ,  

перепишем уравнение (64) в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0E E U V U V U Vξ η η ξξ,η − ξ,η ξ,η − = . 

Теперь во все полученные уравнения входят 
функции U (ξ, η) и V (ξ, η), описывающие связь между 
точками фокальной плоскости (плоскости z = F) и 
точками в плоскости, в которой расположен оптиче-
ский элемент (плоскости z = 0). В этом случае функ-
цию Λ (ξ, η) можно интерпретировать как функцию 
эйконала в плоскости фокусировки (плоскости z = F). 

Из решения уравнения эйконала можно показать, 
что связь между эйконалом в плоскости z = 0 и эйко-
налом в плоскости z = F имеет вид 

( ) ( ) ( )0 ,u v LΛ ξ,η = Φ + ξ,η  

при условии, что точки в плоскости z = 0 и плоскости 
z = F связаны соотношениями 

( ) ( ),u U v V= ξ,η = ξ,η . 

Нетрудно показать эквивалентность системы 
уравнений, записанной в плоскости z = 0, 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )0

,

,

, 0

U

L

V

L a

E E U V U V U Vξ η η ξ

ξ − ξ,η∂Λ ξ,η
=

∂ξ ξ,η

η− ξ,η∂Λ ξ,η
=

∂η ξ,

ξ,η − ξ,η ξ,η − =

 

и системы уравнений, записанной относительно функ-
ций и переменных в плоскости z = F, 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0

1

0

1

0

, ,
,

,

, ,
,

,

, 0,u v v u

u v X u v u
u L u v

u v Y u v v
v L u v

E X Y X Y X Y E u v

∂Φ −
=

∂

∂Φ −
=

∂

, − − =

 

где ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
1 , , ,L u v X u v u Y u v v F= − + − + . 
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Минимизируя функционал каким-либо известным 
методом, мы находим функции X (u, v), Y (u, v), λ (u, v). 
Так как функцию Λ (ξ, η) можно интерпретировать 
как функцию эйконала в плоскости z = F, то функцию 
λ (u, v) можно интерпретировать как функцию эйко-
нала в плоскости z = F, записанную в координатах 
(u, v). Связь функции λ (u, v) с эйконалом в плоскости 
z = 0 имеет вид 

( ) ( ) ( )0 1, ,u v u v L u vλ = Φ + , . 

В результате показано, что непосредственная ми-
нимизация функционала эквивалентна решению за-
дачи восстановления фазы по распределениям интен-
сивности в двух различных плоскостях. 

Заключение 
Метод расчёта, предложенный в настоящей рабо-

те, в дальнейшем будет использован для расчёта ди-
фракционных оптических элементов (ДОЭ), которые 
предназначены для фокусировки в плоские области, 
имеющие сложную форму. В дальнейшем необходи-
мо усовершенствовать метод восстановления эйко-
нальной функции ДОЭ по известному лучевому соот-
ветствию. Для улучшения метода восстановления эй-
кональной функции могут быть использованы бику-
бические сплайны. Возможно использование предла-
гаемых ДОЭ не только в лазерных технологических 
установках, но и для подсветки местности в ночное 
время при дистанционном зондировании Земли с 
низколетящего беспилотного летательного аппарата. 

Фазовая проблема в рамках геометрической опти-
ки рассмотрена только для уравнения Гельмгольца. В 
дальнейшем предполагается получить вариационную 
постановку для решения фазовой проблемы для урав-
нения Шредингера и уравнения Клейна – Гордона. 
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новных уравнений в разделе 1, описывающих фазо-
вую проблему).  
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Приложения 
A. Расчёт лапласиана 

Связь лучевых координат с декартовыми имеет вид  

0 0
zx u l y v l z S l

u v
∂Φ ∂Φ

= + = + =
∂ ∂

. (A.1) 

Эти уравнения можно разрешить  

( ) ( ) ( ),u U x y z v V x y z l L x y z= , , , = , , = , , . (A.2) 

Решение уравнения эйконала имеет вид  

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )0 .

x y z

U x y z V x y z L x y z

U x y z V x y z L x y z

Φ , , =

= Ψ , , , , , , , , =

= Φ , , , , , + , ,

 (A.3) 

Выражения для производных в лучевых коорди-
натах через производные в декартовых координатах 
имеют вид  

x y z
u u u x u
x y z
v v v y v
x y z
l l l lz

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ ∂Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂Φ ∂Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂Ψ⎜ ⎟∂Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂⎝ ⎠

, (A.4) 

1x y z
x u u u u

x y z
y v v v v

x y z
l l l lz

−⎛ ⎞∂Φ ∂ ∂ ∂ ∂Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂Φ ∂ ∂ ∂ ∂Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂Ψ⎜ ⎟∂Φ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂⎝ ⎠

. (A.5) 

Обратная матрица имеет вид  

( )

1

11 21 31
1

12 22 32

13 23 33

det

x y z
u u u A A A
x y z A A A
v v v

A A Ax y z
l l l

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ −⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟ = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂

⎜ ⎟ −∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, (A.6) 

det det

x y z
u u u
x y z
v v v
x y z
l l l

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂

⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (A.7) 

Выражения для величин Aij (i = 1,3; j = 1,3) имеют 
вид  

11 12

13

, ,

,

y z y z x z x zA A
v l l v v l l v
x y x yA
v l l v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

 (A.8) 

21 22

23

, ,

,

y z y z x z x zA A
u l l u u l l u
x y x yA
v l l v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

 (A.9) 

31 32

33

, ,

.

y z y z x z x zA A
u v v u u v v u
x y x yA
u v v u
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∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

 (A.10) 

Выражения для производных в декартовых коор-
динатах через производные в лучевых координатах 
имеют вид  

( ) ( ) ( )
11 21 31A A A

x det u det v det l
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= − +
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, (A.11) 

( ) ( ) ( )
12 22 32A A A

y det u det v det l
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ
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, (A.12) 

( ) ( ) ( )
13 23 33A A A

z det u det v det l
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= − +
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, (A.13) 

( ) {
( ) ( )

}

1 2

2 2

2 2 2

2

.

z uv v u z

vv u uu v uu vv

uv vv uu

det S l S

l l

l l

−= Φ Φ Φ + −

− Φ Φ +Φ Φ + Φ +Φ −

−Φ +Φ Φ

 (A.14) 

После упрощения выражения для производных 
функции эйконала принимают вид  

2 2
0 0 0 0, , 1 .u v u vx y z

∂Φ ∂Φ ∂Φ
=Φ =Φ = −Φ −Φ

∂ ∂ ∂
 (A.15) 

Используя эти выражения, найдём выражения для 
дивергенции векторного поля. Дивергенция вектор-
ного поля в декартовых координатах имеет вид 

( )div yx zpp pp
x y z

∂∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
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( ) ( ) ( )
11 21 31x x x xA A Ap p p p
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Пусть  
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ИТОГО  

yx z

x x x
u v l

pp p y y ylog
x y z l u v l

z z z
u v l

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
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В случае  

, ,x y z
zp p p

x y l
∂Φ ∂Φ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 (A.22) 

получаем выражение для лапласиана функции эйконала  

.

yx zpp p
x y z

x x x
u v l
y y ylog

l u v l
z z z
u v l
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Φ = + + =

∂ ∂ ∂
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Б. Получение уравнения Монжа – Ампера 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

1

0

0 0 0

0 0 0 .

0 0 0

A u v l A u v
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−
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×
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 (Б.1) 

Это уравнение можно переписать в виде  

( ) ( ) [ ]( )
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Рассмотрим получение выражения XuYv
 – XvYu , 

0
2 2

0
2 2

,
1

.
1

u

u v

v

u v

X u z

Y v z

Φ
= +

−Φ −Φ

Φ
= +

−Φ −Φ

 (Б.5) 

В результате  
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−
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где 
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,
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z S l
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После элементарных преобразований  
1
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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v v l v lY y y z z−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
= − , (Б.12) 

1
v v l v lX x x z z−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
= − , (Б.13) 

1
u u l u lY y y z z−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
= − , (Б.14) 

( ){ ( )
( ) } 1 .

u v v u

u v v u l v u v u l

v u u v l z

X Y X Y

x y x y z z y y z x

x z x z y S −

− =

= − + − +

+ −

 (Б.15) 

ИТОГО  
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( ) ( )2
2 0

u v v u

A u v
A u v l

X Y X Y
, ,

, , =
−

. 

В. Выражение для производных  
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По аналогии  
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Г. Вспомогательные преобразования 
Г.1. Формулы для прямого преобразования 
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Г.2. Преобразование некоторых выражений при замене координат 
Далее рассмотрим обратное преобразование R : (ξ, η) → (u, v)  
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Выражение для якобиана обратного преобразования 
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THE CONNECTION BETWEEN THE PHASE PROBLEM IN OPTICS, FOCUSING OF RADIATION, AND 
THE MONGE-KANTOROVICH PROBLEM 
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2 Samara National Research University, Moskovskoye shosse 34, Samara, 443086, Samara, Russia 

Abstract  
We discuss the use of variational principles for solving the phase problem in optics. In this pa-

per, we consider the connection between four fundamental problems: the phase problem in optics, 
the inverse problem of focusing coherent radiation, the Monge – Kantorovich optimal mass trans-
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port problem, and the variational methods for solving the equation of a modified Monge – Ampere 
equation. It is shown that the solution of the phase problem in optics within the framework of the 
asymptotic approach is closely related to the solution of the problem of optimal mass transport 
with a nonquadratic cost function. 

Keywords: optimal mass transport, phase problem in optics, Monge–Ampere equation. 
Citation: Kazanskiy NL, Kharitonov SI, Kozlova IN, Moiseev MA. The connection between the 

phase problem in optics, focusing of radiation, and the Monge–Kantorovich problem. Computer 
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