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Аннотация 

В данной статье моделировалась фокусировка оптических вихрей с длиной волны 
532 нм и правой круговой поляризацией плоской дифракционной линзой с числовой апер-
турой 0,95. Моделирование осуществлялось с помощью формул Ричардса – Вольфа и мето-
дом FDTD. Рассматривалась фокусировка оптических вихрей с топологическими зарядами, 
равными ±1 и ±2. Было показано, что при фокусировке оптических вихрей с круговой поля-
ризацией широкоапертурной дифракционной линзой в фокусе можно наблюдать отрица-
тельные значения продольной компоненты вектора Пойнтинга. При фокусировке оптиче-
ских вихрей с правой круговой поляризацией и топологическими зарядами ±1 и +2 распре-
деление отрицательных значений продольной компоненты вектора Пойнтинга имеет вид 
колец. Если же топологический заряд оптического вихря равен –2, то это распределение 
приобретает пиковый характер. 
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Введение 

В последние годы отмечается рост интереса ис-

следователей к фокусировке оптических вихрей 

с азимутальной и радиальной поляризацией [1 – 9]. 

Так, например, в [1] было показано, что азимутально-

поляризованный оптический вихрь образует фокус-

ное пятно с площадью (0,147λ2) на 13,5 % меньше, 

чем радиально-поляризованный свет (0,17λ2). Анало-

гичный пучок использовался в работе [2] для форми-

рования иглоподобного фокуса с большой глубиной 

(12λ) и субволновой шириной (изменялась от 0,42λ 

до 0,49λ). А в работе [3] иглоподобный фокус имел 

диаметр по полуспаду 0,38λ, а глубину 7,48λ. 

В статье [4] азимутально-поляризованный пучок 

проходил через спиральную фазовую пластинку, со-

стоящую из нескольких колец, и фокусировался лин-

зой с числовой апертурой NA = 0,95. Полученное фо-

кусное пятно обладало глубиной DOF = 4,84λ и суб-

волновой шириной FWHM = 0,53λ. В [5] похожая 

спиральная фазовая пластинка, совмещенная с акси-

коном, использовалась для получения пятна с глуби-

ной DOF = 11λ и шириной FWHM = 0,38λ.  

Интересно, что при исследовании таких пучков 

внимание исследователей сосредоточено на достиже-

нии минимального размера фокусного пятна. Так как 

при вычислении интенсивности необходимо вычис-

ление только электрической напряжённости в фокусе, 

то изучению поведения магнитной компоненты 

обычно уделяется мало внимания. Знание последней 

необходимо для изучения поведения вектора Пойн-

тинга. В соответствии с [10] сила, действующая на 

частицу, может быть вычислена как  

( ) *
/ 2 Im Re( )k= α ×F E H , (1) 

где k – волновое число, α – поляризуемость частицы, 

E и H – напряжённости электрического и магнитного 

полей соответственно. Из формулы (1) следует, что 

продольная составляющая силы будет пропорцио-

нальна продольной составляющей вектора Пойнтинга 

Sz. Если некоторый пучок в своём поперечном рас-

пределении Sz будет содержать отрицательную со-

ставляющую, то частица, подсвеченная таким пуч-

ком, должна двигаться в сторону источника света. 

В работе [11] моделировалось прохождение света 

через металинзу, осуществляющую поворот направ-

ления поляризации и фокусировку. Численно с по-

мощью FDTD-метода было показано, что такая линза, 

освещаемая светом с круговой поляризацией, может 

формировать фокусное пятно, в котором поток энер-

гии вдоль оси распространения пучка Sz имеет отрица-

тельное значение. Отрицательные значения продоль-

ной компоненты Sz также наблюдались в статье [12], 

где рассматривались пучки Лагерра – Гаусса с круговой 

поляризацией.  

В данной статье с помощью формул Ричардса –
 Вольфа моделировалась фокусировка оптических 

вихрей с длиной волны λ = 532 нм и правой [13] кру-

говой поляризацией плоской дифракционной линзой 

с числовой апертурой NA = 0,95. Результаты, полу-

ченные с помощью формул Ричардса – Вольфа, каче-

ственно совпадали с результатами, полученными ме-

тодом FDTD, реализованным в программном обеспе-

чении FullWave. Рассматривалась острая фокусировка 

оптических вихрей с топологическими зарядами, рав-

ными ±1 и ±2. Было показано, что при фокусировке 

оптических вихрей с круговой поляризацией широко-

апертурной дифракционной линзой в фокусе можно 

наблюдать отрицательные значения продольной ком-

поненты вектора Пойнтинга. При фокусировке опти-
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ческих вихрей с правой круговой поляризацией и то-

пологическими зарядами ±1 и +2 распределение от-

рицательных значений продольной компоненты век-

тора Пойнтинга имеет вид колец. Если же топологи-

ческий заряд оптического вихря равен –2, то это рас-

пределение приобретает пиковый характер. 

1. Методы, используемые для численного 

моделирования 

В рамках данной работы было проведено несколь-

ко серий численных моделирований двумя способа-

ми: в первом случае использовалось численное 

нахождение интегралов Ричардса – Вольфа в среде 

Matlab, а во втором – метод FDTD, реализованный в 

программном обеспечении FullWave. Метод FDTD 

использовался для качественной проверки результа-

тов, полученных первым способом. 

Интегралы Ричардса – Вольфа имеют вид [14]: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ){ }

2

0 0

, , , ,

exp sin cos cos sin d d ,

if
z B T

ik z

α π

ρ ψ = − θ ϕ θ θ ϕ ×
λ

 × ρ θ ϕ − ψ + θ θ θ ϕ 

∫ ∫U P
 (2) 

где U(ρ, ψ, z) – напряжённость электрического или 

магнитного полей, B (θ, φ) – электрическое или маг-

нитное поле на входе широкоапертурной системы 

в координатах выходного зрачка (θ – полярный угол, 

φ – азимутальный), T (θ) – функция аподизации лин-

зы, f – фокусное расстояние, k = 2π/λ – волновое число 

(длина волны при моделировании считалась равной 

λ = 532 нм), P (θ, φ) – матрица поляризации, для 

напряжённости электрического и магнитного полей 

имеющая вид: 
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, (3)

где a (θ, φ) и b (θ, φ) – функции поляризации для x- и y- 

компонент напряженностей фокусируемого пучка. 

Для простоты вычислений в моделировании счи-

талось, что зонная пластинка (T (θ) = cos–3/2θ [15], 

NA = 0,95) фокусирует плоскую волну B (θ, φ) = 1. По-

сле прохождения такой волны спиральной фазовой 

пластинки она преобразуется в оптический вихрь 

с B (θ, φ) = exp{im φ}, где m – топологический заряд оп-

тического вихря. С помощью формул Ричардса –
 Вольфа рассматривалась фокусировка оптических 

вихрей с топологическими зарядами m, равными ±1 

и ±2. В случае отрицательных значений m топология 

вихря и поляризации совпадали.  

Продольная составляющая вектора Пойнтинга вы-

числялась как 

( ) ( )* * *1 1
Re Re

2 2
z x y y x

z
S E H E H = × = −

 
E H , (4) 

а интенсивность – как I = (EE*). 

Для проверки решения, полученного с помощью 

интегралов Ричардса – Вольфа, производилось модели-

рование методом FDTD, реализованным в програм-

мном обеспечении FullWave, фокусировки плоской 

волны, умноженной на функцию пропускания зонной 

пластинки Френеля и функцию оптического вихря 

exp{im φ}. Методом FDTD моделировались вихри с 

топологическими зарядами m, равными +1 и -1. Функ-

ция пропускания зонной пластинки рассчитывалась из 

соображений, что её фокусное расстояние равно 

532 нм, а фокусируемый свет имеет длину волны 

532 нм. Так как ставилось целью только качественное 

сравнение результатов, полученных разными метода-

ми, то числовая апертура такой линзы не подбиралась 

равной числовой апертуре линзы, моделируемой по 

формулам Ричардса – Вольфа. На рис. 1 показана фаза 

моделируемой зонной пластинки: белым цветом пока-

зана нулевая фаза, а чёрным – фаза, равная π. Шаг сет-

ки вдоль всех координат считался равным λ/30. Разме-

ры рассчитываемой области 8,6×8,6×1,532 мкм. На 

краях вычисляемой области помещались идеально со-

гласованные слои (PML) толщиной 0,5 мкм. 

 

Рис. 1. Фаза бинарной зонной пластинки Френеля (0; π). 

Размер изображения – 8×8 мкм 

2. Фокусировка оптического вихря  

с круговой поляризацией 

Для правой круговой поляризации функции поля-

ризации напряженности электрического поля в урав-

нении (3) будут иметь вид a (θ, φ) = 1 и b (θ, φ) = i, а для 

напряжённости магнитного поля – a (θ, φ) = –i и 

b (θ, φ) = 1.  

Результаты фокусировки оптического вихря с то-

пологическим зарядом m = 1 приведены на рис. 2 – 3: 

распределение интенсивности – на рис. 2, а продоль-

ной компоненты вектора Пойнтинга Sz – на рис. 3. 

Из рисунков видно, что при фокусировке оптиче-

ского вихря круговой поляризации с топологическим 

зарядом m = 1 распределение в фокусе и интенсивно-

сти, и продольной компоненты вектора Пойнтинга Sz 

имеет вид кольца. При этом проекция вектора Sz в 

кольцах минимумов приобретает отрицательные зна-

чения (на рис. 3б, в отмечены штриховкой).  
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Рис. 2. Интенсивность в фокусе при фокусировке 

оптического вихря с круговой поляризацией 

и топологическим зарядом m = 1 

а)  

б)  

в)  
Рис. 3. Распределение в фокусе продольной составляющей 

вектора Пойнтинга Sz при фокусировке оптического вихря 

с топологическим зарядом m = 1 (а), сечение вдоль оси x (б), 

увеличенный фрагмент вблизи области  

с отрицательными значениями Sz (в) 

Этот факт подтверждается и моделированием мето-

дом FDTD, результаты которого приведены на рис. 4. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 4. Распределение продольной составляющей вектора 

Пойнтинга Sz (а), его сечение (пунктирная кривая) 

и сечение интенсивности (сплошная кривая) (б) 

при фокусировке оптического вихря с топологическим 

зарядом m = 1, рассчитанные FDTD-методом, увеличенный 

фрагмент вблизи области отрицательных значений Sz (в) 

Отметим, что непосредственно на оси (при x = 0) 

отрицательных значений Sz не наблюдается ни при мо-

делировании методом FDTD (рис. 4), ни при нахожде-

нии значений интеграла Ричардса – Вольфа (рис. 3).  

При смене знака у топологического заряда опти-

ческого вихря m = –1, отрицательные значения в про-

екции Sz значительно уменьшаются, хотя и не исче-

зают совсем. На рис. 5 показано распределение про-

дольной компоненты вектора Пойнтинга Sz и его се-

чение, рассчитанные с помощью формул Ричардса –
 Вольфа, а на рис. 6 – рассчитанные методом FDTD. 

Рассмотрим теперь фокусировку оптического вих-

ря с топологическим зарядом m = 2. Характер распре-

деления продольной составляющей вектора Пойнтин-

га в этом случае также не меняется – имеет кольцевой 

вид (рис. 7). 
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а)      б)  
Рис. 5. Распределение в фокусе продольной составляющей вектора Пойнтинга Sz при фокусировке оптического вихря 

с топологическим зарядом m = –1 (а), сечение вдоль оси x (б) 

а)      б)  
Рис. 6. Распределение продольной составляющей вектора Пойнтинга Sz (а) и его сечение (б) при фокусировке  

оптического вихря с топологическим зарядом m = –1, рассчитанные FDTD-методом 

а)      б)  
Рис. 7. Распределение продольной составляющей вектора Пойнтинга Sz при фокусировке оптического вихря 

с топологическим зарядом m = 2 (а), сечение вдоль оси x (б). Расчёт с помощью формул Ричардса – Вольфа 

Интересно, что смена знака топологического за-

ряда оптического вихря на m = –2 приводит в дан-

ном случае к качественно другому распределению 

вектора Пойнтинга – пиковому. Распределение ин-

тенсивности, рассчитанное по формулам Ричардса –
 Вольфа, в этом случае приведено на рис. 8, а рас-

пределение Sz – на рис. 9. 

Из рис. 9б видно, что в этот раз распределение 

отрицательных значений продольной компонен-

ты вектора Пойнтинга приобретает пиковый ха-

рактер – ярко выраженный минимум Sz на опти-

ческой оси. 

 
Рис. 8. Распределение интенсивности при фокусировке 

оптического вихря с топологическим зарядом m = –2 
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а)    б)  
Рис. 9. Sz при фокусировке оптического вихря с топологическим зарядом m = –2 (а)  

и его сечение вдоль оси x (б) 

Заключение 

В данной статье нами с помощью формул Ричард-

са – Вольфа моделировалась фокусировка оптических 

вихрей с длиной волны λ = 532 нм и правой круговой 

поляризацией плоской дифракционной линзой с чис-

ловой апертурой NA = 0,95. Результаты, полученные с 

помощью формул Ричардса – Вольфа, качественно 

совпадали с результатами, полученными методом 

FDTD, реализованным в программном обеспечении 

FullWave. Рассматривалась острая фокусировка опти-

ческих вихрей с топологическими зарядами, равными 

±1 и ±2. Было показано, что при фокусировке оптиче-

ских вихрей с круговой поляризацией широкоапер-

турной дифракционной линзой в фокусе можно 

наблюдать отрицательные значения продольной ком-

поненты вектора Пойнтинга. При фокусировке опти-

ческих вихрей с правой круговой поляризацией и то-

пологическими зарядами ±1 и +2 распределение от-

рицательных значений продольной компоненты век-

тора Пойнтинга имеет вид колец. Если же топологи-

ческий заряд оптического вихря равен –2, то это рас-

пределение приобретает пиковый характер. 
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LONGITUDINAL COMPONENT OF THE POYNTING VECTOR  

OF A TIGHTLY FOCUSED OPTICAL VORTEX WITH CIRCULAR POLARIZATION 

S.S. Stafeev 1,2, A.G. Nalimov 1,2 
1 Image Processing Systems Institute оf RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia, 

2 Samara National Research University, Samara, Russia 

Abstract  

We numerically investigated the focusing of optical vortices with the wavelength λ = 532 nm 

and right-hand circular polarization by using a diffractive lens with the numerical aperture NA = 

0.95. The simulation was carried out using the Richards-Wolf formulae and the FDTD-method. 

The focusing of optical vortices with topological charges equal to ±1 and ±2 was investigated. It 

was shown that the focusing of optical vortices with circular polarization by a wide-aperture dif-

fractive lens can produce an intensity distribution with the negative value of the longitudinal com-

ponent of the Poynting vector. 

Keywords: Richards-Wolf formulae, FDTD-method, optical vortex, tractor beam. 
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