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Аннотация 

В световых полях, наряду с фазовыми сингулярностями, существуют поляризационные 

сингулярности – изолированные нули интенсивности с радиальной, азимутальной или ради-

ально-азимутальной поляризацией вокруг них. В данной работе исследуются Гауссовы пуч-

ки с несколькими произвольно расположенными поляризационными сингулярностями. По-

лучено аналитическое выражение для их комплексной амплитуды. Рассмотрен частный 

случай, когда поляризационные сингулярности расположены в вершинах правильного мно-

гоугольника. Если в таком пучке одна или две поляризационные сингулярности, то это точ-

ки с радиальной поляризацией. Если четыре поляризационные сингулярности, то имеются 

также две точки с азимутальной поляризацией. Показано, что при распространении в про-

странстве поляризационные сингулярности могут появляться лишь в дискретном наборе 

плоскостей, в отличие от фазовых сингулярностей, которые имеются в любой поперечной 

плоскости. В случае двух поляризационных сингулярностей обнаружено преобразование их 

поляризации с радиальной в начальной плоскости в азимутальную в дальней зоне. 
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Введение 

В световых полях, наряду с фазовыми сингуляр-

ностями (ФС), встречаются и поляризационные 

(ПС) – изолированные нули интенсивности, вокруг 

которых поляризация радиальная, азимутальная либо 

радиально-азимутальная. ПС встречаются даже в 

дневном свете [1]. Известно множество способов их 

формирования [2 – 8]. Примерами ПС можно считать 

радиальную, азимутальную, цилиндрическую поля-

ризацию [9] и поляризационные вихри [8, 10]. 

Радиальная поляризация используется для преодо-

ления дифракционного предела [11 – 15], в сенсорах 

электрического напряжения [16], для усиления торои-

дального дипольного момента в структурах металл–

диэлектрик–металл [17], для локализации диэлектри-

ческих частиц на плоской подложке [18], а также для 

беспроводной передачи данных [19], в том числе в 

условиях атмосферной [20] и океанической [21] турбу-

лентности. Азимутальная поляризация используется 

для острой фокусировки [13, 22], повышения точности 

локализации молекул в микроскопии [23, 24], форми-

рования тракторных пучков [25], притягивающих мик-

рообъекты в сторону источника излучения. 

Интерес к световым пучкам с неоднородной поля-

ризацией привёл к поиску решений уравнения Гельм-

гольца, описывающих такие пучки. Эти решения мо-

гут быть получены в виде суперпозиций оптических 

вихрей с противоположным топологическим зарядом 

и разнонаправленной круговой поляризацией [2], или 

из продольного векторного потенциала с цилиндри-

ческой симметрией [26]. В [27 – 29] получены выра-

жения и экспериментально сформированы пучки Бес-

селя – Гаусса с радиальной, азимутальной и цилин-

дрической поляризацией. В [30] получены уравнения 

для пучков Гаусса – Максвелла с цилиндрической по-

ляризацией. В [31] изучаются бездифракционные оп-

тические импульсы с цилиндрической поляризацией. 

В [32] изучается распространение ускоряющихся 

пучков с различным состоянием поляризации. В [33] 

с помощью однослойной метаповерхности формиру-

ется радиально-поляризованный пучок Лоренца. В 

[34] показано формирование радиальной, азимуталь-

ной и цилиндрической поляризации с помощью су-

перпозиции двух векторных пучков Лагерра – Гаусса. 

Обычно считается, что в пучке есть только одна 

ПС, хотя известны работы, в которых она переключа-

ема с радиальной на азимутальную [35] или радиаль-

ная и азимутальная поляризация возникают в разных 

плоскостях [36]. Нам не известны работы, в которых 

теоретически исследуются световые поля с несколь-

кими ПС в одной плоскости. В то же время известны 

работы, в которых исследовались поля с несколькими 

ФС. Так, в [37] комплексная амплитуда Гауссова пуч-

ка с несколькими ФС описана рекуррентно вычисля-

емыми многочленами. В работе [38] содержится зам-

кнутое выражение для комплексной амплитуды 

структурно устойчивых Гауссовых пучков, и из этого 

выражения можно получить и выражение для поля с 

произвольно расположенными оптическими вихрями. 

В данной работе исследуется Гауссов пучок с 

произвольно расположенными ПС. Используя пред-

ставление радиальной поляризации через оптические 



Дифракция Френеля и Фраунгофера Гауссова пучка с несколькими поляризационными сингулярностями Ковалёв А.А., Котляр В.В. 

180 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №2 

вихри с круговой поляризацией [2, 39], получено об-

щее аналитическое выражение для комплексных ам-

плитуд пучка с произвольно расположенными ПС, 

распространяющегося в параксиальной оптической 

системе, описываемой ABCD-матрицей. Более по-

дробно исследован Гауссов пучок с ПС в вершинах 

правильного многоугольника. Оказалось, что он яв-

ляется суперпозицией Гауссова пучка и двух мод Ла-

герра – Гаусса с разнонаправленной круговой поляри-

зацией. Установлено, что если в пучке одна или две 

ПС, то поляризация в их окрестности радиальная. Ес-

ли сингулярностей четыре, то имеется две пары точек 

с радиальной и азимутальной поляризацией. Показа-

но, что если в начальной плоскости у пучка не мень-

ше трёх ПС, то при распространении в пространстве 

они могут вновь появляться, но лишь в дискретном 

наборе плоскостей. Этим они отличаются от ФС, ко-

торые имеются в любой поперечной плоскости. Пока-

зано, что в дальней зоне ПС появляются только при 

чётном их количестве. В случае двух ПС обнаружено 

преобразование их поляризации с радиальной в ази-

мутальную при распространении от начальной плос-

кости к дальней зоне. Световые поля с неоднородной 

поляризацией могут найти применение в оптической 

передаче информации [19 – 21]. 

1. Суперпозиция двух пучков Гаусса  

с радиальной поляризацией 

Радиально-поляризованный Гауссов пучок можно 

получить с помощью суперпозиции двух ортогональ-

но-поляризованных мод Эрмита – Гаусса порядков 

(1, 0) и (0, 1) [40]. Комплексная амплитуда компонент 

Ex и Ey такого поля в начальной плоскости имеет вид: 

( ) ( ) ( )
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где (x, y) – декартовы координаты, w0 – радиус пере-

тяжки Гауссова пучка. 

Если требуется получить два радиально-

поляризованных Гауссова пучка с центрами в точках 

(–a, 0) и (a, 0), то напрашивается задать его комплекс-

ную амплитуду в начальной плоскости в следующем 

виде: 
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Интенсивность такого поля равна нулю при y = 0 и 

x, являющемся решением уравнения x = a th (2ax /w0
2 ). 

Решений у такого уравнения может быть либо три 

(при a > w0
 /21/2), либо одно, когда x = 0 является един-

ственным решением (при a ≤ w0
 /21/2). 

Рассмотрим сначала второй случай. На рис. 1 по-

казано распределение интенсивности поля (2) в 

начальной плоскости (z = 0) и дальней зоне (z = 10z0, 

z0
 = kw0

2/2 – расстояние Рэлея, k – волновое число). 

Параметры расчёта: длина волны λ = 532 нм, расстоя-

ние между центрами двух пучков 2a = 8λ, их радиусы 

перетяжки w0
 = 10λ, расчётная область –R ≤ x, y ≤ R, 

где R = 20λ (рис. 1а) и R = 200λ (рис. 1б). Из рис. 1а 

видно, что действительно при a < w0
 /21/2 вместо двух 

ПС получился пучок с небольшой эллиптичностью и 

лишь с одной ПС в центре. 

При a > w0
 /21/2 два пучка пространственно разде-

лены. На рис. 2 показано распределение интенсивно-

сти поля (2) в начальной плоскости и дальней зоне 

(z = 10z0). Параметры расчёта те же, что и на рис. 1, но 

расстояние между центрами двух пучков 2a = 30λ, 

расчётная область –R ≤ x, y ≤ R, где R = 40λ (рис. 2а) и 

R = 400λ (рис. 2б). Из рис. 2а видно, что действительно 

в начальной плоскости имеется две точки с радиальной 

поляризацией вокруг них. Однако распределение ин-

тенсивности существенно меняется при распростране-

нии, и в дальней зоне оно не имеет вид двух световых 

колец (рис. 2б). Вычислив преобразование Френеля от 

начального поля (2), можно показать, что поляризация 

в дальней зоне перестаёт быть локально-линейной (по-

этому она не показана на рис. 2б). 

а)   б)  
Рис. 1. Распределение интенсивности (негатив) поля (2) 

в начальной плоскости (а) и дальней зоне (б). Параметры 

расчёта: длина волны λ = 532 нм, расстояние между 

центрами двух составляющих пучков 2a = 8λ, их радиусы 

перетяжки w0 = 10λ, расчётная область –R ≤ x, y ≤ R, где 

R = 20λ (а) и R = 200λ (б). Стрелками на рис. 1а показано 

направление поляризации (направление колебания вектора 

электрической напряжённости) 

а)   б)  
Рис. 2. Распределение интенсивности (негатив) поля (2) 

в начальной плоскости (z = 0) (а) и дальней зоне (z = 10z0) 

(б). Параметры расчёта: длина волны λ = 532 нм, 

расстояние между центрами двух составляющих пучков 

2a = 30λ, расчётная область –R ≤ x, y ≤ R, где R = 40λ (а)  

и R = 400λ (б). Стрелками на рис. 2а показано направление 

поляризации 

2. Гауссов пучок с несколькими произвольно 

расположенными оптическими вихрями 

В [38] показано, что любая функция вида 

( )
2 2
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1
, , exp
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±

   + ±
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где (x, y, z) – декартовы координаты, w0 – радиус пе-

ретяжки Гауссова пучка, σ = 1 + iz/z0, f (x ± iy) – произ-

вольная целая аналитическая функция, является ре-

шением параксиального уравнения Гельмгольца: 
2 2

2 2
2 0

E E E
ik

z x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. (4) 

Из (3) для набора точек с декартовыми координа-

тами (aj, bj) (j = 1, ..., m) можно сконструировать па-

раксиальное световое поле, имеющее в начальной 

плоскости (z = 0) оптические вихри в этих точках [41]: 
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ϕ
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∏ , (5) 

где (r, ϕ, z) – цилиндрические координаты. При рас-

пространении пучка в оптической системе, описыва-

емой ABCD-матрицей [42], если в начальной плоско-

сти поле имеет вид (5) при z = 0: 

( ) ( )
2

0 2
10

, exp
m

i

j j

j

r
E r re a ib

w

ϕ

=

 
ϕ = − − − 

 
∏ , (6) 

то в выходной плоскости комплексная амплитуда E1 

равна 

( )
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ϕ
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где q = A + iB/z0, q2
 = (A + iB/z0) / (C + iD/z0). Аналогично 

можно записать и решение для оптических вихрей с 

отрицательным топологическим зарядом: 

( )
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12

1
, exp .

2

im
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ikr re
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Из (8) видно, что в выходной плоскости все вихри 

сохраняются и находятся в точках (Aaj – Bbj/z0, 

Abj + Baj/z0). При распространении в свободном про-

странстве координаты j-го вихря имеют вид: (aj – bj
 z/z0, 

bj + aj
 z/z0), то есть по отношению к начальному поло-

жению вихри повернулись против часовой стрелки. В 

случае отрицательных топологических зарядов вихри 

поворачиваются по часовой стрелке. В дальней зоне 

этот угол поворота равен π/2. 

3. Гауссов пучок с несколькими ПС 

Свет с радиальной поляризацией является супер-

позицией оптических вихрей ±1-го порядка с проти-

воположными круговыми поляризациями [2], так как 

вектор Джонса имеет вид [39]: 
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sin 2 2 2

i i
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Тогда, складывая световое поле (7) с левой круго-

вой поляризацией и поле (8) с правой круговой поля-

ризацией, можно получить поле, в котором в началь-

ной плоскости в точках (aj, bj) расположены ПС: 
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где ( ) ( )
1

,
m i

j jj
r re q a ib± ϕ

± =
Π ϕ = −∏ ∓ . 

Сочетание произвольных световых полей с ортого-

нальной поляризацией в общем случае приводит к эл-

липтической поляризации в каждой точке простран-

ства. Однако поле (10) построено так, что в начальной 

плоскости отношение E1y к E1x вещественно: 

( )
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( )1
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m
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re a ib
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ϕ
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где arg – аргумент комплексного числа. Из (11) вид-

но, что при любом расположении ПС в любой точке 

начальной плоскости поляризация линейная. 

Выражение (10) описывает параксиальный Гаус-

сов пучок с произвольным расположением ПС. Да-

лее рассмотрим случай, когда ПС расположены в 

вершинах правильного m-угольника: aj
 = a cos (2πj/m), 

bj
 = a sin (2πj/m) ( j = 0, ..., m – 1). Комплексная ампли-

туда поперечных составляющих электрической 

напряжённости при любом z в этом случае имеет вид: 

( )
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m m m
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Поле (12) является суперпозицией трёх соосных 

мод Лагерра–Гаусса: линейно-поляризованного Гаус-

сова пучка и двух мод порядка (0, m) и (0, –m) с раз-

нонаправленными круговыми поляризациями. 

Определим вид ПС в пучке (12) в начальной плос-

кости. Координаты произвольной точки из окрестно-

сти j-й ПС равны: x = a cos (2πj/m) + ρ cos θ, 

y = a sin (2πj/m) + ρ sin θ, где (ρ, θ) – полярные коорди-

наты с центром в j-й ПС. В этой точке вектор элек-

трической напряжённости направлен под углом α к 

оси x, тангенс которого равен 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
0

0

,
tan

, 2

m m

y

m m m
x

E x y i x iy i x iy

E x y x iy x iy a

− + + −
α = =

+ + − −
. (13) 

Так как x ± iy = a exp (±i 2πj/m) + ρ exp(±i θ), то, при 

условии ρ << a, получим: 

( )tan tan 2 j mα ≈ θ − π . (14) 

Это означает, что при m > 2 в каждой точке будет 

разный вид ПС. Если m ≤ 2, то tan α = tan θ, то есть в 

таком пучке есть две симметричные точки с радиаль-

ной поляризацией. Если m = 4, то в таком пучке также 

имеется две точки с радиальной поляризацией, но 

есть ещё и две точки с азимутальной поляризацией. 

При других значениях m, наряду с радиальной поля-

ризацией, имеются также точки с радиально-азиму-

тальной (цилиндрической) поляризацией [9]. 

На рис. 3 показаны распределения интенсивности 

в начальной плоскости Гауссова пучка (12) с не-

сколькими ПС при следующих параметрах расчёта: 

радиус перетяжки w0 = 10λ, количество ПС m = 1 

(рис. 3а), m = 2 (рис. 3б), m = 3 (рис. 3в), m = 4 (рис. 3г), 

расстояние от оптической оси до ПС a = 2λ (рис. 3а), 

a = 5λ (рис. 3б), a = 7λ (рис. 3в), a = 9λ (рис. 3г), об-
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ласть расчёта на всех рисунках –R ≤ x, y ≤ R, где R = 30λ. 

Параметр a в каждом случае подбирался так, чтобы 

теневые пятна вокруг нулей интенсивности не слива-

лись друг с другом. 

Из рис. 3 видно, что при m = 1 пучок асимметричен 

и его центр радиальной поляризации смещён от цен-

тра интенсивности. Похожие пучки исследовались в 

[43], но их поляризация была однородная. Также вид-

но, что при m = 2 и m = 4 противоположные ПС нахо-

дятся в противофазе, то есть если в конкретный мо-

мент времени в окрестности одной точки с радиальной 

поляризацией вектора напряжённости направлены от 

этой точки, то в другой – к ней. Это является след-

ствием граничных условий: в области между двумя 

ПС вектор напряжённости не может мгновенно изме-

нить направление. Аналогично и для точек с азиму-

тальной поляризацией: в окрестности одной из них 

вектор напряжённости направлен по часовой стрелке, 

а в окрестности другой – против часовой. 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 3. Распределения интенсивности (негатив)  

в начальной плоскости Гауссова пучка с одной (а), двумя (б), 

тремя (в) и четырьмя (г) ПС. Параметры расчёта: радиус 

перетяжки w0 = 10λ, количество ПС m = 1 (а), m = 2 (б), 

m = 3 (в), m = 4 (г), расстояние от оптической оси до ПС 

a = 2λ (а), a = 5λ (б), a = 7λ (в), a = 9λ (г), область расчёта 

на всех рисунках –R ≤ x, y ≤ R, где R = 30λ. Стрелками 

показано направление поляризации 

Заметим, что известны световые пучки, включаю-

щие в себя одновременно радиальную поляризацию и 

азимутальную. В работе [36] световой пучок распро-

страняется в одноосном кристалле и фокусируется 

внутри него в двух плоскостях, причём в одной плос-

кости формируется радиальная поляризация, а в дру-

гой – азимутальная. Пучок с рис. 3г распространяется в 

свободном пространстве и имеет ПС с радиальной и 

азимутальной поляризацией в одной плоскости. 

Подобно пучкам с рис. 3а, б, можно получить пуч-

ки с одной или двумя ПС с азимутальной поляриза-

цией. Подобно (9), вектор Джонса для азимутальной 

поляризации тоже можно представить в виде супер-

позиции оптических вихрей ±1-го порядка с противо-

положными круговыми поляризациями [39]: 

sin 1 11

cos 2 2 2

i i

i i

i i

ie ie i i
e e

i ie e

ϕ − ϕ
ϕ − ϕ

ϕ − ϕ

− ϕ  −     
= = −      

ϕ −+      
. (15) 

Тогда, аналогично комбинируя поля (7) и (8), но с 

учётом (15), получим, что составляющая Ey равна со-

ставляющей Ex из (10), а составляющая Ex равна со-

ставляющей -Ey из (10). Вместо (12) получим: 

( )
( )

2
1

1
1 2

, sin1
exp

, 2 cos

m
x

m m m m
y

E r r mikr

E r qq r m a q
+

ϕ     − ϕ 
=    

ϕ ϕ −     
. (16) 

На рис. 4 показаны распределения интенсивности 

пучков (16) во входной плоскости с теми же парамет-

рами, что и на рис. 3а, б, но с азимутальной поляриза-

цией. При m =1 похожее распределение интенсивно-

сти и поляризации встречалось в работе [34], однако 

случаи, когда в пучке больше одной ПС, в этой рабо-

те не рассматривались. 

а)   б)  
Рис. 4. Распределения интенсивности (негатив)  

в начальной плоскости Гауссова пучка с одной (а) и двумя (б) 

ПС, в окрестности которых азимутальная поляризация. 

Параметры расчёта те же, что и на рис. 3а, б.  

Стрелками показано направление поляризации 

4. Распространение Гауссова пучка  

с несколькими ПС в ABCD-системе 

При распространении в пространстве оптические 

вихри в Гауссовом пучке не исчезают и присутствуют 

в любой поперечной плоскости. Возникает вопрос, 

сохраняются ли также и ПС. Нули интенсивности по-

ля (12) возникают там, где |E1x|2 = |E1y|2 = 0, но |E1x|2 = 0 

при равенстве нулю мнимой части qm: 

{ } ( ) ( )
2

2 2 2

0Im sin 0,
m

m
q A B z m z= + ψ =    (17) 

где ψ(z) = arctg [B/(Az0)] – аналог фазы Гоу для ABCD-

системы. Равенство (17) выполняется, когда 

( )m z pψ = π , (18) 

где p – любое целое число. Условие (18) означает, что 

в отличие от ФС, которые сохраняются в любой по-

перечной плоскости, ПС может появляться только в 

дискретном наборе плоскостей. 

4.1. Дифракция Фраунгофера 

Дальняя зона формируется в задней фокальной 

плоскости сферической линзы и в свободном про-

странстве (z >> z0). Матрицы ABCD таких систем 

имеют вид: 

Lens

0

1 0

f
M

f

 
=  

− 
, Space

1

0 1

z
M

 
=  
 

, (19) 
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где f – фокусное расстояние, z – расстояние распро-

странения в свободном пространстве. В обоих случа-

ях в (18) ψ(z) = π/2. Согласно (18), ПС в дальней зоне 

возникают только при чётных m. Для примера рас-

смотрим прохождение через линзу. В начальной 

плоскости q = 1, в то время как в дальней зоне q = if /z0, 

то есть эта величина – чисто мнимая. Поэтому из (12) 

видно, что составляющая Ey имеет нули интенсивно-

сти, а составляющая Ex имеет их только при чётных 

значениях m. 

Наличие ПС при чётных значениях m и их отсут-

ствие при нечётных значениях m объясняется рас-

щеплением ПС на две ФС. В дальней зоне оптиче-

ский вихрь с положительным (отрицательным) топо-

логическим зарядом поворачивается на π/2 против 

(по) часовой стрелки. При этом для чётных m для 

каждой ПС во входной плоскости существует сим-

метричная ПС. Эти две ПС расщепляются, а в даль-

ней зоне они снова рекомбинируют. 

Для чётных m определим координаты ПС. Это 

можно сделать из условий, следующих из (12): 

( ) ( )

( )
1 0

1

, ~ cos 0,

, ~ sin 0.

mm m

x

m

y

E r r m a if z

E r r m

 ϕ ϕ − =


ϕ ϕ =

 (20) 

Из (12) видно, что в начальной плоскости отноше-

ние E0y /E0x вещественно во всех точках, то есть в 

каждой точке поляризация линейная, хотя направле-

ние колебаний и различно в разных точках. Из (20) 

видно, что в дальней зоне поляризация уже не обяза-

тельно является линейной. Так, в начале координат 

(r = 0) она линейна, но при нечётных m в окрестности 

начала координат поляризация эллиптическая. Рас-

смотрим теперь случай, когда m чётно. В этом случае 

из (20) видно, что в дальней зоне поляризация в каж-

дой отдельной точке – линейная. Определим, где 

находятся ПС. 

Если m/2 чётно, то решением системы (20) явля-

ются точки с полярными координатами r = af /z0, 

ϕ = 2jπ/m, j = 0, ..., m – 1. Если m/2 нечётно, то решени-

ем (20) являются точки с координатами r = af /z0, 

ϕ = (2j + 1)π/m, j = 0, ..., m – 1. То есть при m, кратных 4, 

ПС в дальней зоне находятся на тех же полярных уг-

лах, что и в начальной плоскости, а при чётных m, не 

кратных 4, ПС поворачиваются на угол π/m. 

Подобно (14), найдём направление вектора поляри-

зации. При m, кратных 4, координаты точки в окрест-

ности j-й ПС равны x = (af /z0) cos (2πj/m) + ρ cos θ и 

y = (af /z0) sin (2πj/m) + ρ sin θ. В этой точке вектор 

напряжённости направлен под углом 

( )
( )

1

1

,
tan tan

,

y

x

E x y j

E x y m

2π 
α = ≈ θ − 

 
. (21) 

При чётных m, не кратных 4, вектор напряжённо-

сти в окрестности j-й ПС направлен под углом 

( )
( )

( )1

1

, 2 1
tan tan

,

y

x

E x y j

E x y m

+ π 
α = ≈ θ − 

 
. (22) 

Рассмотрим простейшие частные случаи (m ≤ 4). 

Полученные выражения (20) – (22) показывают, что: 

–  пучок с одной и тремя ПС в начальной плоско-

сти не имеет ПС в дальней зоне; 

–  в пучке с двумя ПС две противоположные точ-

ки с радиальной поляризацией поворачиваются 

в дальней зоне на угол π/2 и преобразуются в 

две противоположные точки с азимутальной 

поляризацией; 

–  пучок с четырьмя ПС (две радиальные и две 

азимутальные) в дальней зоне также имеет две 

радиальные и две азимутальные ПС, причём их 

положения не поворачиваются на π/2 вокруг 

оптической оси. 

На рис. 5 показаны распределения интенсивности 

пучка (12) при m = 1, ..., 4 в задней фокальной плоскости 

сферической линзы. Параметры пучка те же, что и на 

рис. 3, кроме области расчёта: –R ≤ x, y ≤ R, где R = 10λ. 

Фокусное расстояние линзы было равно f = 100λ. 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 5. Распределения интенсивности (негатив) Гауссова 

пучка с несколькими ПС в задней фокальной плоскости 

линзы. Параметры расчёта: радиус перетяжки w0 = 10λ, 

фокусное расстояние линзы f = 100λ, количество ПС 

в начальной плоскости m = 1 (а), m = 2 (б), m = 3 (в), m = 4 

(г), расстояние от оптической оси до ПС a = 2λ (а), a = 5λ 

(б), a = 7λ (в), a = 9λ (г), область расчёта на всех рисунках  

–R ≤ x, y ≤ R, где R = 10λ. Стрелками на рис. 5б, г  

показано направление поляризации 

4.2. Дифракция Френеля 

При дифракции Френеля матрица ABCD имеет 

вид MSpace (19). Распределение интенсивности имеет 

нули при условии 

( )0
tgz z p m= π , (23) 

где p = 0, 1, ..., [m/2]. Условие (23), как и (18), следует 

из условия Im{q 
m

.} = 0. Значит, как и в начальной 

плоскости поля (12), отношение E1y к E1x веществен-

но, то есть в поперечных плоскостях на расстояниях 

(23) в любой точке поляризация линейная. 

В частности, из (23) следует, что при m = 1 ПС с 

радиальной поляризацией имеется только во входной 
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плоскости (рис. 3а). При m = 2 обе ПС восстанавли-

ваются в дальней зоне. При m > 2 ПС появляются сно-

ва хотя бы в одной поперечной плоскости. Например, 

выше показано, что при m = 3 ПС отсутствуют в даль-

ней зоне, но, оказывается, они возникают на расстоя-

нии z = 31/2z0. При m = 4, наряду с дальней зоной, ПС 

появляются на расстоянии Рэлея z = z0. 

Определим положения ПС в плоскостях (23). В 

каждой такой плоскости q m = (–1) pcos –m(πp/m) и тогда, 

согласно (12), координаты ПС находятся из условий: 

( ) ( )

( )

1

1

, ~ cos 1 cos 0,

, ~ sin 0.

pm m m

x

m

y

p
E r r m a

m

E r r m

− π 
ϕ ϕ − − = 

 
 ϕ ϕ =

 (24) 

Условию (24) удовлетворяет m точек с полярными 

координатами r = a /cos(πp /m) и ϕs = 2sπ /m (p – чётно) 

или ϕs = (2 s + 1) π/m ( p – нечётно), где s = 0, 1, ..., m – 1, 

т.е. при нечётных p система ПС по сравнению с 

начальной плоскостью поворачивается на угол π/m. 

В окрестностях ПС вектор напряжённости 

направлен под углом tan α = tan(θ – ϕs). В частности, 

при m = 4 на расстоянии Рэлея (p = 1) нули интенсив-

ности расположены на расстоянии r = 21/2a под поляр-

ными углами ϕ = π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4, то есть система 

ПС по сравнению с начальной плоскостью поворачи-

вается на 45 градусов, причём вместо двух ПС с ра-

диальной и двух ПС с азимутальной поляризацией 

будут четыре ПС с цилиндрической поляризацией. 

На рис. 6 показаны распределения интенсивности 

пучка (12) с четырьмя ПС в трёх плоскостях: z = z0
 /2 

(рис. 6а), z = 2 z0 (рис. 6 б), z = z0 (рис. 6в, г).  

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 6. Распределения интенсивности (негатив) Гауссова 

пучка, имевшего в начальной плоскости четыре ПС, 

на расстояниях z = z0 /2 (а), z = 2z0 (б), z = z0 (в) 

и увеличенный фрагмент распределения на расстоянии 

z = z0 (г). Параметры расчёта: радиус перетяжки Гауссова 

пучка w0 = 10λ, расстояние от оптической оси до ПС 

в начальной плоскости a = 9λ, область расчёта –R ≤ x, 

y ≤ R, где R = 40λ (а – в) и –R/2 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ R/2 (г). 

Стрелками на (в, г) показано направление поляризации 

Из рис. 3г видно, что в начальной плоскости такой 

пучок имеет две точки с радиальной поляризацией на 

горизонтальной оси и две точки с азимутальной по-

ляризацией на вертикальной оси. На расстояниях до 

расстояния Рэлея и после него вместо нулей интен-

сивности имеются только минимумы (рис. 6а,б). На 

расстоянии Рэлея в каждой точке эллиптическая по-

ляризация вырождается в линейную и возникают ПС, 

повёрнутые на 45 градусов относительно оптической 

оси (рис. 6в), причём в отличие от начальной плоско-

сти эти ПС имеют цилиндрическую поляризацию, а 

не радиальную и азимутальную. В окрестности ПС 

вектор напряжённости направлен под углом 45 граду-

сов по сравнению с направлением, которое было бы 

при радиальной поляризации (рис. 6г). В дальней зоне 

дифракции снова появляются ПС с радиальной и ази-

мутальной поляризацией (рис. 5г). 

В рассмотренных выше примерах видно, что при 

числе ПС больше двух только одна или две из них 

имеют радиальную поляризацию, представляющую 

наибольший практический интерес. Возникает во-

прос, можно ли сделать пучок с несколькими ПС с 

радиальной поляризацией. Из (11) следует, что в 

окрестности точки (as, bs) вектор напряжённости 

направлен к оси x под углом, тангенс которого равен 

( ) ( ){ }
1

tan tg arg
m

s j s j

j
j s

a a i b b
=
≠

 
 α = θ + − + −
  
 

∑ . (25) 

Из (25) следует, что можно добиться радиальной 

поляризации во всех ПС, например, просто располо-

жив их на одной горизонтальной линии. Однако нули 

интенсивности в этом случае не видны так отчётливо, 

как на рис. 3 – 6, поскольку области тени вокруг них 

сливаются. На рис. 7 показано распределение интен-

сивности (в начальной плоскости) пучка в форме эл-

липса, однако внутри этого эллипса имеется четыре 

точки с радиальной поляризацией вокруг них. 

а)   б)  
Рис. 7. Распределение интенсивности (негатив) Гауссова 

пучка, имевшего в начальной плоскости четыре ПС, 

расположенные на одной горизонтальной оси в точках 

с координатами (–1,5a, 0), (–0,5a, 0), (0,5a, 0), (1,5a, 0). 

Параметры расчёта: радиус перетяжки Гауссова пучка 

w0 = 10λ, расстояние между ПС a = 4λ, область расчёта 

 –R ≤ x, y ≤ R, где R = 30λ (а) и R = 10λ (б). Кружками 

на рис. 7а обозначены ПС. Стрелками на рис. 7б показано 

направление поляризации 

В отличие от (12) такой пучок состоит не из трёх, 

а из пяти мод Лагерра – Гаусса. ПС расщепляются на 

ФС с положительным и отрицательным топологиче-

ским зарядом, поворачивающиеся вокруг оптической 
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оси соответственно против часовой стрелки и по ча-

совой стрелке. Поэтому в пучке на рис. 7 ПС в даль-

ней зоне будут не в вершинах квадрата, а на одной 

вертикальной линии, причём их поляризация сменит-

ся на азимутальную. Это видно на рис. 8, на котором 

показано распределение интенсивности пучка на 

рис. 7 в задней фокальной плоскости линзы (фокусное 

расстояние f = 100λ). 

а)   б)  
Рис. 8. Распределение интенсивности (негатив) пучка 

с рис. 7 в задней фокальной плоскости линзы с фокусным 

расстоянием f = 100λ. Параметры расчёта те же, что 

и для рис. 7, область расчёта –R ≤ x, y ≤ R, где R = 10λ (а) 

и R = 3λ (б). Кружками на рис. 8а обозначены ПС. 

Стрелками на рис. 8б показано направление поляризации 

Заключение 

В работе теоретически исследован Гауссов пучок с 

произвольно расположенными ПС. Получено аналити-

ческое выражение для комплексной амплитуды пучка, 

распространяющегося в параксиальной оптической си-

стеме, описываемой ABCD-матрицей. В качестве част-

ного случая исследован Гауссов пучок с ПС, располо-

женными в вершинах правильного многоугольника.  

Оказалось, что такой пучок является суперпози-

цией линейно-поляризованного Гауссова пучка и 

двух мод Лагерра – Гаусса с разнонаправленной кру-

говой поляризацией. Если в таком пучке одна или две 

ПС, то это точки с радиальной поляризацией. Если 

четыре ПС, то, наряду с двумя точками с радиальной 

поляризацией, имеются и две точки с азимутальной 

поляризацией. Показано, что ПС, имеющиеся у пучка 

в начальной плоскости, при распространении в про-

странстве могут появляться лишь в дискретном набо-

ре плоскостей. Этим они отличаются от ФС, которые 

имеются в любой поперечной плоскости. В случае 

двух ПС показано преобразование их поляризации с 

радиальной в азимутальную при распространении от 

начальной плоскости до дальней зоны. Результаты 

данной работы могут найти применение в оптической 

передаче информации, закодированной в виде ПС. 
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Abstract 

Alongside phase singularities (optical vortices), there may be light fields with polarization sin-

gularities (PS), i.e. isolated intensity nulls with radial, azimuthal, or radial-azimuthal polarization 

around them. Here, we study Gaussian beams with several arbitrarily located PS. An analytic ex-

pression is obtained for their complex amplitude. A partial case is studied when the PS are at the 

vertices of a regular polygon. If the beam has one or two PS, then these are points with radial po-

larization. If there are four PS, then two of the points will have azimuthal polarization. It is shown 

that while propagating in free space, the PS can appear only in a discrete set of planes, in contrast 

to the phase singularities, which exist in any transverse plane. In the case of two PS, it is shown 

that their polarization transforms from radial in the initial plane to azimuthal in the far field. 

Keywords: Gaussian beam, polarization singularity, radial polarization, azimuthal polarization. 
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