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Аннотация 

В статье приведены результаты численного расчёта огибающей и частотного профиля 
импульса при распространении в диспергирующей среде на примере распространения фем-
тосекундного импульса в плазме. Дано объяснение возникновению модуляции в нечётных 
порядках приближения теории дисперсии и исчезновению – в чётных порядках. Показано, 
что достаточным для проведения большинства расчётов переноса ультракоротких импуль-
сов может считаться четвёртое приближение теории дисперсии. 
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Введение 

В последнее время особую актуальность приобре-
ли исследования процессов как взаимодействия мощ-
ных ультракоротких (атто-, фемто- и пикосекундных) 
лазерных импульсов с веществом, так и распростра-
нения этих импульсов в различных средах. Это обу-
словлено, с одной стороны, созданием новейших ла-
зерных технологий для генерации ультракоротких ла-
зерных импульсов с длительностями от сотен аттосе-
кунд до сотен фемтосекунд (10–16–10–13 с) и, с другой 
стороны, теми возможностями, которые фемтосе-
кундная оптика открывает для решения широкого 
класса фундаментальных и прикладных задач, таких 
как изучение экстремальных состояний вещества в 
сверхсильных лазерных полях, исследование быстро-
протекающих процессов, построение оптических си-
стем связи высокой плотности передачи информации, 
дистанционное зондирование атмосферы, прецизион-
ная обработка материалов и т.п. [1–3]. В рамках таких 
исследований важное значение имеет теоретическая 
задача определения параметров распространения ла-
зерных импульсов в диспергирующей среде. Общий 
подход к решению этой задачи заключается в поиске 
решений волнового уравнения (уравнения переноса) 
[4–7]. Но, так как точное решение уравнения перено-
са для произвольной дисперсии показателя прелом-
ления среды n(ω) (и волнового вектора k(ω)) удаётся 
получить лишь в сравнительно простых случаях, учёт 
n(ω) и k(ω) производится в различных приближениях 
теории дисперсии и, к тому же, помимо приближений 
теории дисперсии, применяются различные прибли-
жённые методы решения. 

Одним из широко используемых является метод 
медленно меняющихся амплитуд (ММА), или, иначе, 
метод медленно меняющейся огибающей амплитуды 
(ММО), где решение уравнений переноса излучения 
ищется в виде произведения комплексной огибающей и 
осцилляций на постоянной несущей частоте ω0 

( ) ( ) ( )0, , expE z t A z t i t= − ω . (1) 

Данный метод считается применимым, когда ком-
плексная амплитуда меняется медленно по отноше-
нию к периоду колебаний: 
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Поэтому для описания динамики сверхкоротких и 
сверхширокополосных импульсов применимость ме-
тода ММА ставится под сомнение [8] и много внима-
ния уделяется как его модификации [9, 10], так и раз-
работке новых теоретических подходов [11, 12]. 

Распространение высокочастотных волновых па-
кетов, в том числе оптического диапазона, в нелиней-
ных диспергирующих средах обычно анализируется 
во втором (квазиоптическом) приближении теории 
нелинейной дисперсии [13]. Это связно с тем, что «во 
многих случаях распространения сверхкоротких им-
пульсов пико- и фемтосекундной длительности до-
статочным оказывается второе приближение теории 
дисперсии» [14, с. 454], а необходимость исходить из 
более высокого приближения теории дисперсии свя-
зывается с малыми или нулевым значением диспер-
сии групповой скорости. А в работе [15] второе при-
ближение даже названо «притягательным для реше-
ния различных задач». Это свидетельствует о том, что 
в общем случае вне зависимости от применяемого 
метода решения уравнения переноса высшие степени 
теории дисперсии при расчёте прикладных задач рас-
пространения импульсов чаще всего не рассматрива-
ются [8–12, 16–18], хотя в отдельных задачах прихо-
дится обращаться и к более высоким степеням этой 
теории [14, 18–20]. В связи с этим возникает вопрос о 
правомочности ограничения малыми приближениями 
теории дисперсии применительно к ультракоротким и 
сверхширокополосным импульсам. 

Целью настоящей работы является определение 
влияния учёта высших приближений теории диспер-
сии на характер трансформации огибающей импульса 
в диспергирующей среде и оценка достоверности этих 
приближений для предельно коротких импульсов. 
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1. Методология расчётов 

Для определения параметров распространения 
ультракоротких импульсов излучения и характера 
трансформации огибающей импульса в диспергиру-
ющей среде использовался численный метод двойных 
фурье-преобразований [2–5, 7], в котором импульс, 
распространяющийся в среде, представляется в виде 
суперпозиции плоских монохроматических волн 

( ) ( ) ( )( )
0

1
, exp , d
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∞

= ω − ω + φ ω ω
π ∫

,  (3) 

где E(ω) – фурье-компонента электрического поля ла-
зерного импульса 
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а f (ω, z) – приращение фазы на расстоянии z, равное  

( ) ( )
0

, , d
z

z k z z′ ′φ ω = ω∫ , (5) 

где k(ω, z) – модуль волнового вектора. 
В частности, для однородной среды приращение 

фазы становится равно 

( ) ( ), z k zφ ω = ω . (6) 

Для предельно коротких импульсов, у которых 
длительность τи0 близка к отношению λ0 /c, а ширина 
фурье-спектра становится соизмерима с ω0, а также 
сверхширокополосных, у которых может не иметься 
выделенной несущей частоты, более информативным 
с точки зрения анализа распространения импульсов в 
оптических системах становится представление им-
пульса не в виде (1), а в виде произведения действи-
тельной огибающей и осцилляций на мгновенной ча-
стоте ω (t).  

( ) ( ) ( )( ), , expE z t A z t i t t= − ω . (7) 

Ранее, в работе [22], методом двойных фурье-
преобразований уже было исследовано влияние пяти 
порядков приближения теории дисперсии на характер 
трансформации огибающей импульса в плавленом 
кварце, где огибающие в третьем и пятом приближе-
ниях были асимметричными и на них наблюдалась 
модуляция, а огибающие во втором и четвёртом при-
ближениях были симметричными. Принимая во вни-
мание, что каждое последующее приближение долж-
но быть ближе к реальному импульсу, в достоверно-
сти полученной симметричности огибающей в чет-
вёртом приближении можно сомневаться, связывая 
это либо с использованием в [22] библиотечного ал-
горитма быстрого преобразования Фурье (IEEE 
FFT842), либо с тем, что более вероятно, что вклад 
чётвёртого порядка исследовался отдельно от вклада 
меньших порядков. 

Ещё в одной работе [23] рассматривались эффек-
ты от учёта высших порядков теории дисперсии, но 
сами эффекты оказались малозаметными, возможно 

из-за использованных для численного моделирования 
исходных данных, при которых эти эффекты сказы-
ваются в недостаточной мере. 

В данной работе использовался программный код 
«Fourier» [24], который позволяет получить времен-
ны́е энергетические |A(t)|2 и частотные ω(t) профили 
импульса с начальным Гауссовым профилем 

( )
2

0 2
0

2
exp

u

t
E t E

 
= − τ 

, (8) 

прошедшего через диспергирующие среды, напри-
мер, оптические материалы [2], плазму [25], атмо-
сферу [26]. 

В качестве диспергирующей среды для определе-
ния параметров распространения ультракоротких им-
пульсов излучения была выбрана идеальная бес-
столкновительная плазма, где модуль волнового век-
тора выражается через плазменную частоту ωp, 

( )
2 2

p
k

c

ω − ω
ω = , 

24 e
p

e

N e

m

π
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Выбор плазмы обусловлен следующими причинами: 
– функция k(ω) бесконечно дифференцируема; 
– функция k(ω) монотонна; 
– значение функции k(ω) сильно зависит от часто-
ты на интервале частотного спектра импульса; 

– функция k(ω) вариативна по параметру концен-
трации электронов, что позволяет задавать кон-
тинуум дисперсионных уравнений. 

При визуализации результатов расчёта обращают 
на себя внимание следующие особенности (рис. 1): 

 
Рис. 1. Огибающая и частотный профиль импульса  

с длиной волны 800 нм, начальной длительностью 3 фс 
после прохождения 30 мм слоя плазмы  
с концентрацией электронов 1018 см-3 

– «центр тяжести» импульса, то есть момент вре-
мени, делящий энергию импульса пополам: 

( ) ( )
. .

. .

2 2
d d

ц т

ц т

t

t

A t t A t t
∞

−∞

=∫ ∫ , (10) 

не совпадает с максимумом импульса; 
– в «центре тяжести» импульса частота импульса 
становится равной несущей частоте импульса: 

. . 0( )
ц т
tω = ω ; (11) 
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– частота в импульсе не только не является посто-
янной, но и представляет собой нелинейный 
чирп: 

d
( ) const

d
t

t
ω ≠ ; (12) 

– частотный профиль является монотонно убыва-
ющей вогнутой функцией: 

d
( ) 0

d
t

t
ω < , 

2

2

d
( ) 0

d
t

t
ω < ; (13) 

– импульс имеет резкий «синий» (коротковолно-
вый) фронт и протяжённый «красный» (длинно-
волновый) хвост. 

2. Расчёты 

Чтобы определить влияние учёта высших при-
ближений, с помощью программного кода «Fourier» 
[24] проведём расчёт импульса в фиктивных средах с 
искусственно заданным модулем волнового вектора: 

( ) ( ) ( )( )0 0
0

1
,

!

N
n

nN
n

k k
n=

ω = ω ω − ω∑  (14) 

где kn – коэффициенты разложения волнового вектора 
(9) в ряд Тейлора в окрестностях ω0 (формулы (15), 
(16.0) – (16.6), табл. 1), а N – порядок приближения. 
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Табл. 1. Коэффициенты модуля волнового вектора 
 для плазмы с различной концентрацией электронов 

Коэффициент 
Значение 

Ne = 1018 см–3 Ne = 1019 см–3 
k0, 1/м 7851726,95705445 7831405,65416448 

k1, ×10–9, с/м 3,33659944954203 3,34525741607204 

k2, ×10–28, с2/м –8,13963724978130 –82,0316516079013 

k3, ×10–42, с3/м 1,03768416740566 10,5121737914844 

k4, ×10–57, с4/м –1,76411296185595 –17,9872670777900 

k5, ×10–72, с5/м 3,74938382613341 38,5272500540014 

k6, ×10–87, с6/м –9,56394169310979 –99,1673518008646 
 

Здесь первый коэффициент разложения равен об-
ратной групповой скорости электромагнитных коле-
баний в плазме 

( ) ( )1

1
k

u
ω =

ω
. (17) 

А из-за того, что ω p << ω 0, последующие коэффи-
циенты разложения приблизительно равны 
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ω ω
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и пропорциональны концентрации электронов. 
Точность разложения можно оценить через отно-

сительную погрешность как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 100%

N

N

k k

k

ω − ω
δ ω = ×

ω
. (19) 

Для среды с параметрами, приведёнными на 
рис. 1, относительная погрешность разложения вол-
нового вектора на интервале [0,5 ω 0, 1,5 ω 0], на кото-
рый приходится 99 % спектральной интенсивности 
импульса, оказывается очень мала (рис. 2). Однако, 
как будет видно дальше, влияние учёта этой погреш-
ности на результаты очень велико. 
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Для численного моделирования были взяты сле-
дующие параметры: частотный спектр – от 0 до 5ω 

0, 
число спектральных групп – 2400, шаг дискретизации 
по времени – 0,1 фс. 

 
Рис. 2. Фурье-спектр и относительная погрешность 
разложения волнового вектора для разных порядков 

приближения N 

3. Результаты расчётов 

В первом приближении, то есть для среды без 
дисперсии, импульс безо всякого изменения формы 
огибающей лишь сдвигается на время, равное време-
ни прохождения импульсом отрезка z с групповой 
скоростью z/u(ω) = k1(ω)z (рис. 3). Частота колебаний 
в импульсе при этом остаётся постоянной: 

( ) ( )1

d
0

d
t

t
ω = . (20) 

 
Рис. 3. Огибающая и частотный профиль импульса 

в первом приближении теории дисперсии 

Во втором приближении, то есть для среды, где 
дисперсия только квадратична, импульс, помимо 
сдвига, ещё и уширяется, сохраняя свою симметрич-
ную, Гауссову форму, а частотная модуляция стано-
вится линейной (рис. 4), причём [7] 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 0 0 2 0

d
const

d
и

z
t

t k z k
ω = =

ω + τ ω
 (21) 

и частотный профиль проходит ниже профиля, рас-
считанного для (9). 

В третьем приближении (рис. 5) появляется асим-
метрия фронта и хвоста импульса, однако обращают 
на себя внимание появившиеся модуляции хвоста 
огибающей и частотного профиля. 

В работе [7, с. 31] было показано, что наличие ку-
бичной дисперсии среды приводит к модуляции хво-

ста импульса. Однако в расчётах [2, 25], результат ко-
торых приведён на рис. 1, кубичная дисперсия при-
сутствовала изначально, но никакой модуляции при 
этом не наблюдалось.  

 
Рис. 4. Огибающая и частотный профиль импульса 

во втором приближении теории дисперсии 

 
Рис. 5. Огибающая и частотный профиль импульса 

в третьем приближении теории дисперсии 

Несмотря на то, что в [7] все расчёты проводились 
методом ММА при условии (2), а расчёты в [2, 25] и в 
настоящей статье проводились применительно к пре-
дельно короткому импульсу, сравнение результатов 
настоящих расчётов с расчётами, проведёнными в [7], 
вполне допустимо, так как при распространении в та-
кой сильно диспергирующей среде, как плазма, пре-
дельно короткий импульс испытывает временно́е 
дисперсионное расширение, что очень хорошо замет-
но на рис. 1, поэтому условие (2) применимости ме-
тода ММА становится вновь выполненным.  

В четвёртом приближении (рис. 6) модуляция ис-
чезает, и форма огибающей становится более похо-
жей на форму, приведённую на рис. 1. 

В пятом приближении (рис. 7) эта же модуляция 
снова появляется, а в шестом (рис. 8) – опять исчеза-
ет. Причём шестое приближение практически ничем 
не отличается от четвёртого. 

Как в четвёртом, так и в пятом, и в шестом при-
ближениях заметно, что частотный профиль оказыва-
ется ниже профиля, рассчитанного для (9), и имеет 
перегиб в области фронта. 

В [7, с. 33] утверждалось, что высшие приближе-
ния лишь «несколько уточняют количественно кар-



Влияние учёта высших приближений теории дисперсии… Захаров Н.С., Холод С.В. 

640 Компьютерная оптика, 2017, том 41, №1 

тину дисперсионного расплывания, сохраняя её ос-
новные черты, выявленные во втором и третьем при-
ближениях», однако здесь наблюдается существенное 
различие в отношении наличия модуляции огибаю-
щей между третьим и четвёртым приближением, чет-
вёртым и пятым, пятым и шестым, и о сохранении 
всех черт говорить не представляется возможным.  

 
Рис. 6. Огибающая и частотный профиль импульса 
в четвёртом приближении теории дисперсии 

 
Рис. 7. Огибающая и частотный профиль импульса 

в пятом приближении теории дисперсии 

 
Рис. 8. Огибающая и частотный профиль импульса 

в шестом приближении теории дисперсии 

К тому же в ряде задач, например, при определе-
нии параметров генерации суперконтинуума через 
девиацию частоты, которая пропорциональна скоро-
сти изменения интенсивности в импульсе [27] 

 ( ) ( ) 2

2t n z A t
c t

ω ∂∆ω =
∂

, (22) 

где n2 – коэффициент нелинейного показателя пре-
ломления среды (коэффициент Керра), появление мо-
дуляции огибающей может существенно исказить ре-
зультаты расчётов, что недопустимо. 

Одним из основных параметров импульса являет-
ся его длительность. Анализ результатов расчётов по-
казывает (рис. 9), что она для второго приближения 
оказывается завышенной, для третьего и пятого – за-
ниженной, а для четвёртого и шестого – практически 
совпадает с длительностью, полученной в результате 
расчёта для дисперсионного уравнения (9). Так как 
четвёртое приближение является и гладким, и пер-
вым, у которого длительность совпадает с длительно-
стью, полученной без использования приближений 
теории дисперсии, то именно четвёртое приближение 
может считаться достаточным.  

 
Рис. 9. Зависимость рассчитанной длительности импульса 

от порядка приближения теории дисперсии 

Известно, что каждое последующее приближение 
теории дисперсии должно точнее описывать огибаю-
щую импульса. На рис. 10 и 11 показаны относитель-
ные погрешности расчёта огибающей и частотного 
профиля импульса для разных порядков приближения 
N, рассчитываемые как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

100%
NA

N

A t A t
t

A t

−
∆ = ×  (23) 

и ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 100%

N

N

t t
t

t
ω

ω − ω
∆ = ×

ω
. (24) 

 
Рис. 10. Относительная погрешность расчёта огибающей 

импульса для разных порядков приближения N  

Однако, если рассчитанная в приближении N оги-
бающая оказывается местами как завышена по отно-
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шению к огибающей, рассчитанной для волнового 
вектора, взятого в явном виде, так и занижена, то ча-
стотный профиль, как уже отмечалось ранее, для раз-
личных приближений оказывается по большей части 
занижен. Это не может не сказываться на достовер-
ности расчётов распространения импульса в сложных 
оптических системах. 

 
Рис. 11. Относительная погрешность расчёта частотного 
профиля импульса для разных порядков приближения N  

4. Анализ наличия модуляции 

В работе [22], где уже было исследовано влияние 
пяти порядков приближения теории дисперсии на ха-
рактер трансформации огибающей импульса в плав-
леном кварце, появление модуляции в нечетных по-
рядках приближения связывалось с тем, что соответ-
ствующая чётному порядку производная волнового 
вектора по частоте является знакопеременной, а не-
чётному – нет. Однако в этой работе не исследовано, 
за счёт чего при ограничении чётным порядком при-
ближения модуляция опять исчезает. 

Чтобы определить причины этого, проведём рас-
чёт импульса в четвёртом приближении в трёх фик-
тивных средах с искусственно заданным модулем 
волнового вектора (14) со следующими дополнитель-
ными условиями соответственно: 

а) k3(ω 
0) := 0, (25) 

то есть обнуление третьего коэффициента, 

б) k3(ω 
0) := – k3(ω 

0), (26) 

то есть смена знака третьего коэффициента, и 

в) k4(ω 
0) := – k4(ω 

0), (27) 

то есть смена знака четвёртого коэффициента. 
Рассчитанная в четвёртом приближении теории 

дисперсии для среды с дополнительным условием 
(25) огибающая импульса (рис. 12) оказывается так-
же, как для второго приближения, симметричной, 
причём импульс приобретает даже большее ушире-
ние, чем для второго приближения.  

Рассчитанная в четвёртом приближении теории дис-
персии для среды с дополнительным условием (26) оги-
бающая импульса (рис. 13) оказывается зеркально от-
ражённой относительно «центра тяжести» от огибаю-
щей, рассчитанной в четвёртом приближении без до-
полнительных условий (рис. 6), то есть фронт оказыва-
ется пологим, а хвост – крутым. Смена знака третьего 

коэффициента ряда Тейлора привела к смене направле-
ния асимметрии огибающей. 

 
Рис. 12. Огибающая импульса в четвёртом приближении 
теории дисперсии для среды с дополнительным условием 

(25) и во втором приближении для среды 
без дополнительных условий 

 
Рис. 13. Огибающая импульса в четвёртом приближении 
теории дисперсии для среды с дополнительным условием 

(26) и среды с дополнительным условием (27) 

Рассчитанная в четвёртом приближении теории дис-
персии для среды с дополнительным условием (27) оги-
бающая импульса (рис. 13) оказывается более узкой, 
чем на рис. 6, а модуляция хвоста становится даже 
больше, чем для третьего приближения (рис. 5). То есть 
смена знака четвёртого коэффициента ряда Тейлора 
привела к сжатию импульса и увеличению модуляции. 

Исходя из полученных результатов, можно сде-
лать вывод, что появление модуляции в нечётных по-
рядках приближения и исчезновение в чётных связа-
но не только с тем, что соответствующая чётному по-
рядку производная волнового вектора по частоте яв-
ляется знакопеременной [22], а нечётному – нет, но и 
с тем, что вследствие этого результирующее отклоне-
ние k(N)(ω) от k(ω) для нечётных порядков положи-
тельно, а для чётных – меняет знак (рис. 2), в резуль-
тате чего  отклонение дисперсии в чётных порядках 
приближения теории дисперсии с разных сторон от 
ω0 оказывается скомпенсировано. 

Заключение 
В работе определено влияние учёта высших при-

ближений теории дисперсии на характер трансформа-
ции огибающей импульса в диспергирующей среде.  
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Проведённые исследования показали, что в нечёт-
ных порядках приближения возникает модуляция, а в 
чётных – исчезает. Дано объяснение, что модуляция 
возникает в нечётных порядках и исчезает в чётных 
из-за того, что результирующее отклонение значения 
волнового вектора, рассчитанного в приближениях 
теории дисперсии, от значения волнового вектора, 
взятого в явном виде, для нечётных порядков поло-
жительно, а для чётных – меняет знак, в результате 
чего отклонение дисперсии в чётных порядках при-
ближения теории дисперсии с разных сторон от цен-
тральной частоты оказывается скомпенсировано. 

Относительные погрешности расчёта огибающей 
и частотного профиля импульса для разных порядков 
приближения N не превышают 5 % в пределах дли-
тельности импульса. 

Исследования показали, что достаточным для 
проведения большинства расчётов переноса ультра-
коротких импульсов может считаться четвёртое при-
ближение теории дисперсии.  
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INFLUENCE OF HIGHER-ORDER TERMS OF THE APPROXIMATE DISPERSION THEORY 
ON THE PULSE ENVELOPE PROFILE IN A DISPERSIVE MEDIU M 

N.S. Zakharov1, S.V. Kholod1 
1FSFE «12 CSRI» of the Ministry of Defense of the Russian Federation, Sergiev Posad, Russia 

Abstract 

Results of the numerical calculation of the envelope and frequency profile of a pulse propagat-
ing in a dispersive medium, exemplified by the propagation of a femtosecond pulse in the plasma, 
are presented. The explanation for the appearance of modulation in the odd orders of approxima-
tion of the theory of dispersion and for the extinction of modulation in the even orders is given. 
Taking into account the fourth-order term of the approximate dispersion theory is shown to be suf-
ficient in the majority of cases when calculating the ultrashort pulse propagation. 

UKeywords:U ultrashort pulse, dispersion theory, pulse envelope, Fourier transforms, chirping. 
UCitationU: Zakharov NS, Kholod SV. Influence of higher-order terms of the approximate disper-

sion theory on the pulse envelope profile in a dispersive medium. Computer Optics 2017; 41(5): 
636-644. DOI: 10.18287/2412-6179-2017-41-5-636-644.  
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