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Аннотация 

Работа посвящена теоретическому и численному исследованию фокусирующих свойств 

гармонической линзы с учётом дисперсии показателя преломления. Показано, что гармони-

ческая линза обладает гибридными рефракционно-дифракционными свойствами, что выра-

жается не только в появлении дополнительных локальных фокусов, но и в смещении основ-

ных фокусов даже для кратных длин волн. Последний эффект возникает именно из-за дис-

персии показателя преломления материала линзы. 
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Введение 

Классические линзы и зеркала сложно использо-

вать в некоторых устройствах из-за большого разме-

ра. Кроме того, формирование сложных комплексных 

распределений лазерных полей невозможно выпол-

нить с помощью классических рефракционных эле-

ментов. Однако эта задача очень хорошо решается с 

помощью средств дифракционной оптики. Дифрак-

ционные оптические элементы (ДОЭ), учитывающие 

волновую природу света, успешно выполняют преоб-

разование падающего лазерного пучка в пучок с 

практически произвольным амплитудно-фазовым 

распределением [1, 2]. 

Основное свойство ДОЭ – использование явле-

ния дифракции для изменения направления распро-

странения световых лучей. Дифракционные элемен-

ты разбивают световой луч на множество лучей, ка-

ждый из которых перенаправляется под своим 

углом. Для разных длин волн угол дифракции будет 

разным, что и является причиной хроматического 

дисперсионного эффекта [3, 4]. Негативное влияние 

такого эффекта сказывается как в изображающих 

[5 – 7], так и фокусирующих [8 – 10] системах, со-

держащих ДОЭ. Для компенсации хроматизма ДОЭ 

часто предлагают использовать гибридные системы, 

т.е. сочетание рефракционных и дифракционных 

элементов, обладающих противоположным хрома-

тизмом [3, 4, 11, 12]. 

Примером ДОЭ, сочетающим в себе свойства как 

дифракционных, так и рефракционных линз, являют-

ся гармонические дифракционные элементы [13 – 16]. 

Гармоническим интервалом называется приведение 

фазы к уровню 2πN. Очевидно, чем больше значение 

N, тем ближе свойства гармонического ДОЭ к реф-

ракционному элементу, когда хроматизм зависит 

только от свойств материала, из которого изготовлена 

линза. Как правило, при анализе свойств гармониче-

ских линз не рассматривают хроматическую диспер-

сию материала, хотя, учитывая гибридную дифрак-

ционно-рефракционную природу такого элемента, это 

является важным фактором влияния на фокусирую-

щие свойства линзы.  

В данной работе выполнен теоретический и чис-

ленный анализ фокусирующих свойств гармониче-

ской линзы с учётом дисперсии показателя прелом-

ления. Получены формулы, позволяющие учесть 

влияние дисперсии показателя преломления материа-

ла гармонической линзы в одномерном и радиально-

симметричном случаях. Показано, что гармоническая 

линза обладает гибридными рефракционно-дифрак-

ционными свойствами, что выражается не только в 

появлении дополнительных локальных фокусов, но и 

в смещении основных фокусов даже для кратных 

длин волн. Последний эффект возникает именно из-за 

хроматической дисперсии. Прямое численное моде-

лирование на основе преобразования Френеля полно-

стью подтвердило все аналитические результаты. 

1. Теоретический анализ в одномерном случае 

Рассмотрим для наглядности сначала одномерный 

случай. Дифракция на произвольном оптическом 

элементе, имеющем комплексную функцию пропус-

кания g (x), в параксиальном случае описывается пре-

образованием Френеля: 

2

( , ) /2 exp( )

g( )exp ( /2 )( ) d ,

G u z ik z ikz

x ik z x u x

∞

−∞

= − π ×

 × − ∫
 (1) 

где z – расстояние от плоскости оптического элемен-

та, k
 
=

 
2π/λ – волновое число, λ – длина волны осве-

щающего элемент излучения. 

Пусть элемент представляет собой параболиче-

скую линзу с фокусным расстоянием f: 

( )2
( ) exp ( /2 )g x ik f x= − , (2) 

изготовленную для базовой длины волны λ0. Фаза 

линзы имеет следующий вид: 
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2

0 0
( , ) ( / ) .x f xϕ λ = − π λ  (3) 

1.1. Толстая линза 

Рассмотрим линзу с гладким рельефом. Высота 

рельефа для случая гладкого профиля (рефракцион-

ная, толстая линза): 

[ ]0 0 0
( ) ( , ) / 2 ( ) 1h x x n= ϕ λ λ π λ − ,  (4) 

где n (λ0) – показатель преломления материала, из ко-

торого изготовлена линза. 

Рассчитаем фазу при освещении такого элемента 

излучением с произвольной длиной волны: 

[ ]

[ ] [ ]0 0 0

( , ) ( )2 ( ) 1 /

( , )( ( ) 1 / ( ) 1 ).

x h x n

x n n

ϕ λ = π λ − λ =

= ϕ λ λ λ − λ λ −
 (5) 

Подставим (3) и (5) в (1): 

( )
[ ]
[ ]

( ) [ ]

2

0

2

( ) 1
G( , ) exp

( ) 1

exp ( /2 ) exp ( / ) d .

n
u z c i x

f n

ik z x ik z xu x

∞

−∞

 λ −π
= λ − × 

λ λ − 

× −

∫
 (6) 

Выражение (6) представляет собой преобразова-

ние Фурье от функции вида: 

[ ] [ ]( ) 2

0exp ( /2) 1/ (1/ )( ( ) 1 / ( ) 1 )ik z f n n x − λ − λ −  . (7) 

Максимум (6) будет при таком значении z, когда 

показатель функции в (7) будет равен нулю, т.е. в сле-

дующем случае: 

[ ] [ ]max 0
( ( ) 1 / ( ) 1 )z f n n= λ − λ − . (8) 

Из выражения (8) видно, как происходит смеще-

ние фокуса толстой линзы за счёт дисперсии мате-

риала, из которой она изготовлена. 

1.2. Гармоническая линза 

Рассмотрим гармоническую дифракционную лин-

зу [13 – 16] уровня N. Высота рельефа определяется 

выражением: 

[ ] [ ]2 0 0 0
( ) mod ( , ) /2 ( ) 1

N N
h x x nπ= ϕ λ λ π λ − . (9) 

Классической дифракционной линзе соответству-

ет выражение (9) с N
 
=

 
1. 

Рассчитаем фазу при освещении такого элемента 

излучением с произвольной длиной волны: 

[ ]

[ ] [ ] [ ]0 0 2 0

( , ) ( )(2 ( ) 1 / )

( ( ) 1 / ( ) 1 ) mod ( , ) .

N N

N

x h x n

n n xπ

ϕ λ = π λ − λ =

= λ − λ λ − λ ϕ λ
  (10) 

Такой элемент формирует много дифракционных 

порядков, энергию в которых можно оценить с по-

мощью разложения в ряд функции комплексного про-

пускания элемента: 

[ ]
[ ]

[ ]0

2 0

0

( ) 1
g ( ) exp mod ( , )

( ) 1
N N

n
x i x

n
π

 λ − λ
= ϕ λ  λ − λ 

. (11) 

Так как функция [mod 2πN ϕ (x, λ0)] периодическая с 

периодом P
 
=

 
2πN, то её можно разложить в ряд Фу-

рье на этом периоде.  

Обозначим X
 
=

 
[mod 2πN ϕ (x, λ0)] и разложим (11) в 

ряд Фурье: 

( )
2

exp

exp .

N m

m

m

m

g X T i mX
P

m
T i X

N

π 
= = 

 

 
=  

 

∑

∑
 (12) 

Коэффициенты в (12) равны 

( )

[ ]
[ ]

2

0

2

0

0

0

0

0

1
exp d

2

1
exp

2

( ) 1
exp d =

( ) 1

= exp ( )

sinc ( ) ,

N

m N

N

m
T i X g X X

N N

m
i X

N N

n
i X X

n

m
i N

N

m
N

N

π

π

 
= − = 

π  

 
= − × 

π  

 λ − λ
×   λ − λ 

 λ  
π µ λ − ×  

λ  

 λ  
× µ λ −  λ  

∫

∫

 (13) 

где 

sinc( ) sin( )/x x x= π π , [ ] [ ]0
( ) ( ) 1 / ( ) 1n nµ λ = λ − λ − . 

Запишем (12) от исходной переменной: 

( ) [ ]2 0

0

exp mod ( , )

exp ( , ) .

N m N

m

m

m

m
g x T i x

N

m
T i x

N

π

 
= ϕ λ = 

 

 
= ϕ λ 

 

∑

∑
 (14) 

Функцию (14) подставим в (1):  

( ) 0

2

G( , ) exp ( , )

exp exp d .
2

m

m

m
u z c T i x

N

ik ik
x xu x

z z

∞

−∞

 
= λ ϕ λ × 

 

   
× −      

∑∫
 (15) 

После изменения порядка интегрирования и сум-

мирования, а также с учётом (3) получаем:  

( )

( ) [ ]

2

0

2

G( , ) exp

exp ( /2 ) exp ( / ) d .

m

m

m
u z c T i x

N f

ik z x ik z xu x

∞

−∞

 π
= λ − × 

λ 

× −

∑ ∫
 (16) 

Заметим, что в явном виде зависимость от показа-

теля преломления входит только в коэффициенты 

разложения по дифракционным порядкам. 

Интеграл в (16) равен: 



Анализ фокусировки гармонической дифракционной линзой с учетом… Хонина С.Н., Волотовский С.Г., Устинов А.В., Харитонов С.И.  

340 Компьютерная оптика, 2017, том 41, №3 

( )

( )

12

2

0

1/ 2

0

G ( , ) exp
24

exp ( /4) ( / ) ( /2 ) ,

m

ku m k
u z i

N f zz

i m N f k z

−

−

  π
 = π − − × 

λ   

× ± π π λ −

   (17) 

где знак минус используется, если под знаком модуля 

положительное число и плюс в обратном случае. 

Подставляя (13) и (17) в (16), окончательно полу-

чим: 

( )

2

0

0

12

2

0

1/2

0

G( , ) exp exp( )
2 2

exp ( )

sinc ( )

exp
24

exp .
4 2

m

ik ik
u z u ikz

z z

m
i N

N

m
N

N

ku m k
i

N f zz

m k
i

N f z

−

−

 
= − × 

 

 λ  
× π µ λ − ×  λ  

 λ  
× µ λ − ×  

λ  

  π
 × − − × 

λ   

π π 
× ± − 

λ 

∑

 (18) 

Из (18) видно, что при произвольном z наиболь-

ший вклад даёт слагаемое c таким индексом, что 

(µ (λ) N (λ0
 /λ)

 
–

 
m)

 
=

 
0. Обозначим его: 

max 0
( ) ( / )m N= µ λ λ λ ,  (19) 

и тогда в (17) для этого индекса: 

0

0

( )
( ) ( ) 1

2

k

f z f z f z

λ
µ λ π  µ λ π π π µ λλ − = − = − 

λ λ λ λ  
. (20) 

Из (20) очевидно, что в (17) будет максимальное 

значение амплитуды при 

[ ] [ ]max 0
/ ( ) ( ( ) 1 / ( ) 1 )z f f n n= µ λ = λ − λ − . (21) 

Выражение (21) в точности совпадает с выраже-

нием (8) для рефракционной линзы, если не учиты-

вать, что mmax в общем случае не является целым чис-

лом. 

Если же вспомнить, что номер порядка должен 

быть целым, то делаем предположение, что основной 

вклад вносит не одно, а два слагаемых с целыми но-

мерами m0 и m0
 
+

 
1, выбранными так, чтобы было 

m0
 
<

 
mmax

 
<

 
m0

 
+

 
1. 

Для каждого порядка (с целым m) максимум нахо-

дится на расстоянии 

, 0
/

m N
z N f m= λ λ . (22) 

Для m0 максимум будет располагаться дальше на 

оси z2
 
=

 
Nλ0

 
f /

 λm0, а для m0
 
+

 
1 ближе – 

z1
 
=

 
Nλ0

 
f /

 λ(m0
 + 1). 

Для дальнейшего рассмотрения положим в (17) 

u
 
=

 
0 и выпишем эти два слагаемых, не учитывая мно-

житель за знаком суммы: 

( )

( )

( )( )

( )( )

1

0 max

0 max

1

max 0

1/2

0 0

1

0 max

1/2

0 0

Ĝ(0, ) exp

sin 1

exp /4

/ /2

exp /4 1
.

( 1) / /2

z i m m

m m

i m m

m f k z

i m m

m f k z

−

−

−

= π π − ×  

× π + − ×  

 π −
× −

π λ −

π + − 
− 

+ π λ − 

∓

∓

 (23) 

Максимум выражения (23) должен быть между z1 

и z2, что можно доказать и аналитически. Легко убе-

диться, что при z
 
>

 
z2 оба числа под модулем положи-

тельные и оба числителя равны exp (–iπ / 4). Вынеся 

его за скобку, получаем разность дробей, поэтому 

максимума не будет. Аналогично при z
 
<

 
z1 оба числа 

отрицательные, а числители равны exp (iπ / 4), и также 

получится разность. При z1
 
<

 
z

 
<

 
z2 первое число от-

рицательное, числитель равен exp (–iπ / 4), второе по-

ложительное, числитель равен exp (iπ / 4). Если выне-

сти exp (iπ / 4) за скобку, то в области z1
 
<

 
z

 
<

 
z2 (23) 

перепишется в виде: 

( )

( )

( ) ( )

1

0 max

0 max

1 1

max 0 0 max

1/2 1/2

0 0

0 0

Ĝ(0, ) exp 1/4

sin 1

1
.

( 1)

2 2

z i m m

m m

m m i m m

m mk k

z f f z

−

− −

= π π − + ×  

× π + − ×  

 
 

− + − 
× + 

π + π 
− − λ λ 

 (24) 

Здесь уже нет разности из-за сдвига по фазе. Взяв 

квадрат модуля, получим 

( ) ( )
2 2

2
max 0 0 max

0 0

0 0

1
Ĝ(0, )

( 1)

2 2

m m m m
z

m mk k

z f f z

− −
− + −

+
   π + π

− −   
λ λ   

∼ . (25) 

Это выпуклая линейная комбинация с весами 

(mmax
 
–

 
m0)

–2
 и (m0

 
+

 
1

 
–

 
mmax)

–2
. Её максимум должен 

быть между максимумами каждого из слагаемых. 

Правда, когда мы пренебрегаем конечным разме-

ром зрачка, то максимумы будут дельта-функциями и 

нецелое mmax приведёт к тому, что вместо смещения 

главного фокуса будет появление дополнительных 

фокусов, что и наблюдается обычно у классической 

дифракционной линзы. 

Если избавиться от бесконечных значений в точ-

ках максимума, то смещение станет очевидным. Ве-

личина смещения зависит от вида функции, описы-

вающей пик. Очевидно, что если mmax
 
=

 
m0

 
+

 
1/2, то 

независимо от вида функции максимум будет на 

среднем гармоническом расстоянии: 
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max 1 2 2 1
2 /( )z z z z z= + . (26) 

С учётом множителя за знаком суммы в (18) нуж-

но сделать уточнение: максимум немного сместится в 

сторону меньшего значения z1. 

Необходимо отметить, что реальное смещение бу-

дет только в том случае, когда пики достаточно ши-

рокие (по отношению к расстоянию между ними), 

иначе ситуация будет соответствовать набору ло-

кальных фокусов как в классической дифракционной 

линзе. То есть пик если и сместится, то незначитель-

но, а между порядками останется минимум. 

Количественное выражение «достаточной шири-

ны» зависит от формы пика. Точное выражение для 

интеграла в (16) при конечных пределах интегриро-

вания весьма громоздко, поэтому можно использо-

вать некоторые приближения. 

Наиболее вероятно слияние максимумов при по-

луцелом mmax (равенстве весов). Далее рассмотрим 

только этот случай. Пусть пики одинаковой высоты и 

ширины σ, расположенные в точках a и b в координа-

те x
 
~

 
1/z, описываются функциями 

( )( )

( )( )
1

2

/ ,

/ .

f f x a

f f x b

= − σ

= − σ
 (27) 

При равенстве весов комбинация α (
 
f1

 
+

 
f2) всегда 

имеет экстремум в точке: 

0
( ) / 2x a b= + . (28) 

Максимум в этой точке будет при выполнении не-

равенства (α (
 
f1

 
+

 
f2))″

 
<

 
0 в точке x0. В силу симмет-

рии f1″(x0)
 
=

 
f2″(x0), поэтому достаточно проверить не-

равенство 

1 0
( ) 0f '' x < , (29) 

которое свяжет ширину пиков и расстояние между 

ними. Далее рассмотрим некоторые модельные функ-

ции, которые обладают следующими свойствами, ха-

рактерными для истинных распределений интенсив-

ности: неотрицательность, симметричность, макси-

мум в центре и наличие точек перегиба. 

Модель 1. Функция Гаусса:  

( )2 2

1 exp ( ) /f A x a= − − σ . 

Условие (29) принимает вид 

2b a− < σ . (30а) 

Модель 2. Функция Sinc:  

( )( )1 sin / /( )f A x a x a= − σ − .  

Условие (29) принимает вид 

b a− < πσ . (30б) 

В данном случае значение π неточное, истинное 

значение немного больше. 

Модель 3. Дробно-рациональная функция:  

( )
2 21 /( )f A x a= − + σ . 

Условие (29) принимает вид 

(2/ 3)b a− < σ . (30в) 

Как видно, все условия близости пиков выглядят 

похоже. В модели 3 можно аналитически показать 

смещение пиков в случае, когда в точке x0 остаётся 

минимум. Если обозначить ∆ 
=

 
(b

 
–

 
a) / 2, то максиму-

мы будут в точках 

4 2 2 2 2

1,2 0
2x x= ± ∆ + σ ⋅ ∆ − ∆ + σ . (31) 

При σ → 
0 (очень узкий пик) имеем очевидные значе-

ния x1
 → 

b, x2
 → 

a. При малом σ пики вместо точек a, 

b будут в смещённых точках a
 
+

 
(σ4 / 16∆3

) и b
 
–

 
(σ4 / 16∆3

) соответственно. 

2. Теоретический анализ  

в радиально-симметричном случае 

Рассмотрим далее радиально-симметричный слу-

чай. Дифракция на произвольном оптическом эле-

менте, имеющем радиальную комплексную функцию 

пропускания g (r) в параксиальном случае, описыва-

ется преобразованием Ханкеля нулевого порядка: 

( )2

2

0

0

( , z) ( / ) exp ( ) exp / 2

( ) exp d .
2

G ik z ikz ik z

ikr kr
g r J r r

z z

∞

ρ = ρ ×

  ρ 
×    

  
∫

 (32) 

Разложение функции пропускания производится 

аналогично одномерному случаю, причём значения 

коэффициентов 
m

T  сохраняются. Вместо (16) будет 

следующее выражение: 

( ) ( )

2

00

2

0

( , ) ( ) exp

exp [ /2 ] / d .

m

m

m
G z c T i r

N f

ik z r J kr z r r

∞  π
ρ = λ − × 

λ 

× ρ

∑ ∫
 (33) 

Есть отличие от одномерного случая. В одномер-

ном случае простой ответ получается в бесконечных 

пределах, а в конечных пределах ответ громоздкий 

даже на оси. Здесь в бесконечных пределах интеграл 

сходится, но мы можем на оси (ρ 
=

 
0) получить ответ 

и в конечных пределах (за пределами оси аналитиче-

ского решения нет). Пусть радиус оптического эле-

мента R. Тогда при ρ 
=

 
0 интеграл в (33) равен 

2

0

2

0

0

(0, ) exp
2 2

sin
2 2

.

2

m

R m k
G z i

N f z

R m k

N f z

m k

N f z

  π
= − − ×  

λ   

  π
−  

λ  ×
π

−
λ

 (34) 

В результате амплитуда равна 
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( )

( )

0

0

2

0

2

0 0

(0, ) ( / )exp ( )

exp ( )

sin ( )( / ) /

exp ( /2) [ / ]( / ) /2

sin / .
2 2 2

m

G z ik z ikz

m
i N

N

c N m N

i R m N f k z

R m k m k

N f z N f z

= ×

 λ  
× π µ λ − ×  λ  

× µ λ λ λ − ×  

 × − π λ − × 

    π π
× − −    

λ λ     

∑

 (35) 

Структура выражения аналогична (18), но здесь 

изначально нет бесконечных значений. Поэтому рас-

суждения о позиции пиков из параграфа 1 сохраняют 

свою истинность. Величины из формулы (30б) равны: 

a
 
=

 
2mπ / λ0

 f Nk и σ 
=

 
4 / kR

2
. 

3. Результаты численного моделирования 

в радиально-симметричном случае 

Для расчета фокусировки с помощью гармониче-

ской параксиальной дифракционной линзы были вы-

браны следующие параметры: фокусное расстояние 

линзы 100 мм, диаметр линзы 10 мм, базовая длина 

волны λ0
 
=

 
650 нм, N

 
=

 
10, диапазон рассматриваемых 

длин волн λ ∈ [380 нм, 1300 нм]. 

Из выражения (22) следует, что в плоскость 

фокуса приходят порядки от длин волн, кратных 

базовой: 

, 0
/

m N
N mλ = λ . (36) 

Очевидно, чем шире спектр длин волн, тем боль-

ше будет присутствовать «кратных» длин волн, удов-

летворяющих (36). К аналогичному эффекту будет 

приводить увеличение числа уровней N. Таким обра-

зом, наилучший результат получится для белого 

(дневного) света, так как из каждого диапазона цве-

тов найдётся кратная длина волны. Например, из вы-

бранного диапазона кратными являются (мы не при-

водим весь список, второй индекс в (36) N = 10 опу-

щен): λ17
 
=

 
382,35 нм, λ15

 
=

 
433,(3) нм (фиолетовый), 

λ14
 
=

 
464,286 нм (синий), λ12

 
=

 
541,(6) нм (зелёный), 

λ11
 
=

 
590,9(09) нм (оранжевый), λ10

 
=

 
650 нм, 

λ9
 
=

 
722,(2) нм (красный). 
Чтобы оценить вклады пришедших в фокус длин 

волн, можно использовать выражение (13): 

[ ] [ ]{ }
2 2

0 0sinc ( ) 1 / ( ) 1mT n N n m= λ − λ λ − λ − . (37) 

Тогда с учётом дисперсии материала отношения 

вкладов для кратных длин волн: 

( )
( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

,

22

,

, ,,

2
2

, ,

2 2

, ,

( )

2 2

sinc
,

sinc

m q

m N

m q

m N q Nq N

q N m N

m N q N

z

I
T T

z zI

m m

q q

−

η =

λ   π π
= = =     λ λλ    

λ µ λ −
=

λ µ λ −

 (38) 

где  

[ ] [ ]0
( ) ( ) 1 ( ) 1n nµ λ = λ − λ − . 

3.1. Без учёта дисперсии материала 

Без учёта дисперсии материала выражение (38) 

существенно упрощается: 

( )
( )

{ }
{ }

( )
( )

2 2 22
, ,

, 2 22

, ,

sinc
.

sinc

q N q N

m q

m N m N

m m m

q q q

λ λ−  
η = = =  

−  λ λ
 (39) 

Таким образом, интенсивность минимальной дли-

ны волны (с максимальным индексом кратности) в 

фокусе будет максимальной. 

На рис. 1 показаны графики распределения интен-

сивности вдоль оптической оси для нескольких крат-

ных длин волн: λ13
 
=

 
500 нм, λ10

 
=

 
650 нм и 

λ5
 
=

 
1300 нм. Здесь и далее распределения нормиро-

ваны по отношению к распределению для 

λ10
 
=

 
650 нм. Как видно из графиков на рис. 1, в от-

сутствие дисперсии материала выполняется соотно-

шение (39): 

I (λ13)
 
/
 
I (λ10)

 
=

 
(13/10)

2 
=

 
1,69; 

I (λ5)
 
/
 
I (λ10)

 
=

 
(5/10)

2 
=

 
0,25. 

 
Рис. 1. Нормированные графики распределения 

интенсивности вдоль оптической оси для различных 

кратных длин волн 

Для некратных длин волн распределение вдоль 

оптической оси будет формироваться в соответст-

вии с выражением (22): максимум будет смещён из 

фокуса, а также появятся дополнительные фокусы 

(рис. 2). 

Огибающую распределения для каждого из поряд-

ков можно построить на основе выражения (37). На 

рис. 3 показаны огибающие для m
 
=

 
10 и m

 
=

 
9, которые 

соответствуют распределению интенсивности для диа-

пазона длин волн между соответствующими кратными 

длинами волн: λ ∈ 
[λ10,

 λ9]
 
=

 
[650 нм, 722 нм]. 

На рис. 4 показаны огибающие для различных 

порядков: m
 
=

 
8 (λ8

 
=

 
812,5 нм), m

 
=

 
10 

(λ10
 
=

 
650 нм), m

 
=

 
12 (λ12

 
=

 
541,7 нм), m

 
=

 
14 

(λ14
 
=

 
464,3 нм), m

 
=

 
16 (λ16

 
=

 
406,25 нм). Их супер-

позиция будет аппроксимировать распределение от 

источника белого света. 
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Рис. 2. Нормированные графики распределения 

интенсивности вдоль оптической оси для различных 

некратных длин волн 

 
Рис. 3. Нормированные графики огибающих для m = 10 

и m = 9, а также распределения интенсивности вдоль  

оптической оси для различных длин волн 

 
Рис. 4. Нормированные графики огибающих  

для различных порядков 

На рис. 5 показано общее распределение (линия, 

соединяющая все максимумы) для дискретного на-

бора (331 значение) из диапазона 

λ∈[410 нм, 740 нм]. Изрезанность этой линии будет 

уменьшаться при увеличении числа выбранных 

длин волн. Кроме того, показан график, усреднен-

ной интенсивности по этому набору длин волн. Оба 

распределения нормированы. 

3.2. С учётом дисперсии материала 

Чтобы учесть дисперсию, рассмотрим линзу, изго-

товленную в резисте, имеющем дисперсионную зави-

симость n (λ), показанную на рис. 6. По виду этой за-

висимости можно ожидать существенных изменений 

результатов для коротких волн. 

 
Рис. 5. Графики нормированных распределений: общее 

распределение для дискретного набора из диапазона 

λ∈[410 нм, 740 нм] (сплошная линия), а также усреднённая  

по этому набору интенсивность (пунктирная линия) 

 
Рис. 6. Дисперсионная зависимость n(λ) резиста 

На рис. 7 показаны графики распределения интен-

сивности вдоль оптической оси для нескольких крат-

ных длин волн: λ13
 
=

 
500 нм, λ10

 
=

 
650 нм и 

λ5
 
=

 
1300 нм с учётом дисперсии материала. При 

сравнении рис. 7 и 1 видно, что для длинных волн 

влияние рассмотренной дисперсии мало. Однако для 

длины волны λ13
 
=

 
500 нм яркость в основном фокусе 

становится значительно слабее, так как максимум 

смещается. По формуле (38) отношение η13,10
 ≈ 

0,58 

вместо 1,69, которое было без учета дисперсии. Этот 

эффект важно учитывать при выборе материала для 

изготовления гармонической линзы. 

 
Рис. 7. Графики распределения интенсивности  

вдоль оптической оси для нескольких кратных  

длин волн с учётом дисперсии материала 

На рис. 8 показаны соответствующие графики для 

нескольких некратных длин волн. Сравнение рис. 2 и 

8 показывает заметное изменение распределения для 

коротких волн, в частности для λ 
=

 
450 нм.  

Перераспределение энергии по локальным фоку-

сам соответственно отразится на смещении огибаю-
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щей, которое предсказывает формула (37). С учётом 

(36) смещение выражается через отношение µ (λ), и 

выражение для огибающей примет следующий вид: 

( ) [ ]{ }2 2
( ) 2 / sinc ( )( / ) 1mP z z m z f= π λ µ λ − .  (40) 

 
Рис. 8. Графики распределения интенсивности  

вдоль оптической оси для различных некратных 

длин волн с учётом дисперсии материала 

Из (40) следует, что при учёте дисперсии будет 

происходить смещение из фокуса даже для кратных 

длин волн. Положение максимума в этом случае рав-

но zmax
 
=

 
f / µ

 
(λ). Эта позиция совпадает с выражением 

(8) и (21), что соответствует наличию у гармониче-

ской линзы гибридных рефракционно-дифракцион-

ных свойств. 

Максимальные значения огибающих с учётом дис-

персии материала также изменятся по сравнению с 

(39). Их отношения:  

( )
( )

( )
( )

22 2

,max , ,

, 2

,,max ,

( )
q q N m N

m q

q Nm m N

z m
z

qz

 λ µ λ  
 η = =   µ λ  λ  

. (41) 

Из выражения (41) видно, что смещенные влево 

огибающие дополнительно увеличиваются по ам-

плитуде. 

На рис. 9 показаны огибающие для различных по-

рядков с учётом дисперсии материала (второй индекс 

N = 10 опущен): m
 
=

 
8 (µ(λ8)

 
=

 
0,98), m

 
=

 
10 (µ(λ10)

 
=

 
1), 

m
 
=

 
12 (µ(λ12)

 
=

 
1,02), m

 
=

 
14 (µ(λ14)

 
=

 
1,06), m

 
=

 
16 

(µ(λ16)
 
=

 
1,1). 

 
Рис. 9. Нормированные графики огибающих 

для различных порядков 

На рис. 10 показаны результаты, аналогичные 

приведённым на рис. 5, но с учётом дисперсии ма-

териала. 

 
Рис. 10. Графики нормированных распределений с учётом 

дисперсии материала: общее распределение 

для дискретного набора из диапазона λ∈[410 нм, 740 нм] 

(сплошная линия), а также усреднённая по этому набору 

интенсивность (пунктирная линия) 

Заключение 

В работе получены формулы, позволяющие учесть 

влияние дисперсии показателя преломления материа-

ла гармонической линзы в одномерном и радиально-

симметричном случаях.  

Показано, что гармоническая линза обладает гиб-

ридными рефракционно-дифракционными свойства-

ми, что выражается не только в появлении дополни-

тельных локальных фокусов, но и в смещении основ-

ных фокусов даже для кратных длин волн. Последний 

эффект возникает именно из-за хроматической дис-

персии.  

Прямое численное моделирование на основе пре-

образования Френеля полностью подтвердило все 

аналитические результаты.  

Выявленные эффекты важно учитывать при выбо-

ре материала для изготовления гармонической линзы. 
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Abstract 

The work is devoted to the theoretical and numerical investigation of the focusing properties of a 

harmonic lens with due regard for the refractive index dispersion. It is shown that the harmonic lens 

has hybrid refractive-diffractive properties, which are expressed not only in the appearance of addi-

tional local foci, but also in the displacement of the main focus even for aliquot wavelengths. The lat-

ter effect arises precisely because of the dispersion of the refractive index of the lens material. 
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