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Imagem de uma cônica segundo uma transformação linear no
plano

Image of a cone according to a linear transformation of the plane

Resumo

Analisa-se, neste trabalho, as deformações de cônicas por transformações lineares. Usa-se a forma paramétrica de uma cônica para
encontrar a equação de sua imagem quando o operador linear for associado a uma matriz de posto incompleto. No caso em que o
operador linear é invertível, estuda-se os autovalores da matriz simétrica associada à forma quadrática da cônica original e a
partir daí encontra-se a equação de sua imagem no referencial gerado pelos autovetores desta matriz.

Palavras-chave: Autovalores, Cônicas, Transformações lineares.

Abstract

It is analyzed in this work, the conical deformation by linear transformations. It uses the parametric form of a conic to find the
equation of your image when the linear operator is associated with an incomplete set of matrix. In the event that the linear
operator is invertible, we study the eigenvalues of the symmetric matrix associated with the quadratic form of the original cone
and from there is the equation of your image in the frame generated by the eigenvectors of this matrix.
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1 Introdução

Esta seção do trabalho tem por objetivo Introduzir os
conceitos de autovalores e autovetores de um operador
linear bem como de uma matriz.

De acordo com Lima (1996), se V é um espaço veto-
rial e T um operador linear definido sobre V, encontra-se
vetores em V que são levados em seus múltiplos esca-
lares segundo o operador T, de acordo com a definição 1.

Definição 1. Seja V um espaço vetorial e seja T : V → V
um operador linear. Caso existam v ∈ V, v �= 0 e λ ∈ R tal
que T(v) = λv, diz-se que λ é um autovalor de T associado
ao autovetor v de T.

Ao considerar operadores definidos no plano (ou
no espaço), isto é, V = R2 (ou V = R3) tem-se que a
imagem de um autovetor v, caso exista, estará sobre a
mesma reta que contêm v. O autovalor λ por sua vez
determina o sentido e o comprimento de T(v).

De acordo com Howard e Rorres (2001), para deter-
minar autovalores e autovetores de um operador linear
T : V → V, fixando uma base α para V, pode-se reescre-
ver a equação T(v) = λv na forma matricial A(v) = λv,
onde A é a matriz do operador T na base α, ou seja,
A = [T]αα e o vetor v deverá ser considerado um vetor
coluna. Desta forma, tem-se:

A(v) = λv ⇔ (A − λI)v = 0.

A última equação representa um sistema linear ho-
mogêneo e para que exista v �= 0 que o satisfaça é
necessário e suficiente que det(A − λI) = 0. Logo, os
autovalores de T serão as raízes do polinômio

P(λ) = det(A − λI).

De acordo com Boldrini et al. (1986), um fato importante
é que este polinômio não depende da base fixada para
o espaço V. Com efeito, o estudo das transformações
lineares e matrizes garante que B = C · A · C−1, onde
B é a matriz do operador T em uma base β arbitrária,
ou seja, B = [T]ββ, e C é a matriz de mudança da base α

para a base β, ou seja, C = [I]αβ. Logo, tem-se:

det(B − λI) = det(C · A · C−1 − λI)

= det(C · A · C−1 − λC · I · C−1)

= det(C(A − λI)C−1)

= det(C)det(A − λI)det(C−1)

= det(A − λI) = P(λ).

Este polinômio P(λ) é chamado polinômio caracte-
rístico do operador T e suas raízes são os autovalores
de T. Segundo Coelho e Lourenço (2001), para cada λ
resolve-se o sistema indeterminado (A − λI)v = 0 para
se determinar os autovetores associados. Na verdade,

da solução do sistema (A − λ1 I)v = 0, segue que todo
múltiplo escalar de v é um autovetor associado a λ. Da-
qui por diante fica subtendido que quando se diz que v
é um autovetor associado ao autovalor λ segundo um
operador T, então todo múltiplo escalar de v também o
será.

Por exemplo, considere a matriz simétrica

A =

(
a b
b c

)
.

O polinômio característico de A é

P(λ) = det(A − λI) = λ2 − (a + c)λ + (ac − b2).

O discriminante de P(λ) = 0 é ∆ = (a− c)2 + 4b2. Como
∆ ≥ 0 segue que A possui dois autovalores, os quais são
dados por

λ =
(a + c)±

√
(a − c)2 + 4b2

2
.

De acordo com Lang (2004), para encontrar os auto-
vetores associados resolve-se o sistema indeterminado
(A − λi I)v = 0, o qual é representado em forma matri-
cial como:

{
(a − λi)x + by = 0

bx + (c − λi)y = 0

Aplicando a operação elementar

E : −bL1 + (a − λi)L2 → L2

no sistema acima obtêm-se que
{

(a − λi)x + by = 0
0 + [(c − λi)(a − λi)− b2]y = 0

Note que, para se realizar a operação elementar E,
deve-se ter λi �= a. Como λi é autovalor de A tem-se que

(c − λi)(a − λi)− b2 = 0,

logo encontra-se como solução do sistema x =
b

λi − a
y.

Portanto, se λi �= a tem-se que o autovetor associado

ao autovalor λi será
(

b
λi − a

,1
)

, i = 1,2. Neste caso, os

vetores (
b

λ1 − a
,1
)

e
(

b
λ2 − a

, 1
)

são ortogonais. Com efeito,
〈(

b
λ1 − a

,1
)

,
(

b
λ2 − a

,1
)〉

=

=
b2

(λ1 − a)(λ2 − a)
+ 1

=
b2

λ1λ2 − (λ1 + λ2)a + a2 + 1
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=
b2

(ac − b2)− (a + c)a + a2 + 1

= 0.

Se λi = a então b = 0. De fato,

λi =
(a + c)±

√
(a − c)2 + 4b2

2
= a

±
√
(a − c)2 + 4b2 = a − c

(a − c)2 + 4b2 = (a − c)2

b = 0.

Portanto, se λi = a tem-se duas situações:

1a) a �= c. Aqui, a matriz A é diagonal, então tem-se o
autovetor (1,0) associado ao autovalor a e o autovetor
(0,1) associado ao autovalor c.

2a) a = c. Aqui, a matriz A é diagonal e múltipla da
identidade, então todo vetor não nulo do R2 é autovetor
associado ao autovalor a = c. Desta forma, acaba-se de
mostrar a proposição 1.

Proposição 1. Seja

A =

(
a b
b c

)

simétrica. Seus autovalores são dados por:

λ =
(a + c)±

√
(a − c)2 + 4b2

2
.

Tem-se também que:

(i) Se λi �= a, então o autovetor associado ao autovalor λi será
(

b
λi − a

, 1
)

, i = 1, 2.

(ii) Se λi = a, tem-se:

1o caso: a �= c. Neste caso, (1,0) é o autovetor associado
ao autovalor a e (0,1) é o autovetor associado ao autovalor c.

2o caso: a = c. Neste caso, todo vetor não nulo do R2 é
autovetor associado ao autovalor a = c.

Os conceitos apresentados nesta seção são importan-
tes, pois serão utilizados para estudar a deformação de
uma cônica por transformações lineares. No caso em
que o operador linear é invertível, estuda-se os autova-
lores da matriz simétrica associada à forma quadrática
da cônica original e a partir daí encontra-se a equação
de sua imagem no referencial gerado pelos autovetores
desta matriz.

2 Deformação da elipse

Nesta seção, analisa-se a imagem de uma elipse segundo
um operador linear no plano. Seja TM : R2 → R2 um
operador linear definido por:

TM

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
,

e uma elipse qualquer (que pode estar rotacionada e
transladada em relação ao referencial xOy), mostra-se
que a imagem da elipse segundo TM será uma elipse ou
suas degenerações (ponto ou segmento de reta). Nas
subseções 2.1 a 2.4 estuda-se uma elipse ε de equação

x2

p2 +
y2

q2 = 1 (1)

onde serão discutidos todos os possíveis tipos de opera-
dores no plano.

2.1 ε é uma elipse centrada na origem e não
rotacionada e TM é o operador nulo

Neste caso, a imagem da elipse será o vetor nulo, já que
TM(v) = 0 para todo v ∈ R2 . Desta forma, a imagem
da elipse é um ponto (elipse degenerada).

2.2 ε é uma elipse centrada na origem e não
rotacionada e TM é um operador não nulo
onde posto(M) = 1

Neste caso, tem-se ad − bc = 0, logo os vetores
(

a
b

)

e
(

c
d

)
são linearmente dependente. Supõe-se, sem

perda de generalidade, que
(

c
d

)
= k

(
a
b

)
.

Pode-se então escrever

TM

(
x
y

)
=

(
a b

ka kb

)(
x
y

)
.

Tomando a representação paramétrica da elipse tem-
se (

x
y

)
=

(
p cos(t)
q sin(t)

)
, t ∈ [0,2π],

logo

TM

(
x
y

)
= TM

(
p cos(t)
q sin(t)

)

=

(
a b

ka kb

)(
p cos(t)
q sin(t)

)
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= (ap cos(t) + bq sin(t))
(

1
k

)

= x
(

1
k

)

onde x = ap cos(t) + bq sin(t). Já que x é limitada,

x
(

1
k

)

representa a equação paramétrica de um segmento da

reta cujo vetor diretor é
(

1
k

)
.

Desta forma, a imagem da elipse é um segmento
de reta (elipse degenerada). Determina-se tal segmento
de reta. O máximo e o mínimo de x nos permitirão
encontrar as extremidades do segmento. Derivando x
tem-se

dx
dt

= bq cos(t)− ap sin(t).

Resolvendo a equação
dx
dt

= 0 tem-se tan(t) =
bq
ap

caso

a �= 0 (se a = 0 então b �= 0 daí teria-se t =
π

2
).

1o Caso: ab > 0

Supondo que a > 0 e b > 0 (se a < 0 e b < 0

seria análogo) tem-se tan(t) =
bq
ap

> 0. Neste caso, a

equação tem soluções para t no 1o e 3o quadrantes. Logo,

tem-se t1 = arctan
(

bq
ap

)
e t2 = π + arctan

(
bq
ap

)
que

são arcos do 1o e 3o quadrantes respectivamente (aqui
considera-se que a função arco tangente está definida no

intervalo
(
−π

2
,
π

2

)
). Encontrando a derivada segunda

de x tem-se

d2x
dt2 = −(bq sin(t) + ap cos(t)).

Como t1 está no 1o quadrante, a > 0 e b > 0 tem-se
d2x
dt2 (t1) < 0. Logo, t1 é ponto de máximo. Como t2 está

no 3o quadrante, a > 0 e b > 0 tem-se

d2x
dt2 (t2) > 0.

Segue que t2 é ponto de mínimo. Logo, o segmento de
reta tem extremidades nos pontos

P1 = (ap cos(t1) + bq sin(t1),kap cos(t1) + kbq sin(t1))

e

P2 = (ap cos(t2) + bq sin(t2),kap cos(t2) + kbq sin(t2))

onde P1 = Pmáx e P2 = Pmín, no caso em que k > 0 ou
P1 = Pmín e P2 = Pmáx, no caso em que k < 0.

2o Caso: ab < 0

Supondo que a > 0 e b < 0 (se a < 0 e b > 0 seria

análogo) tem-se tan(t) =
bq
ap

< 0. Neste caso, a equação

tem soluções para t no 2o e 4o quadrantes. Logo, tem-se

t1 = arctan
(

bq
ap

)
e t2 = π + arctan

(
bq
ap

)

que são arcos do 2o e 4o quadrantes, respectivamente.
Aqui, considera-se que a função arco tangente está de-

finida no intervalo
(

π

2
,
3π

2

)
. Encontrando a derivada

segunda de x tem-se

d2x
dt2 = −(bq sin(t) + ap cos(t)).

Como t1 está no 2o quadrante, a > 0 e b < 0 te-se
d2x
dt2 (t1) > 0. Logo, t1 é ponto de mínimo. Como t2 está

no 4o quadrante, a > 0 e b < 0 tem-se
d2x
dt2 (t2) < 0.

Segue que t2 é ponto de máximo. Logo, o segmento de
reta tem extremidades nos pontos

P1 = (ap cos(t1) + bq sin(t1),kap cos(t1) + kbq sin(t1))

e

P2 = (ap cos(t2) + bq sin(t2),kap cos(t2) + kbq sin(t2))

onde P1 = Pmín e P2 = Pmáx, no caso em que k > 0 ou
P1 = Pmáx e P2 = Pmín, no caso em que k < 0.

3o Caso: ab = 0

Neste caso, b = 0 já que a �= 0. Assim, tem-se
x = ap cos(t) . Supondo a > 0 (se a < 0 seria análogo)
tem-se t1 = tmáx = 0 e t2 = tmín = π . Logo, o segmento
de reta têm extremidades nos pontos

P1 = (ap,kap) e P2 = (−ap, − kap)

onde P1 = Pmáx e P2 = Pmín, no caso em que k > 0 ou
P1 = Pmín e P2 = Pmáx, no caso em que k < 0.

Em qualquer caso os extremos do segmento dados
pelos pontos P1 e P2 são simétricos em relação a origem
e ainda o comprimento deste é dado por

∥∥P1P2
∥∥ =

√
(1 + k2)

∣∣ap[cos(t2)− cos(t1)]

+bq[sin(t2)− sin(t1)]
∣∣ (2)

Com isso, tem-se a proposição 2.
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Proposição 2. Seja M uma matriz 2 × 2 de posto 1, ou
seja, M é de uma das formas:

(
a b

ka kb

)
ou

(
ka kb
a b

)
,

(a,b) �= (0,0).

Seja TM : R2 → R2 um operador associado a matriz M na
base canônica. Se ε é uma elipse de equação

x2

p2 +
y2

q2 = 1

então TM(ε) é o segmento P1P2 da reta cujo vetor diretor é
(1,k) ou (k,1) conforme M tenha respectivamente a 1a ou 2a

representação dada anteriormente, onde P1 e P2 são simétricos
em relação a origem. Este segmento tem comprimento dado
pela fórmula (2) sendo

t1 = arctan
(

bq
ap

)
, t2 = π + arctan

(
bq
ap

)
(casoa �= 0)

ou
t1 =

π

2
, t2 =

3π

2
, caso(a = 0).

2.3 ε é uma elipse centrada na origem e não
rotacionada e TM é um operador invertí-
vel

Mostra-se que a imagem de ε segundo o operador TM é
uma elipse cuja equação determina-se. Reescrevendo a
equação de ε em forma matricial tem-se:

(
x y

)



1
p2 0

0
1
q2




(
x
y

)
= 1 (3)

Admitindo que TM(x,y) = (u,v) e que TM é invertí-
vel tem-se que

(
x
y

)
= M−1

(
u
v

)
.

Substituindo este resultado em (3) obtém-se

(
u v

)
(M−1)t




1
p2 0

0
1
q2


 M−1

(
u
v

)
= 1

(
u v

)
S
(

u
v

)
= 1, (4)

onde

S = (M−1)t




1
p2 0

0
1
q2


 M−1.

Note que S é simétrica, então existe P ortonormal e D
diagonal tal que S = PDPt. Desta forma, (4) pode ser
assim reescrita

(
u v

)
P
(

λ1 0
0 λ2

)
Pt

(
u
v

)
= 1

(
ũ ṽ

) ( λ1 0
0 λ2

)(
ũ
ṽ

)
= 1

λ1(ũ)2 + λ2(ṽ)2 = 1, (5)

onde (
u
v

)
= P

(
ũ
ṽ

)

e

D =

(
λ1 0
0 λ2

)

A matriz S é dada por

S =

(
ã b̃
b̃ c̃

)
,

onde

ã =
d2 q2 + c2 p2

(detM)2 p2 q2

b̃ =
−b d q2 − a c p2

(detM)2 p2 q2

c̃ =
b2 q2 + a2 p2

(detM)2 p2 q2
.

Um dos autovalores de S será

λ1 =
(ã + c̃) +

√
(ã − c̃)2 + 4b̃2

2
.

Mas, ã + c̃ > 0. Logo, λ1 > 0. O determinante de S é

1

(detM)2 p2 q2
> 0,

daí segue que S têm os dois autovalores positivos, o
que acarreta no fato da imagem de ε segundo TM, que é
dada pela equação (5), ser uma elipse. Com isso, acaba-
se de demonstrar a proposição que se segue.

Proposição 3. Seja TM : R2 → R2 um operador linear
invertível associado a matriz M na base canônica. Se ε é uma
elipse de equação

x2

p2 +
y2

q2 = 1

então TM(ε) é uma elipse dada pela equação (5), onde λ1 e λ2
são os autovalores da matriz

S = (M−1)t




1
p2 0

0
1
q2


 M−1.
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e ũ ṽ é o referencial gerado pelos respectivos autovetores orto-
normais desta matriz.

Exemplo 1. Considere a elipse

x2

4
+

y2

9
= 1

segundo a transformação

TM

(
x
y

)
=

(
1 1
2 2

)(
x
y

)
.

Para isso, escreve-se a elipse parametricamente

f (t) =
(

2 cos(t)
3 sin(t)

)
,

onde t ∈ [0,2π].

Note que, neste caso, a imagem da elipse é um segmento
de reta P1P2 cujo vetor diretor é (1,2), pois detM = 0. O

comprimento deste segmento é dado por
26

√
5√

13
. O gráfico

apresentado na figura 1 e os demais gráficos desse documento,
foram construídos utilizando-se do aplicativo computacional
GeoGebra.

Figura 1: Considere a elipse de equação x2

4 + y2

9 = 1 segundo
o operador T(x,y) = (x + y,2x + 2y).

Exemplo 2. Veja a imagem da elipse
x2

4
+

y2

9
= 1 segundo

a transformação

TM

(
x
y

)
=

(
1 2
3 4

)(
x
y

)
.

Note que como detM �= 0, a imagem da elipse é uma elipse de
equação

(
55 − 7

√
61

72

)
(ũ)2 +

(
7
√

61 + 55
72

)
(ṽ)2 = 1,

onde ũṽ é o referencial gerado pela base
{(

3
√

2√
5
√

61 + 61
,

√
2
(√

61 + 5
)

2
√

5
√

61 + 61

)
,

(
3
√

2√
61 − 5

√
61

,

√
2
(
5 −

√
61

)

2
√

61 − 5
√

61

)}
.

O gráfico de tal elipse pode ser visualizado na figura 2.

Figura 2: Imagem da elipse de equação x2

4 + y2

9 = 1 segundo
o operador TM(x,y) = (x + 2y,3x + 4y).

2.4 ε é uma elipse qualquer

Uma elipse ε qualquer do plano terá equação

˜̃x2

p2 +
˜̃y2

q2 = 1
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no sistema ˜̃xO′˜̃y que é oriundo de uma rotação de ângulo
θ no sentido anti-horário do sistema x̃O′ỹ onde este
último é a translação de

O′ =

(
x0
y0

)

do sistema xOy. Se considerar, por exemplo, uma elipse
de equação

(x − x0)
2

p2 +
(y − y0)

2

q2 = 1

então os sistemas ˜̃xO′˜̃y e x̃O′ỹ coincidem ao passo que
se considera-se uma elipse de equação

x2

p2 +
y2

q2 = 1

então os sistemas ˜̃xO′˜̃y, x̃O′ỹ e xOy coincidem. Desta
forma, tem-se que

(
x̃
ỹ

)
= Rθ

( ˜̃x
˜̃y

)

e (
x
y

)
=

(
x̃
ỹ

)
+

(
x0
y0

)

onde

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Seja (x,y) um ponto arbitrário da elipse ε. Mostra-se que
a imagem (u,v) de (x,y) segundo o operador

TM

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)

representa as coordenadas de uma elipse ou suas dege-
nerações. Com efeito, (u,v) é tal que:

(
u
v

)
= M

(
x
y

)

= M
((

x̃
ỹ

)
+

(
x0
y0

))

= M

(
Rθ

( ˜̃x
˜̃y

)
+

(
x0
y0

))

= MRθ

( ˜̃x
˜̃y

)
+ M

(
x0
y0

)
.

Escrevendo MRθ = M̃ e tomando

M
(

x0
y0

)
=

(
u0
v0

)

conclui-se que
(

u
v

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y

)
+

(
u0
v0

)

(
u − u0
v − v0

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y

)
. (6)

Tomando u − u0 = ũ, v − v0 = ṽ e substituindo em (6)
tem-se

(
ũ
ṽ

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y .

)
(7)

As coordenadas (ũ,ṽ) podem ser encaradas como
(u,v) a menos de uma translação. Da equação (7) conclui-
se que (ũ,ṽ) representa as coordenadas de uma elipse ou
suas degenerações já que se trata da imagem da elipse

˜̃x2

p2 +
˜̃y2

q2 = 1

no referencial ˜̃xO′˜̃y pela aplicação

TM

( ˜̃x
˜̃y

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y

)
+

(
u0
v0

)
.

Se a matriz M for tal que detM = 0 tem-se como imagem
de ε uma degeneração da elipse, pois

detM̃ = det(MRθ) = detM · detRθ = detM = 0.

Se a matriz M for tal que detM �= 0 tem-se como imagem
de ε uma elipse, pois detM̃ = detM �= 0. Neste último
caso, pela subseção anterior, TM(ε) tem por equação

λ1(˜̃u − ˜̃u0)
2 + λ2(˜̃v − ˜̃v0)

2 = 1, (8)

onde λ1 e λ2 são os autovalores da matriz

S = (M̃−1)t




1
p2 0

0
1
q2


 M̃−1

e ˜̃u˜̃v é o referencial gerado pela base β dos respectivos
autovetores ortonormais desta e ( ˜̃u0, ˜̃v0) são as coorde-
nadas do vetor (u0,v0) na base β. Com isso, acaba-se de
demonstrar a proposição 4.

Proposição 4. Seja TM : R2 → R2 um operador linear
invertível associado a matriz M na base canônica. Se ε é uma
elipse centrada em P(x0,y0) de semi-eixos p e q assentados
nos eixos paralelos aos respectivos vetores (cos(θ), sin(θ)) e
(− sin(θ), cos(θ)) então TM(ε) é uma elipse dada pela equa-
ção (8), onde λ1 e λ2 são os autovalores da matriz

S = (M−1)tRθ




1
p2 0

0
1
q2


 R(−θ)M−1,

˜̃u ˜̃v é o referencial gerado pela base β dos respectivos auto-
vetores ortonormais desta matriz e ( ˜̃u0, ˜̃v0) = [TM(x0,y0)]β.
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Sendo Rθ a matriz de rotação de ângulo θ no sentido anti-
horário .

Exemplo 2. Considere a elipse ε dada parametricamente
por

u(t) =
(

cos(60o) − sin(60o)
sin(60o) cos(60o)

)(
4 cos(t)
2 sin(t)

)
+

(
1
2

)
,

onde t ∈ [0,2π] segundo a transformação

TM

(
x
y

)
=

(
1 2
3 4

)(
x
y

)
.

Note que como detM �= 0, TM(ε) é uma elipse. A elipse ε tem
semi-eixos p = 4 e q = 2 assentados nos eixos paralelos aos
respectivos vetores (cos 60o, sin 60o) e (− sin 60o, cos 60o) e
está centrada centrada em (1,2). Logo, TM(ε) terá equação

0.0021(˜̃u − 12.0829)2 + 1.8553(˜̃v − 0.0676)2 = 1.

A imagem da elipse resultante é apresentada na figura 3.

Figura 3: Imagem da elipse dada pela equação paramétrica
u(t) segundo o operador TM(x,y) = (x + 2y,3x + 4y).

O referencial ˜̃u˜̃v é gerado base

{(2585√
M

,

−
(
6
√

3 − 25
)√

13860
√

3 + 32261 + 114
√

3 + 2110
√

M

)
,

(2585√
M

,

(
6
√

3 − 25
)√

13860
√

3 + 32261 + 114
√

3 + 2110
√

M

)}
.

onde M = −
√

13860
√

3 + 32261
(
19620

√
3 − 101396

)
+ 962160

√
3 + 22346626.

3 Deformação da hipérbole

O estudo da hipérbole é análogo ao da elipse. Tem-se
que se o operador

TM

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
,

é tal que detM �= 0, a imagem de uma hipérbole da
forma

x2

p2 − y2

q2 = 1 (9)

será uma hipérbole. Se tomar uma hipérbole arbitrária
(que estaria rotacionada e transladada em relação ao re-
ferencial xOy) mostra-se como em (14) que sua imagem
segundo TM invertível também é uma hipérbole. Na
verdade existe uma “dualidade” entre a elipse de equa-
ção (1) e a hipérbole de equação (9), ou seja, hipérboles
vão em hipérboles e a mesma relação que existe entre a
elipse original e a hipérbole associada será preservada
na deformação pelo operador linear.

4 Deformação da parábola

Nesta seção, analisa-se a imagem de uma parábola se-
gundo um operador linear no plano. Seja
TM : R2 → R2 um operador linear definido por

TM

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
,

e uma parábola qualquer (que pode estar rotacionada e
transladada em relação ao referencial xOy). Mostra-se
que a imagem da parábola segundo TM é uma parábola
ou suas degenerações (ponto, semi-reta ou mesmo uma
reta). Nas subseções 2.1 a 2.4 estuda-se uma parábola σ
de equação

y = lx2

onde serão discutidos todos os possíveis tipos de opera-
dores no plano.

4.1 σ é uma parábola com vértice na origem
e não rotacionada e TM é o operador nulo

Neste caso, a imagem da parábola será o vetor nulo,
já que TM(v) = 0 para todo v ∈ R2. Desta forma, a
imagem da parábola é um ponto (parábola degenerada).

4.2 σ é uma parábola com vértice na origem
e não rotacionada e TM é um operador
não nulo onde posto(M) = 1

Neste caso, tem-se ad − bc = 0, logo os vetores
(

a
b

)

e
(

c
d

)
são linearmente dependentes. Supondo sem
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perda de generalidade que
(

c
d

)
= k

(
a
b

)
, pode-se

escrever

TM

(
x
y

)
=

(
a b

ka kb

)(
x
y

)
.

Tomando a representação paramétrica da parábola tem-
se (

x
y

)
=

(
t

lt2

)
, t ∈ R,

logo

TM

(
x
y

)
= TM

(
t

lt2

)
=

(
a b

ka kb

)(
t

lt2

)

= (at + blt2)

(
1
k

)
= f (t)

(
1
k

)

onde f (t) = at + blt2 . Desta forma, f (t)
(

1
k

)
repre-

sentará a equação paramétrica de uma semi-reta ou de
uma reta conforme b �= 0 ou b = 0, respectivamente.

1o Caso: b �= 0

Neste caso, a função f (t) tem máximo ou mínimo
dependendo do sinal de bl, portanto TM(σ) representa

uma semi-reta cujo vetor diretor é
(

1
k

)
de vértice

em V =

(
−a2

4lb
−ka2

4lb

)
. Esta semi-reta estará “acima” ou

“abaixo” de V conforme a função k f (t) tenha máximo
ou mínimo respectivamente.

2o Caso: b = 0

Neste caso, a função f (t) é linear, portanto ilimitada
superiormente e inferiormente. Logo, segue que TM(σ)

representa uma reta cujo vetor diretor é
(

1
k

)
. Com

isso, tem-se a proposição 5.

Proposição 5. Seja M uma matriz 2 × 2 de posto 1, ou
seja, M é de uma das formas:

(
a b

ka kb

)
ou

(
ka kb
a b

)
,

(a,b) �= (0,0).

Seja TM : R2 → R2 um operador associado a matriz M na
base canônica. Se σ é uma parábola de equação y = lx2 tem-se:

(i) Caso b �= 0.

TM(σ) é uma semi-reta cujo vetor diretor é (1,k) ou (k,1),
conforme M tenha respectivamente a 1a ou 2a representação

dada anteriormente. Além disso, tem-se:

a) Se (1,k) é o vetor diretor, então a semi-reta da imagem
tem vértice dado por V = (−a2

4lb ,−ka2

4lb ) e está “acima” ou
“abaixo” deste, conforme kbl > 0 ou kbl < 0 respectivamente.

b) Se (k,1) é o vetor diretor, então a semi-reta da imagem
tem vértice dado por V = (−ka2

4lb ,−a2

4lb ) e estará “acima” ou
“abaixo” deste, conforme bl > 0 ou bl < 0 respectivamente.

(ii) Caso b = 0.

TM(σ) é a reta pela origem cujo vetor diretor é (1,k) ou
(k,1) conforme M tenha respectivamente a 1a ou 2a represen-
tação dada anteriormente.

Exemplo 3. Considere a parábola y = x2 segundo a trans-
formação

TM

(
x
y

)
=

(
5 −3

−10 6

)(
x
y

)
.

Escreve-se a parábola na forma

u(t) =
(

t
t2

)

onde t ∈ [−2,2]. A imagem da parábola pode ser visualizada
na figura 4.

Figura 4: Imagem da parábola de equação y = x2 segundo o
operador TM(x,y) = (5x − 3y, − 10x + 6y).
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Note que, neste caso, a imagem da parábola é uma semi-
reta, pois M tem posto 1 e b �= 0. Esta semi-reta tem como ve-

tor diretor (1,− 2) e está “acima” do vértice V =

( 25
12

− 25
6

)
.

4.3 σ é uma parábola com vértice na origem
e não rotacionada e TM é um operador
invertível

Mostra-se que a imagem de σ segundo o operador TM é
uma parábola cuja equação determina-se. Reescrevendo
a equação de σ em forma matricial tem-se:

(
x y

) ( l 0
0 0

)(
x
y

)
+

(
0 −1

) ( x
y

)
= 0. (10)

Admitindo que TM(x,y) = (u,v) e que TM é invertí-
vel tem-se que

(
x
y

)
= M−1

(
u
v

)
.

Substituindo este resultado em (10) obtêm-se

(
u v

)
(M−1)t

(
l 0
0 0

)
M−1

(
u
v

)

+
(

0 −1
)

M−1
(

u
v

)
= 0

(
u v

)
S
(

u
v

)
+ N

(
u
v

)
= 0, (11)

onde

S = (M−1)t
(

l 0
0 0

)
M−1.

e
N =

(
0 −1

)
M−1

Note que S é simétrica e então existe P ortonormal e D
diagonal tal que S = PDPt. Desta forma, (11) pode ser
reescrita como

(
u v

)
P
(

λ1 0
0 λ2

)
Pt

(
u
v

)
+ NPPt

(
u
v

)
= 0.

Tomando
(

u
v

)
= P

(
ũ
ṽ

)
e D =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

segue que

(
ũ ṽ

) ( λ1 0
0 λ2

)(
ũ
ṽ

)
+ NP

(
ũ
ṽ

)
= 0.

Escrevendo NP =
(

α β
)

, obtém-se

λ1(ũ)2 + λ2(ṽ)2 + αũ + βṽ = 0. (12)

A matriz S é dada por S =

(
ã b̃
b̃ c̃

)
, onde

ã =
d2 l

(detM)2

b̃ = − b d l
(detM)2

c̃ =
b2 l

(detM)2 .

Os autovalores e os respectivos autovetores associa-
dos de S, após serem normalizados, são

λ1 =

(
d2 + b2) l
(detM)2

λ2 = 0

u1 =

(
d√

d2 + b2
, − b√

d2 + b2

)

u2 =

(
b√

d2 + b2
,

d√
d2 + b2

)
.

Logo, a equação (12) pode ser assim reescrita

λ1(ũ)2 + αũ + βṽ = 0, (13)

donde conclui-se que TM(σ) é uma parábola. Com isso,
acaba-se de demonstrar a proposição 6.

Proposição 6. Seja TM : R2 → R2 um operador linear
invertível associado a matriz M na base canônica. Se σ é uma
parábola de equação

y = lx2

então TM(σ) é uma parábola dada pela equação (13), onde λ1
é o autovalor não nulo da matriz simétrica

S = (M−1)t
(

l 0
0 0

)
M−1,

(
α β

)
=

(
0 −1

)
M−1P

e ũ ṽ é o referencial gerado pelos autovetores ortonormais de
S .
Exemplo 4. Considere a parábola y = x2 segundo a trans-
formação

TM

(
x
y

)
=

(
1 2
3 4

)(
x
y

)
.

Para isso escreve-se a parábola parametricamente

u(t) =
(

t
t2

)

onde t ∈ [−2,2]. A imagem da parábola pode ser visualizada
na figura 5.
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Figura 5: Imagem da parábola de equação y = x2 segundo o
operador TM(x,y) = (x + 2y,3x + 4y).

Neste caso, como detM �= 0, a imagem da parábola y = x2

é uma parábola, e esta terá equação

5(ũ)2 +
7

2
√

5
ũ − 1

2
√

5
ṽ = 0,

onde ũṽ é o referencial gerado pela base
{(

− 2√
5

,
1√
5

)
,
(

1√
5

,
2√
5

)}
,

4.4 σ é uma parábola qualquer.

Uma parábola σ qualquer do plano terá equação

˜̃y = l(˜̃x)2

no sistema ˜̃xO′˜̃y que é oriundo de uma rotação de ângulo
θ no sentido anti-horário do sistema x̃O′ỹ onde este
último é a translação de

O′ =

(
x0
y0

)

do sistema xOy. Da subseção 2.4, tem-se que

(
ũ
ṽ

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y ,

)
(14)

onde (
ũ
ṽ

)
=

(
u
v

)
−

(
u0
v0

)
,

(
u0
v0

)
= M

(
x0
y0

)

e MRθ = M̃. Da equação (14) conclui-se que
(

ũ
ṽ

)

representa as coordenadas de uma parábola ou suas
degenerações, já que se trata da imagem da parábola
˜̃y = l(˜̃x)2 no referencial ˜̃xO′˜̃y pela aplicação

TM̃

( ˜̃x
˜̃y

)
= M̃

( ˜̃x
˜̃y

)
+

(
u0
v0

)
.

Se a matriz M for tal que detM = 0 tem-se como imagem
de σ uma degeneração da parábola, pois
detM̃ = detM = 0. Se a matriz M for tal que detM �= 0
tem-se como imagem de σ uma parábola, pois

detM̃ = detM �= 0.

Neste último caso, pela subseção anterior, TM(σ) satisfaz
a equação

λ1(ũ − ũ0)
2 + α(ũ − ũ0) + β(ṽ − ṽ0) = 0, (15)

onde λ1 é o autovalor não nulo da matriz

S = (M̃−1)t
(

l 0
0 0

)
(M̃)−1,

ũ ṽ é o referencial gerado pelos autovetores ortonormais
de S, (ũ0,ṽ0) são as coordenadas do vetor (u0,v0) na
base de autovetores de S e

(
α β

)
=

(
0 −1

)
(M̃)−1P,

onde P é a matriz cujas colunas são os autovetores or-
tonormais de S. Com isso, acaba-se de demonstrar a
proposição 7.

Proposição 7. Seja TM : R2 → R2 um operador linear
invertível associado a matriz M na base canônica. Se σ é uma
parábola de equação

˜̃y = l(˜̃x)2

no sistema ˜̃xO′˜̃y, o qual é oriundo de uma rotação de ângulo
θ no sentido anti-horário do sistema x̃O′ỹ, que por sua vez é
a translação de

O′ =

(
x0
y0

)

do sistema xOy. Então, TM(σ) é uma parábola dada pela
equação (15), onde λ1 é o autovalor não nulo da matriz

S = (M−1)tRθ

(
l 0
0 0

)
R(−θ)M−1,
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os coeficientes α e β são dados por
(

α β
)
=

(
0 −1

)
R(−θ)M−1P,

˜̃u ˜̃v é o referencial gerado pela base β̃ de autovetores da matriz

S, P = [I]β̃canônica e (ũ0,ṽ0) = [TM(x0,y0)]β̃. Sendo Rθ a
matriz de rotação de ângulo θ no sentido anti-horário.

Exemplo 5. Considere a parábola dada parametricamente
por

u(t) =
(

cos 60o − sin 60o

sin 60o cos 60o

)(
t
t2

)
+

(
2
3

)
,

onde t ∈ [−2,8], segundo a transformação

TM

(
x
y

)
=

(
1 2
3 4

)(
x
y

)
.

Note que, neste caso, a imagem da parábola é uma parábola,
pois detM �= 0. A imagem da parábola pode ser visualizada
na figura 6.

Figura 6: Imagem da parábola de equação paramétrica
u(t) segundo o operador TM(x,y) = (x + 2y,3x + 4y).

Esta parábola tem por equação
(

25 − 14
√

3
8

)(
ũ − 32

√
3 + 105

√
2
√

67 − 2
√

3

)2

−


 11

(
2
√

3 + 1
)

2
√

2
√

67 − 2
√

3



(

ũ − 32
√

3 + 105
√

2
√

67 − 2
√

3

)

−


 2

(√
3 + 2

)

√
2
√

2
√

3 + 7



(

ṽ +
32

√
3 + 5

√
2
√

2
√

3 + 7

)
= 0,

onde ũṽ é o referencial gerado pela base
{(

11√
134 − 4

√
3

,
2
√

3 − 1√
134 − 4

√
3

)
,

(
1√

4
√

3 + 14
,
−2

√
3 − 1√

4
√

3 + 14

)}
.

5 Conclusões

No presente estudo, analisa-se as deformações de cô-
nicas por transformações lineares. Tais deformações
foram obtidas usando-se a forma paramétrica de uma
cônica para encontrar a equação de sua imagem quando
o operador linear está associado a uma matriz de posto
incompleto. No caso em que o operador linear é inver-
tível, estuda-se os autovalores da matriz simétrica asso-
ciada à forma quadrática da cônica original e a partir
daí encontra-se a equação de sua imagem no referen-
cial gerado pelos autovetores desta matriz. De forma
semelhante, de acordo com Tavares (2008), analisa-se as
deformações de quádricas por transformações lineares
no espaço.
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