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Öz  Abstract 

İç ya da dış basınca maruz kalan tabakalı ve fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş küresel basınç kapları için iki ayrı analitik model 
sunulmuştur. Her bir tabakasında elastisite modülü ve akma 
gerilmesinin kademeli bir şekilde değiştiği varsayılan n tabakalı basınç 
kabı için çift tekrarlamalı (rekursif) bir algoritma kullanılmıştır. 
Fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kabı için ise aynı 
mekanik özelliklerin radyal doğrultuda bir güç fonksiyonuna bağlı 
olarak değiştiği kabul edilmiştir. Bu heterojen (ve bunlara ilaveten 
homojen) basınç kaplarının aynı yük koşulları altındaki elastik 
davranışları karşılaştırılmıştır. Elastik limit yükü (von Mises akma 
kretierine göre) ile kademelendirme parametresi (fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş kap için) ve tabaka sayısı (tabakalı kap için) 
arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Sonuç olarak, iki tabakalı basınç 
kabında ulaşılan elastik limit yükü ile kademelendirilmiş kabın elastik 
limit yükü arasındaki farkın %70 civarında olduğu fakat bu farkın 32 
tabakalı kapta %2'ye inebildiği gözlenmiştir. Diğer bir yandan, 
kademelendirilmiş basınç kabında akma, yüke ve kademelendirme 
parametresine bağlı olarak iç ya da dış yüzeyde oluşabilirken, tabakalı 
basınç kabında akma 𝑟𝑛−1'inci arayüz koordinatında 
gerçekleşmektedir. 

 Analytical models are presented for both multi-layered and 
functionally graded thick walled spherical pressure vessels that are 
subjected to uniform internal or external pressure. A double recursive 
algorithm is used for the n-layered vessel of which the modulus of 
elasticity and yield stress are assumed to change stepwise from one 
layer to another. In the model intended for the continuously graded 
one, these properties are assumed to vary in radial direction according 
to a power law. The elastic behaviors under the same loading 
conditions for such heterogeneous vessels, and the homogeneous ones 
alike, have been compared. The relationships between the elastic limit 
load (according to the yield criterion of von Mises) and the grading 
indices or number of layers have been investigated. As a result, it has 
been observed that although the difference between elastic limit load 
of the functionally graded and that of 2-layered pressure vessels is 
70%, this difference decreases to 2% for the 32-layered one. Moreover, 
yielding may emerge at the inner or outer surfaces of the graded vessel 
depending on the load and grading parameter however it occurs at 
(𝑟𝑛−1)𝑡ℎ interface coordinate in the multi-layered one. 

Anahtar kelimeler: Heterojen küresel basınç kabı, FKM, Tabakalı 
malzeme, Elastik limit, Von Mises akma kriteri 

 Keywords: Heterogeneous spherical pressure vessel, FGM,  
Multi-layered material, Elastic limit, Von Mises yield criterion 

1 Giriş 

İç ve/veya dış basınca maruz kalan küresel kaplar makine 
mühendisliğinde sıkça kullanılmaktadır. Dolayısıyla, bu 
kapların deformasyon davranışları birçok araştırmacı 
tarafından incelenmiştir. Klasik kalın duvarlı, homojen küresel 
basınç kaplar problemi, elastik durum için Timoshenko ve 
Goodier [1] tarafından, elastik-plastik durum için ise Gamer 
[2] ve Jiang [3] tarafından çözülmüştür. Araştırmalar bunlarla 
da kalmamış, kapların mukavemet limitlerinin arttırılması 
için, heterojen malzeme kullanımının etkileri de birçok 
araştırmacının ilgisini çekmiştir. Bu noktada, tabakalı ya da 
fonksiyonel olarak kademelendirilmiş heterojen basınç 
kaplarının deformasyon davranışlarını tarif eden bazı 
matematiksel modellerin geliştirilmesine ihtiyaç duyulmuştur 
[4], [5]. Bu amaçla, Bufler [6] iç ve dış basınç altında çalışan içi 
boş, rastgele ve periyodik şekilde tabakalandırılmış küresel 
basınç kapları için bir analiz gerçekleştirmiştir. Ayrıca, bu 
yapıların deneysel ve sonlu elemanlar kopma analizi Liu ve 
diğ. [7] ile Roy ve Massard [8] tarafından yapılmıştır. Bir diğer 
çalışmada, Borisov [9] dış basınç altında, ince duvarlı, tabakalı, 
içi boş bir kürenin gerilme ve deformasyonlarını tespit etmek 
için analitik bir yaklaşım tanımlamıştır. Diğer bir taraftan, Lutz 
ve Ferrari [10] radyal doğrultuda doğrusal ve sürekli bir 
şekilde değişen elastisite modülüne sahip bir küre için temel 

denklemleri türetmiştir. Tütüncü ve Öztürk [11], You ve diğ. 
[12], Güven ve Baykara [13] ile Nejad ve Gharibi [14] farklı 
formlardaki fonksiyonel olarak kademelendirilmiş iç basınç 
altındaki küresel kapların elastik gerilme durumu için kapalı 
formda çözümlerini sunmuşlardır. Aynı anda basınç ve ısıl yük 
altındaki eleman için bir başka analitik model, Bayat ve diğ. 
[15] tarafından elde edilmiştir. Bu çalışmada araştırmacılar, 
elastisite modülünün radyal doğrultuda bir güç fonksiyonuna 
bağlı olarak değiştiğini varsaymışlardır. Ayrıca, Chen ve Lin 
[16] ile Karami ve diğ. [17], dış basınç altındaki 
kademelendirilmiş küresel basınç kabı için çözümler 
sunmuşlardır. Bir diğer çalışmada, Chen ve Lin [18], dış 
basıncın fonksiyonel olarak kademelendirilmiş kapta 
oluşturduğu yer değiştirme bileşenlerine etkilerini, sayısal bir 
model kullanarak incelemiştir. Sadece iç yüzeyi fonksiyonel 
olarak kademelendirilmiş bir malzeme ile kaplanan kalın 
duvarlı küresel kabın deformasyon davranışı Atashipour ve 
ekibi [19] tarafından incelenmiştir. Carrera ve Soave [20], iki 
homojen tabaka arasına yerleştirilen kademelendirilmiş 
tabakanın avantajlarını araştırmışlardır. Son olarak Akış [21], 
bu tip basınç kaplarının elastik-plastik davranışlarını 
incelemiş ve bu amaçla analitik bir model geliştirmiştir. 
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Kademelendirilmiş malzemeler için (sadece küresel basınç 
kapları bile düşünüldüğünde) çok fazla teorik araştırma 
olmasına rağmen, bu malzemelerin verimli bir şekilde 
üretilebilmesi karmaşık ve pahalı işlemler gerektirmektedir 
[22],[23]. Bu nedenle, birçok araştırmacı deneysel (ya da 
sayısal) çalışmalarında (örneğin [24]-[27]) tabakalı yapıların 
fonksiyonel olarak kademelendirilmiş yapılara yaklaştığını 
varsaymaktadır. Ancak, burada vurgulanmalıdır ki, bu kaba 
yaklaşım, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş yapıların 
sonlu sayıda tabakadan oluşmadığından dolayı gerçekçi bir 
yaklaşım olmayabilir [28]. Tabakalı yapının tabaka sayısı 
sonsuza yaklaştığı durumda, fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş malzeme kavramı söz konusu olabilir. 
Malzemedeki mekanik özelliklerin sürekli dağılımı bu şekilde 
sağlanabilir. Bu durum, tabakalı ve fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş malzemeler arasındaki yapısal farkı 
belirlemektedir. Bu nedenle, bu tip yapıların deformasyon 
davranışlarını tarif etmek için farklı matematiksel modeller 
geliştirilmelidir. Ayrıca tabakalı yapıların davranışlarının 
kademelendirilmiş yapılarınkine benzerliğinin gözlenmesi için 
ileri analizlerin yapılması gerekmektedir. 

Bu çalışmada, iç ya da dış basınca maruz kalan, tabakalı ve 
fonksiyonel olarak kademelendirilmiş kalın duvarlı basınç 
kapları için iki farklı analitik model geliştirilmiştir. Her iki 
modelde de küçük deformasyonlar ve küresel simetri 
durumları kabul edilmiştir. Ayrıca, Poisson oranının tüm kap 
boyunca sabit kaldığı varsayılmıştır. Çok tabakalı basınç kabı 
analizinde, Zhifei’nin [4] silindirik kaplar için geliştirdiği çift 
tekrarlamalı (rekursif) algoritması, küresel kap modeline 
uyarlanmıştır. Bu modelde, her bir tabakanın kendi içinde 
homojen olduğu, elastisite modülünün ve akma gerilmesinin 
ise tabakadan tabakaya adım adım değiştiği kabul edilmiştir. 
Ayrıca, her bir tabakanın kalınlılığı sabit olarak alınmıştır. 
Diğer bir taraftan, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş 
küresel basınç kabı için oluşturulan modelde, elastisite 
modülünün ve akma gerilmesinin radyal doğrultuda bir güç 
fonksiyonuna bağlı olarak sürekli bir şekilde değiştiği kabul 
edilmiştir. Aynı fiziksel koşullar altında, her iki modelden elde 
edilen ve homojen bir küresel basınç kabı için türetilen 
sonuçlar karşılaştırılmıştır. Gerilmelerdeki ve 
deformasyonlardaki farklar tespit edilmiştir. Basınç 
kaplarının, von Mises akma kriterine göre akmaya başladığı 
anlara özel bir ilgi gösterilmiştir. Elastik akma yükü ile 
kademelendirme parametresi (fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş kap için) ve tabaka sayısı (tabakalı kap 
için) arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

2 Problem ve temel denklemler 

2.1 Problem 

n-tabakalı ve fonksiyonel olarak kademelendirilmiş küresel 
basınç kaplarının kesitlerinin geometrisi ve yükler Şekil 1a ve 
1b’de gösterilmiştir. Kapların iç ve dış yarıçapları sırasıyla 𝑎 
ve 𝑏’dir. Her iki kap için de, iki farklı sınır koşulları 
düşünülmüştür. Birinci durumda, iç yüzeye 𝑃𝑖𝑛 basıncı 
uygulanmış fakat dış yüzey serbest yüzey olarak kalmıştır. 
Böylece, sınır koşulları, 

𝜎𝑟(𝑎) = −𝑃𝑖𝑛, (1) 

𝜎𝑟(𝑏) = 0 (2) 

şeklinde tanımlanabilir. İkinci durum için, dış yüzeye 𝑃𝑜𝑢𝑡 
basıncının uygulandığı kabul edilmiştir. Böylece, bu durum 
için sınır koşulları, 

𝜎𝑟(𝑎) = 0, (3) 

𝜎𝑟(𝑏) = −𝑃𝑜𝑢𝑡 (4) 

olur. 
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Şekil 1: (a): Tabakalı ve (b): Fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş küresel basınç kaplarının kesiti ve yükler. 

2.2 Temel denklemler 

Bu bölümde tanıtılan temel denklemler, hem tabakalı hem de 
kademelendirilmiş küresel basınç kapları için kullanılacaktır. 
Küresel koordinat sistemi (𝑟, 𝜃, 𝜙) kullanılmıştır. Küresel 
simetriden dolayı, 𝜎𝜃 = 𝜎𝜙 ve 𝜖𝜃 = 𝜖𝜙. Radyal yöndeki denge 

denklemi, 

𝑑𝜎𝑟

𝑑𝑟
+

2(𝜎𝑟 − 𝜎𝜃)

𝑟
= 0, (5) 

radyal ve açısal yöndeki Hooke yasası denklemleri, 

𝜖𝑟 =
1

𝐸
(𝜎𝑟 − 2𝜈𝜎𝜃), (6) 

𝜖𝜃 =
1

𝐸
[(1 − 𝜈)𝜎𝜃 − 𝜈𝜎𝑟], (7) 

ve geometrik ilişkiler, 
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𝜖𝑟 =
𝑑𝑢

𝑑𝑟
, (8) 

𝜖𝜃 =
𝑢

𝑟
 (9) 

temel denklemleri oluşturur. Denklemler (8) ve (9) 
denklemler (6) ve (7)’ye yerleştirilirse; gerilmelerin, radyal 
yer değiştirme 𝑢 ve onun 𝑟’ye göre türevi cinsinden ifadelerine 
ulaşılır: 

𝜎𝑟 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[2𝜈

𝑢

𝑟
+ (1 − 𝜈)

𝑑𝑢

𝑑𝑟
], (10) 

𝜎𝜃 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
(

𝑢

𝑟
+ 𝜈

𝑑𝑢

𝑑𝑟
). (11) 

3 Matematiksel modeller 

3.1 Tabakalı küresel basınç kabı 

n adet tabakadan oluşan bir küresel basınç kabı düşünülmüş 
(bkz. Şekil 1a) ve her bir tabakadaki gerilme ve yer değiştirme 
bileşenleri bu bölümde hesaplanmıştır. Çözüm yönteminde, 
Zhifei [4] tarafından silindirik basınç kabı için geliştirilen bir 
algoritma, küresel kaba uyarlanmıştır. Her bir tabakanın kendi 
içinde homojen olduğu (mekanik özellikleri sabit) fakat 
elastisite modülünün ve akma gerilmesinin tabakadan 
tabakaya adım adım değiştiği kabul edilmektedir. Ayrıca, her 
bir tabakadaki kalınlığın 𝑟i − 𝑟i−1 (bkz. Şekil 1a) eşit olduğu 
varsayılmıştır. 

İlk olarak, heterojen bir küresel basınç kabı için genel 
diferansiyel denklem, denklemler (10) ve (11)’in denklem 
(5)’e yerleştirilmesiyle elde edilir: 

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 +
2

𝑟
(

𝑑𝑢

𝑑𝑟
−

𝑢

𝑟
) = 0. (12) 

Denklemin genel çözümü aşağıdaki gibidir. 

𝑢 = −
(1 + 𝜈)𝐴

2𝐸𝑟2
+

(1 − 2𝜈)𝐵𝑟

𝐸
. (13) 

Burada, 𝐴 ve 𝐵 keyfi integrasyon sabitleridir. Böylece 
gerilmeler aşağıdaki formu alır. 

𝜎𝑟 =
𝐴

𝑟3 + 𝐵, (14) 

𝜎𝜃 = −
𝐴

2𝑟3 + 𝐵. (15) 

Bu durumda, 𝑖’nci tabakaya ait gerilme ve radyal yer 
değiştirme aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

𝜎𝑟
𝑖 =

𝐴𝑖

𝑟3
+ 𝐵𝑖 , (16) 

𝜎𝜃
𝑖 = −

𝐴𝑖

2𝑟3
+ 𝐵𝑖 . (17) 

𝑢𝑖 = −
(1 + 𝜈𝑖)𝐴𝑖

2𝐸𝑖𝑟2
+

(1 − 2𝜈𝑖)𝐵𝑖𝑟

𝐸𝑖
. (18) 

Burada, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 (bkz. Şekil 1a). Ayrıca vurgulanmalıdır ki, 
Poisson oranı 𝜈𝑖'nin her tabakada sabit olduğu varsayıldığı için 
sonraki denklemlerde 𝜈𝑖 = 𝜈 olarak alınmıştır. Her tabakanın 
arayüzündeki gerilmeler aşağıdaki denklemleri sağlamaktadır. 

𝐴𝑖

𝑟𝑖−1
3 + 𝐵𝑖 = −𝑃𝑖−1, (19) 

𝐴𝑖+1

𝑟𝑖+1
3 + 𝐵𝑖+1 = −𝑃𝑖+1. (20) 

Burada, 𝑟𝑖 ve 𝑃𝑖 sırasıyla i’nci ve (i+1)’inci  tabakalar 
arasındaki arayüz radyal koordinatını ve ekstrüzyon 
gerilmelerini temsil etmektedir. Bu durumda, iç ve dış 
yüzeylerde, denklemler (19) ve (20). 

𝐴1

𝑎3 + 𝐵1 = −𝑃0 = −𝑃𝑖𝑛, (21) 

𝐴𝑛

𝑏3 + 𝐵𝑛 = −𝑃𝑛 = −𝑃𝑜𝑢𝑡 (22) 

şeklini alır. Burada hatırlatılmalıdır ki, 𝑎 = 𝑟0 ve 𝑏 = 𝑟𝑛’dir  
(bkz. Şekil 1a). Ayrıca, arayüz koordinatlarında radyal gerilme 
ve yer değiştirme bileşenleri sürekli olmalıdır. 

𝜎𝑟
𝑖(𝑟𝑖) = 𝜎𝑟

𝑖+1(𝑟𝑖),                𝑢𝑖(𝑟𝑖) = 𝑢𝑖+1(𝑟𝑖). (23) 

Denklem (23), denklemler (16) ve (18)'e yerleştirilir ve 𝐴𝑖+1 
ve 𝐵𝑖+1 için çözülürse, 

𝐴𝑖+1 =
2(1 − 2𝜈) + (1 + 𝜈)δi+1

3(1 − 𝜈)
𝐴𝑖 

+
2(1 − 2𝜈)(1 − δi+1)𝑟𝑖

3

3(1 − 𝜈)
𝐵𝑖 , 

𝐵𝑖+1 =
(1 + 𝜈)(1 − δi+1)

3(1 − 𝜈)𝑟𝑖
3 𝐴𝑖 

(24) 

+
(1 + 𝜈) + 2(1 − 2𝜈)δi+1

3(1 − 𝜈)
𝐵𝑖  (25) 

elde edilir. Burada, 

𝛿𝑖+1 =
𝐸𝑖+1

𝐸𝑖
. (26) 

Denklemler (24) ve (25), denklem (20)'ye yerleştirilir ve 
denklem (19) ile birlikte 𝐴𝑖 ve 𝐵𝑖  için çözülürse, 

𝐴𝑖 = 𝑟𝑖
3 {[

2(1 − 2𝜈)(1 − 𝛿𝑖+1)

3(1 − 𝜈)𝛾𝑖
 

+
[1 + 𝜈 + 2(1 − 2𝜈)𝛿𝑖+1]𝜔𝑖+1

3

3(1 − 𝜈)𝛾𝑖
] 𝑃𝑖−1 

−
𝜔𝑖+1

3 𝑃𝑖+1

𝛾𝑖
}, 

𝐵𝑖 = − [
2(1 − 2𝜈) + (1 + 𝜈)𝛿𝑖+1

3(1 − 𝜈)𝛾𝑖
 

−
(1 + 𝜈)(1 − 𝛿𝑖+1)𝜔𝑖+1

3

3(1 − 𝜈)𝛾𝑖
] 𝑃𝑖−1 

(27) 

+
𝜔𝑖+1

3 𝜔𝑖
3𝑃𝑖+1

𝛾𝑖
 (28) 

bulunur. Burada, 
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𝜔𝑖 =
𝑟𝑖

𝑟𝑖−1
, 

𝛾𝑖 =
1

3(1 − 𝜈)
{𝛿𝑖+1[1 + 𝜈 + 2(1 − 2𝜈)𝜔𝑖

3](1 − 𝜔𝑖+1
3 ) 

(29) 

+[2(1 − 2𝜈) + (1 + 𝜈)𝜔𝑖+1
3 ](1 − 𝜔𝑖

3)}. (30) 

Diğer bir taraftan, i’nci ve (i+1)’inci tabakalar arasındaki 
arayüz radyal koordinatındaki radyal gerilme, 

𝜎𝑟
𝑖(𝑟𝑖) =

𝐴𝑖

𝑟𝑖
3 + 𝐵𝑖 = −𝑃𝑖 . (31) 

Denklemler (27) ve (28), denklem (31)'de yerlerine 
yerleştirilirse, 

𝑃𝑖+1 =
𝛾𝑖𝑃𝑖

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
−

𝛿𝑖+1(1 − 𝜔𝑖+1
3 )𝑃𝑖−1

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
. (32) 

Bu denklem, farklı arayüz koordinatlarındaki ekstrüzyon 
gerilmeleri arasındaki ilişkiyi tarif eder. Böylece, denklemler 
(27) ve (28) aşağıdaki gibi tekrar yazılabilir. 

𝐴𝑖 =
(𝑃𝑖−1 − 𝑃𝑖)𝑟𝑖

3

1 − 𝜔𝑖
3 , (33) 

𝐵𝑖 = −
𝑃𝑖−1 − 𝑃𝑖𝜔𝑖

3

1 − 𝜔𝑖
3 . (34) 

Şimdi, her bir arayüz koordinatındaki ekstrüzyon gerilmeleri 
(𝑃𝑖), 𝑃𝑖𝑛 ve 𝑃𝑜𝑢𝑡 cinsinden ifade edilebilir. Bu amaçla, çift 
tekrarlamalı bir algoritma kullanılmıştır [4]. 

∆𝑖=
𝛾𝑖

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
∆𝑖−1 −

𝛿𝑖+1(1 − 𝜔𝑖+1
3 )

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
∆𝑖−2, (35) 

Γ𝑖 =
𝛾𝑖

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
Γ𝑖−1 −

𝛿𝑖+1(1 − 𝜔𝑖+1
3 )

(1 − 𝜔𝑖
3)𝜔𝑖+1

3
Γ𝑖−2. (36) 

Burada, 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛’dir. Aşağıdaki terimler ise yukarıdaki 
tekrarlamalı algoritmayı başlatmak için kullanılır. 

∆0= −1, (37) 

∆1= −
𝛾1

(1 − 𝜔1
3)𝜔2

3, (38) 

Γ0 = 0, (39) 

Γ1 =
𝛿2(1 − 𝜔2

3)

(1 − 𝜔1
3)𝜔2

3. (40) 

Böylece, denklem (32) tekrar oluşturulabilir. 

𝑃𝑖 = −∆𝑖−1𝑃1 − Γ𝑖−1𝑃0. (41) 

Bu denklem için de 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛. Eğer denklem (40) için 𝑖 = 𝑛 
alınır ise, 

𝑃1 = −
𝑃𝑛 + Γ𝑛−1𝑃0

∆𝑛−1
. (42) 

elde edilir. Böylece denklem (41) aşağıdaki şekli alır. 

𝑃𝑖 = −∆𝑖−1 (
𝑃𝑛 + Γ𝑛−1𝑃0

∆𝑛−1
) − Γ𝑖−1𝑃0. (43) 

Burada, 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛 − 1. Böylece, 𝑃𝑖'nin 𝑃0 (= 𝑃𝑖𝑛) ve 
𝑃𝑛 (= 𝑃𝑜𝑢𝑡) cinsinden ifadesine ulaşılmış olur. Son olarak, her 
bir arayüz koordinatındaki ekstrüzyon gerilmeleri (𝑃𝑖) 
hesaplandıktan sonra bu gerilmeler denklem (33) ve (34)'de 
yerlerine yerleştirilir ve 𝐴𝑖 ve 𝐵𝑖  hesaplanır. Ardından, her bir 
tabakadaki gerilme ve radyal yer değiştirmeler denklemler 
(16)-(18) yardımıyla bulunabilir. 

Burada açıkça belirtilmelidir ki, 𝑛 = 2 için (iki tabakalı basınç 
kabı için) söz konusu algoritma sonuç vermemektedir. Bu 
durumda, 𝐴1, 𝐴2,  𝐵1 ve 𝐵2  sabitlerini belirlemek için 
aşağıdaki denklemler kullanılmalıdır. 

𝐴1 =
(𝑃𝑖𝑛 − 𝑃1)𝑟1

3

1 − 𝜔1
3 , (44) 

𝐴2 =
(𝑃1 − 𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑏3

1 − 𝜔2
3 , (45) 

𝐵1 = −
𝑃𝑖𝑛 − 𝑃1𝜔1

3

1 − 𝜔1
3 . (46) 

𝐵2 = −
𝑃1 − 𝑃𝑜𝑢𝑡𝜔2

3

1 − 𝜔2
3 . (47) 

Burada, 

𝑃1 = −

𝑃𝑜𝑢𝑡 +
(𝜔2

3 − 1)𝛿2

(𝜔1
3 − 1)𝜔2

3 𝑃𝑖𝑛

𝛾1

(𝜔1
3 − 1)𝜔2

3

, (48) 

𝜔1 =
𝑟1

𝑎
, (49) 

𝜔2 =
𝑏

𝑟1
, (50) 

𝑟1 =
𝑎 + 𝑏

2
, (51) 

𝛿2 =
𝐸2

𝐸1
. (52) 

3.2 Fonksiyonel olarak kademelendirilmiş küresel 
basınç kabı 

Bu bölümde, Akış'ın kapsamlı çözümü [21] temel alınarak, iç 
ya da dış basınca maruz kalan fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş küresel kap için alan denklemleri 
sunulacaktır. Elastisite modülünün ve akma gerilmesinin 
radyal koordinat doğrultusunda, aşağıda tanımlanan güç 
fonksiyonlarına bağlı olarak değiştiği kabul edilmiştir. 

𝐸 = 𝐸0 (
𝑟

𝑏
)

𝛼

, (53) 

𝜎𝑦 = 𝜎0 (
𝑟

𝑏
)

𝛽

. (54) 

Bu denklemlerdeki, 𝐸0 ve 𝜎0 sırasıyla elastisite modülünün ve 
tek eksenli akma gerilmesinin kabın dış yüzeyindeki referans 
değerlerini, 𝛼 ve 𝛽 ise kademelendirme parametrelerini temsil 
etmektedir. Denklemler (10) ve (11)'in denge denkleminde 
(5) yerlerine yazılmasıyla (ve denklem (53)'te göz önünde 
bulundurulmasıyla) aşağıdaki diferansiyel denkleme ulaşılır. 
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𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+

(2 + 𝛼)

𝑟

𝑑𝑢

𝑑𝑟
−

2[1 − 𝜈(1 + 𝛼)]

𝑟2(1 − 𝜈)
𝑢 = 0. (55) 

Bu denklemin çözümüyle 

𝑢 = −
(1 + 𝜈)𝐶1

2𝐸0
𝑟(−1−𝛼−𝑆)/2 +

(1 − 2𝜈)𝐶2

𝐸0
𝑟(−1−𝛼+𝑆)/2 (56) 

radyal yer değiştirme için genel bir çözüm elde edilmiş olunur. 
Bu denklemdeki 𝐶1 ve 𝐶2 keyfi integrasyon sabitleridir ve 

𝑆 = √9 + 𝛼 (10 + 𝛼 −
8

1 − 𝜈
) (57) 

şeklinde tanımlanmıştır. Böylece, 

𝜎𝑟 =
𝐶1𝑟(−3+𝛼−𝑆)/2[1 + (𝛼 + 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]

4(1 − 2𝜈)𝑏𝛼  

−
𝐶2𝑟(−3+𝛼+𝑆)/2[1 + (𝛼 − 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]

2(1 + 𝜈)𝑏𝛼 , 

𝜎𝜃 = −
𝐶1𝑟(−3+𝛼−𝑆)/2[2 − (1 + 𝛼 + 𝑆)𝜈]

4(1 − 2𝜈)𝑏𝛼  

(58) 

+
𝐶2𝑟(−3+𝛼+𝑆)/2[2 − (1 + 𝛼 − 𝑆)𝜈]

2(1 + 𝜈)𝑏𝛼 . (59) 

Burada, not olarak belirtilmelidir ki, 𝛼'nın sıfıra yaklaşması ile 
(𝛼 → 0), çözüm, homojen basınç kapı için çözüme 
yaklaşmaktadır. 

Denklemler (1) ve (2)’nin tarif ettiği sınır koşulları 
kullanıldığında, integrasyon sabitleri aşağıdaki gibi 
hesaplanabilir. 

𝐶1 =
4𝑎(3−𝛼+𝑆)/2𝑏𝛼+𝑆(1 − 2𝜈)𝑃𝑖𝑛

(𝑎𝑆 − 𝑏𝑆)[1 + (𝛼 + 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]
, (60) 

𝐶2 =
2𝑎(3−𝛼+𝑆)/2𝑏𝛼(1 + 𝜈)𝑃𝑖𝑛

(𝑎𝑆 − 𝑏𝑆)[1 + (𝛼 − 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]
. (61) 

Diğer bir yandan, sınır koşulları (3) ve (4) kullanılır ise bu 
sabitler aşağıdaki şekli alırlar. 

𝐶1 = −
4𝑎𝑆𝑏(3+𝛼+𝑆)/2(1 − 2𝜈)𝑃𝑜𝑢𝑡

(𝑎𝑆 − 𝑏𝑆)[1 + (𝛼 + 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]
, (62) 

𝐶2 = −
2𝑏(3+𝛼+𝑆)/2(1 + 𝜈)𝑃𝑜𝑢𝑡

(𝑎𝑆 − 𝑏𝑆)[1 + (𝛼 − 𝑆)(1 − 𝜈) − 5𝜈]
. (63) 

3.3 Akma başlangıcı 

Von Mises akma kriteri kullanılarak elastik limit yükleri tespit 
edilmiştir. Bu kritere göre; 

𝜎𝑣𝑀 = √
1

2
[(𝜎𝑟 − 𝜎𝜃)2 + (𝜎𝜃 − 𝜎𝜙)

2
+ (𝜎𝜙 − 𝜎𝑟)

2
]. (64) 

𝜎𝜙 = 𝜎𝜃 olduğundan dolayı von Mises gerilmesi, 

𝜎𝑣𝑀 = |𝜎𝑟 − 𝜎𝜃|. (65) 

şeklini alır. Bu durumda, kademelendirilmiş küresel basınç 
kabı için; iki asal gerilme birbirine eşit olduğundan dolayı von 

Mises gerilmesi aynı zaman Tresca altıgeninin bir köşe 
rejimini temsil etmektedir. Bu nedenle, çalışmasında Tresca 
akma kriterini kullanan Akış'ın çözümü [21] ile bu modelin 
çözümü benzer sonuçları verecektir.  

Kademelendirilmiş basınç kabında, akma iki durumda 
meydana gelebilir: 

Durum 1:                  𝜎𝑣𝑀(𝑎) = 𝜎𝑦(𝑎), (66) 

Durum 2:                  𝜎𝑣𝑀(𝑏) = 𝜎𝑦(𝑏). (67) 

Akmanın başlangıcına sebep olacak iç basınç ((𝑃𝑖𝑛)𝑦), her iki 

durum için aşağıdaki gibi hesaplanır. 

  Durum 1 için:       (𝑃𝑖𝑛)𝑦 =
4(

𝑎

𝑏
)

𝛽
(𝑏𝑆−𝑎𝑆)𝜎0

𝑏𝑆(3−𝛼+𝑆)−𝑎𝑆(3−𝛼−𝑆)
, (68) 

  Durum 2 için:       (𝑃𝑖𝑛)𝑦 =
2𝑎(−3+𝛼−𝑆)/2𝑏(3−𝛼−𝑆)/2(𝑏𝑆−𝑎𝑆)𝜎0

𝑆
. (69) 

Her iki durum için, akmanın başlangıcına sebep olacak dış 

basınç ((𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦) aşağıdaki gibi bulunur. 

Durum 1 için:      

   (𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦 =
2 (

𝑎
𝑏

)
𝛽

𝑎(3−𝛼−𝑆)/2𝑏(−3+𝛼−𝑆)/2(𝑏𝑆 − 𝑎𝑆)𝜎0

𝑆
, 

(70) 

Durum 2 için:  

(𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦 =
4(𝑏𝑆 − 𝑎𝑆)𝜎0

𝑎𝑆(3 − 𝛼 + 𝑆) − 𝑏𝑆(3 − 𝛼 − 𝑆)
. (71) 

4 Sayısal sonuçlar 

Sayısal sonuçların elde edilmesi aşamasında aşağıdaki 
boyutsuz büyüklükler kullanılmıştır. 

𝑟̅ =
𝑟

𝑏
,       𝜎̅𝑖 =

𝜎𝑖

𝜎0
,       𝑢̅ =

𝑢𝐸0

𝜎0𝑏
,       𝑃̅ =

𝑃

𝜎0
. (72) 

Yukarıda da belirtildiği gibi, 𝐸0 ve 𝜎0 sırasıyla elastisite 
modülünün ve akma gerilmesinin referans değerleridir. Bu 
referans değerleri fonksiyonel olarak kademelendirilmiş kap 
için dış yüzeyi ve katmanlı kap için ise en dışarıdaki katmanı 
(𝑛′inci katmanı) temsil etmektedir. Sayısal sonuçlarda 𝑎/𝑏 =
0.5 ve 𝜈 = 0.3  olarak alınmıştır. Kademelendirilmiş basınç 
kabının kademelendirme parametreleri için, 

−1 ≤ 𝛼 ≤ 2, (73) 

−2 ≤ 𝛽 ≤ 1. (74) 

aralıkları  kullanılmıştır [11],[21]. Böylece seçilen 
parametreler gerçek malzeme özelliklerine uygun olur [29]. 
Ayrıca, homojen basınç kabının sonuçlarını elde etmek için 
𝛼 = 0 ve 𝛽 = 0 olacak şekilde ayarlanmış ve sayısal sonuçlar 
elde edilmiştir. 

İlk olarak, iç basınç 𝑃𝑖𝑛'e mağruz kalan heterojen ve homojen 
basınç kaplarının elastik davranışları incelenmiştir. Şekil 2'de 
𝑃̅𝑖𝑛 = 0.5 için oluşan gerilme ve radyal yer değiştimenin radyal 
koordinat üzerindeki dağılımları gösterilmiştir. Bu şekilde, 
noktalar homojen malzemenin, kesik çizgiler doğrusal olarak 
kademelendirilmiş malzemenin (𝛼 = 1) ve düz çizgiler 4 
tabakalı (𝑛 = 4) malzemenin sonuçlarını temsil etmektedir. 
Aynı yük altındaki bu karşılaştırmalarda, fonksiyonel olarak 
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kademelendirilmiş basınç kabında ve 4 tabakalı kapta oluşan 
açısal gerilmelerin birbirinden tamamıyla farklı olduğu fakat 
radyal gerilme ve yer değiştirme bileşenlerinin benzer olduğu 
gözlenmektedir. Aynı yük altındaki (𝑃̅𝑖𝑛 = 0.5) sayısal 
sonuçlar, tabakalı basınç kabı 𝑛 = 16 alınarak tekrar çizilmiş 
ve Şekil 3'te gösterilmiştir. Bu durumda, tabakalı ve 
fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kaplarının 
sonuçlarını birbirine oldukça yaklaşmıştır. 

Elastik limit değerlerini incelemek için, von Mises akma 
kriterine göre akmanın gerçekleşeceği iç basınç değerleri 
araştırılmıştır. Bu amaçla, fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş basınç kabı için, denklemler (68) ve (69) 
yardımıyla akma basıncı (𝑃𝑖𝑛)𝑦'nin kademelendirme 

parametreleri 𝛼 ve 𝛽 ile değişimi Şekil 4'te gösterilmiştir. 
Şekilde gösterilen "Durum 1" akmanın basınç kabının iç 
yüzeyinde, "Durum 2"  ise akmanın basınç kabının dış 
yüzeyinde gerçekleştiği durumları temsil etmektedir. İki 

durumun kesiştiği eğri, akmanın iç ve dış yüzeyde aynı anda 
oluştuğu özel durumu temsil etmektedir. Bu şekilde ayrıca, 
𝛼 = 𝛼∗ = 1.3544 ve 𝛽 = 𝛽∗ = −2.0 parametreleri seçildiğinde 
akmanın başlaması için en yüksek iç basınç değerine ((𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 =

2.9130) ulaşılabileceği gözlenmektedir.  

Şekil 5'te ise tabakalı basınç kabında (𝑃𝑖𝑛)𝑦'nin (ve 
(𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦'nin) tabaka sayısıyla (n) değişimi gösterilmiştir. 

Şekilde 𝑛 = 1, homojen basınç kabını temsil etmektedir ve 
tabaka sayısı arttıkça sonuçlar fonksiyonel olarak 
kademelendirilmiş basınç kabınkine yaklaşmaktadır. Ayrıca 
belirtilmelidir ki, tabakalı basınç kaplarında akma her zaman 
𝑟𝑛−1'inci arayüz koordinatında gerçekleşmektedir. Daha fazla 
tabakanın olması durumunda (örneğin 𝑛 = 100), (𝑃𝑖𝑛)𝑦 =

2.9177 olarak hesaplanmıştır. Burada not edilmelidir ki, 
(𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦'nin tabaka sayısıyla (n) değişiminin yorumları dış 

basınç analizinin sunulduğu bölümde yapılmıştır. 
 

 

  

Şekil 2: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş (𝛼 = 1) ve tabakalı (𝑛 = 4) basınç kaplarında 𝑃̅𝑖𝑛 = 0.5 yükü ile oluşan,  
(a): Radyal gerilme, (b): Açısal gerilme ve (c): Radyal yer değiştirme dağılımları. 

 

 

Şekil 3: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş (𝛼 = 1) ve tabakalı (𝑛 = 16) basınç kaplarında 𝑃̅𝑖𝑛 = 0.5 yükü ile oluşan, 
(a): Radyal gerilme, (b): Açısal gerilme ve (c): Radyal yer değiştirme dağılımları. 
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Şekil 4: Fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kabında (𝑃𝑖𝑛)𝑦'nin kademelendirme parametreleri 𝛼 ve 𝛽 ile değişimi. 
 

 

Şekil 5: Tabakalı basınç kabında (𝑃𝑖𝑛)𝑦 ve (𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦'nin tabaka 

sayısı ile değişimi. 

Homojen basınç kabı için (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 0.5833; fonksiyonel olarak 

kademelendirilmiş basınç kabı için (𝛼 = 𝛼∗ = 1.3544 ve 𝛽 =
𝛽∗ = −2.0) (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.9130; 4 tabakalı basınç kabı için 

(𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 1.9448 ve 16 tabakalı basınç kabı için (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.4142 

olarak hesaplanmıştır. Bu yükler altındaki gerilme ve yer 
değiştirme dağılımları ise sırasıyla Şekil 6a-6d'de verilmiştir. 
Şekillerde de görüldüğü gibi homojen basınç kabında akma iç 
yüzeyde, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kabında 
iç ve dış yüzeylerde aynı anda, tabakalı kaplarda ise 𝑟𝑛−1'inci 
arayüz koordinatında gerçekleşmektedir. 

Sonraki şekiller, 𝑃𝑜𝑢𝑡 dış basıncına mağruz kalan basınç kapları 
için çizilmiştir. 𝑃̅𝑜𝑢𝑡 = 0.5 yükü altındaki kaplar için gerilme ve 
radyal yer değiştirme dağılımları Şekil 7 ve Şekil 8'de 
gösterilmiştir. Kademelendirme parametreleri 𝛼 ve 𝛽'nın 
(𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 üzerindeki etkileri Şekil 9'da sunulmuştur. Şekil 9’da 

görüldüğü gibi 𝛼∗ = 0.5992 ve 𝛽∗ = 2.0 olarak hesaplanır ve bu 
değerlere karşılık gelen akma basıncı (𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 = 2.8452 olur. Bu 

basıncın tabaka sayısıyla değişimi Şekil 5'te gösterilmişti. Son 
olarak, (𝑃̅ = 𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 = 0.5833 altındaki homojen basınç 

kabında, 𝑃̅ = (𝑃̅out)𝑦 = 2.8452 altındaki fonksiyonel olarak 

kademelendirilmiş basınç kabında (𝛼 = 𝛼∗ ve 𝛽 = 𝛽∗); 𝑃̅ =
(𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 = 1.8751 altındaki 4 tabakalı basınç kabında ve 

𝑃̅ = (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.2987 altındaki 16 tabakalı basınç kabında 

oluşan gerilme ve radyal yer değiştirme dağılımları Şekil 10'da 
gösterilmiştir. 

Kapların mekanik davranışlarını etkileyen bir diğer parametre, 
basınç kabının kalınlığıdır (ya da a/b oranıdır). Farklı a/b 
oranlarına sahip fonksiyonel olarak kademelendirilmiş, 
homojen ve tabakalı basınç kaplarının elastik limit yükleri iç 
basınç için Tablo 1’de, dış basınç için Tablo 2’de verilmiştir. 
Tablo 1 ve Tablo 2’de görüldüğü gibi, kalınlık arttıkça (a/b 
oranı azaldıkça), elastik limit yükünde de artış 
gerçekleşmektedir.  

5 Sonuçlar 

İki çeşit heterojen (ve homojen) küresel basınç kaplarının iç ve 
dış basınç altında gösterdikleri elastik davranışları ve elastik 
limit yükleri her bir malzeme için geliştirilen analitik modeller 
ile incelenmiş ve sonuçları karşılaştırılmıştır. Fonksiyonel 
olarak kademelendirilmiş basınç kabında, kademelendirme 
parametrelerinin; tabakalı basınç kabında ise tabaka sayısının 
akmaya sebep olacak yüklere olan etkisi detaylı bir şekilde 
incelenmiş ve sonuçları sunulmuştur.  

Von Mises akma kriterine göre elastik limit yükleri, iç ya da dış 
yüke maruz kalan (a/b = 0.5 ve ν = 0.3) basınç kapları için 
tespit edilmiştir. En yüksek elastik limit yükünün fonksiyonel 
olarak kademelendirilmiş basınç kabında oluşabildiği 
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gözlenmiş, tabakalı kapta ise tabaka sayısının arttırılmasıyla bu 
yük değerinin arttığı tespit edilmiştir. İç basınca maruz kalan 
fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kabı için, α =
1.3544, β = −2.0 alındığında, en yüksek elastik limit yükü 
(P̅in)y = 2.9130 olarak hesaplanmıştır. Dış basınç altındaki 

kademelendirilmiş kapta en yüksek elastic limit yükü (P̅out)y =

2.8452 olmaktadır ve bu değere ulaşmak için kademelendirme 
parametreleri α = 0.5992 ve 
β = −2.0 alınmalıdır. Homojen basınç kabı için bu değerler 
(P̅in)y = (P̅out)y = 0.5833  değerinde kalmıştır. Tabakalı basınç 

kaplarında ise, iki tabakalı kap için (P̅in)y = 1.2170  ve 

(P̅out)y = 1.1848 olurken 32 tabakalı kap için 

(P̅in)y = 2.8192  ve (P̅out)y = 2.6539 olarak hesaplanmıştır. Bu 

durumda, iki tabakalı basınç kabında ulaşılan elastik limit yükü 

ile kademelendirilmiş kabın elastik limit yükü arasındaki fark 
%70 civarında iken bu fark 32 tabakalı kapta %2'ye 
inebilmektedir. 

Diğer bir yandan, heterojen basınç kaplarında akmanın 
gerçekleştiği yüzeylerde de değişiklikler gözlenmiştir. 
Kademelendirilmiş basınç kabında akma yüke ve 
kademelendirme parametresine bağlı olarak iç ya da dış 
yüzeyde oluşabilirken, tabakalı basınç kabında akma 𝑟𝑛−1'inci 
arayüz koordinatında gerçekleşmektedir. Homojen basınç 
kaplarında ise akma her zaman iç yüzeyde gerçekleşmektedir. 
Bu çalışmada elde edilen sonuçlar, heterojen basınç kabı 
üreticilerine yönelik detaylı bir araştırma niteliğindedir.  

 

  

(a) (b) 

  

(c) (d) 

Şekil 6: (a): (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 0.5833 altında homojen basınç kabı için; (b): (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.9130 altında fonksiyonel olarak kademelendirilmiş 

basınç kabı için (𝛼 = 𝛼∗ = 1.3544 ve 𝛽 = 𝛽∗ = −2.0); (c): (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 1.9448 altında 4 tabakalı basınç kabı için ve  

(d): (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.4142  altında 16 tabakalı basınç kabı için gerilme ve radyal yer değiştirme dağılımları. 
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Şekil 7: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş (𝛼 = 1) ve tabakalı (𝑛 = 4) basınç kaplarında 𝑃̅𝑜𝑢𝑡 = 0.5 yükü ile oluşan,  
(a): Radyal gerilme, (b): Açısal gerilme ve (c): Radyal yer değiştirme dağılımları. 

 

 

Şekil 8: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmiş  (𝛼 = 1) ve tabakalı (𝑛 = 16) basınç kaplarında 𝑃̅𝑜𝑢𝑡 = 0.5 yükü ile oluşan 
(a): Radyal gerilme, (b): Açısal gerilme ve (c): Radyal yer değiştirme dağılımları. 
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Şekil 9: Fonksiyonel olarak kademelendirilmiş basınç kabında (𝑃𝑜𝑢𝑡)𝑦'nin kademelendirme parametreleri 𝛼 ve 𝛽 ile değişimi. 

  

(a) (b) 

  

(c) (d) 

Şekil 10: (a): (𝑃̅ = 𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 = 0.5833 altındaki homojen basınç kabında; (b): 𝑃̅ = (𝑃̅out)𝑦 = 2.8452 altındaki fonksiyonel olarak 

kademelendirilmiş basınç kabında (𝛼 = 𝛼∗ ve 𝛽 = 𝛽∗); (c): 𝑃̅ = (𝑃̅𝑜𝑢𝑡)𝑦 = 1.8751 altındaki 4 tabakalı basınç kabında ve  

(d): 𝑃̅ = (𝑃̅𝑖𝑛)𝑦 = 2.2987 altındaki 16 tabakalı basınç kabında oluşan gerilme ve radyal yer değiştirme dağılımları. 
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Tablo 1: Farklı a/b oranları için elastik limit iç basınç değerleri. 

 

Tablo 2: Farklı a/b oranları için elastik limit dış basınç değerleri. 
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Kademelendirilmiş Homojen Çok Tabakalı 

a/b (Pin)y α* β* (Pin)y 
 n=2 için 

(Pin)y 
n=4 için  

(Pin)y  
n=8 için 

(Pin)y  
 n=16 için  

(Pin)y  
n=32 için 

(Pin)y  

0.3 9.5644 1.5450 -2 0.6487 2.8618 5.5274 7.5555 8.8459 9.5747 

0.35 6.8201 1.4939 -2 0.6381 2.1786 4.0556 5.4272 6.2634 6.7242 

0.4 5.0323 1.4453 -2 0.6240 1.7449 3.1008 4.0494 4.6093 4.9127 

0.45 3.8001 1.3988 -2 0.6059 1.4433 2.4351 3.1003 3.4832 3.6881 

0.5 2.9130 1.3544 -2 0.5833 1.2170 1.9448 2.4142 2.6789 2.8192 

0.55 2.2519 1.3118 -2 0.5558 1.0361 1.5676 1.8985 2.0819 2.1783 

0.6 1.7453 1.2710 -2 0.5227 0.8837 1.2671 1.4982 1.6243 1.6901 

0.65 1.3480 1.2319 -2 0.4836 0.7499 1.0205 1.1789 1.2643 1.3085 

0.7 1.0305 1.1945 -2 0.4380 0.6283 0.8132 0.9185 0.9746 1.0035 

0.75 0.7725 1.1586 -2 0.3854 0.5149 0.6352 0.7020 0.7372 0.7552 

0.8 0.5601 1.1242 -2 0.3253 0.4070 0.4796 0.5189 0.5394 0.5499 

0.85 0.3832 1.0912 -2 0.2573 0.3027 0.3414 0.3619 0.3725 0.3779 

0.9 0.2343 1.0595 -2 0.1807 0.2008 0.2171 0.2256 0.2300 0.2321 

 

 

 
 

Kademelendirilmiş Homojen Çok Tabakalı 

a/b (Pout)y α* β* (Pout)y 
n=2 için 

(Pout)y 
n=4 için  

(Pout)y 
n=8 için 

(Pout)y 
n=16 için  

(Pout)y 
n=32 için 

(Pout)y 

0.3 8.7104 0.3461 -2 0.6487 2.3236 4.5507 5.9860 6.7890 7.2123 

0.35 6.3697 0.4153 -2 0.6381 1.9151 3.5636 4.6190 5.2089 5.5199 

0.4 4.7917 0.4806 -2 0.6240 1.6136 2.8459 3.6265 4.0613 4.2902 
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