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Ic ya da dis basinca maruz kalan tabakali ve fonksiyonel olarak
kademelendirilmis kiiresel basing kaplari icin iki ayri analitik model
sunulmugstur. Her bir tabakasinda elastisite modiilii ve akma
gerilmesinin kademeli bir sekilde degistigi varsayilan n tabakali basing
kabt igin cift tekrarlamali (rekursif) bir algoritma kullanilmistir.
Fonksiyonel olarak kademelendirilmis basing kabi icin ise ayni
mekanik ozelliklerin radyal dogrultuda bir giic fonksiyonuna bagh

homojen) basing kaplarinin ayni yiik kosullart altindaki elastik
davranislart karsilastirilmigtir. Elastik limit ytikii (von Mises akma
kretierine gére) ile kademelendirme parametresi (fonksiyonel olarak
kademelendirilmis kap icin) ve tabaka sayisi (tabakali kap icin)
arasindaki iliskiler incelenmistir. Sonug¢ olarak, iki tabakali basing
kabinda ulasilan elastik limit ylikii ile kademelendirilmis kabin elastik
limit ytikii arasindaki farkin %70 civarinda oldugu fakat bu farkin 32
tabakali kapta %Z2'ye inebildigi gézlenmistir. Diger bir yandan,
kademelendirilmis basing kabinda akma, yiike ve kademelendirme
parametresine bagl olarak i¢ ya da dis ytizeyde olusabilirken, tabakali
basing  kabinda akma r,_{'inci  arayliz  koordinatinda
gerceklesmektedir.

Anahtar kelimeler: Heterojen kiiresel basing kabi, FKM, Tabakal
malzeme, Elastik limit, Von Mises akma Kkriteri

Abstract

Analytical models are presented for both multi-layered and
functionally graded thick walled spherical pressure vessels that are
subjected to uniform internal or external pressure. A double recursive
algorithm is used for the n-layered vessel of which the modulus of
elasticity and yield stress are assumed to change stepwise from one
layer to another. In the model intended for the continuously graded
one, these properties are assumed to vary in radial direction according
to a power law. The elastic behaviors under the same loading
conditions for such heterogeneous vessels, and the homogeneous ones
alike, have been compared. The relationships between the elastic limit
load (according to the yield criterion of von Mises) and the grading
indices or number of layers have been investigated. As a result, it has
been observed that although the difference between elastic limit load
of the functionally graded and that of 2-layered pressure vessels is
70%, this difference decreases to 2% for the 32-layered one. Moreover,
yielding may emerge at the inner or outer surfaces of the graded vessel
depending on the load and grading parameter however it occurs at
(ry_1)th interface coordinate in the multi-layered one.

Keywords: Heterogeneous spherical pressure vessel, FGM,
Multi-layered material, Elastic limit, Von Mises yield criterion

1 Giris
ic ve/veya dis basinca maruz kalan kiiresel kaplar makine
mithendisliginde sik¢a kullanilmaktadir. Dolayisiyla, bu
kaplarin deformasyon davraniglari bir¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmistir. Klasik kalin duvarli, homojen kiiresel
basing kaplar problemi, elastik durum igin Timoshenko ve
Goodier [1] tarafindan, elastik-plastik durum i¢in ise Gamer
[2] ve Jiang [3] tarafindan ¢oziilmiistiir. Arastirmalar bunlarla
da kalmamis, kaplarin mukavemet limitlerinin arttirilmasi
icin, heterojen malzeme kullaniminin etkileri de bir¢ok
arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Bu noktada, tabakali ya da
fonksiyonel olarak kademelendirilmis heterojen basing
kaplarimin deformasyon davranislarini tarif eden bazi
matematiksel modellerin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur
[4], [5]. Bu amagla, Bufler [6] i¢ ve dis basing altinda ¢alisan i¢i
bos, rastgele ve periyodik sekilde tabakalandirilmis kiiresel
basing kaplari i¢in bir analiz gerceklestirmistir. Ayrica, bu
yapilarin deneysel ve sonlu elemanlar kopma analizi Liu ve
dig. [7] ile Roy ve Massard [8] tarafindan yapilmistir. Bir diger
calismada, Borisov [9] dis basing altinda, ince duvarly, tabakaly,
ici bos bir kiirenin gerilme ve deformasyonlarini tespit etmek
icin analitik bir yaklasim tanimlamistir. Diger bir taraftan, Lutz
ve Ferrari [10] radyal dogrultuda dogrusal ve siirekli bir
sekilde degisen elastisite modiiliine sahip bir kiire i¢in temel

denklemleri tiiretmistir. Tiitiincii ve Oztiirk [11], You ve dig.
[12], Giiven ve Baykara [13] ile Nejad ve Gharibi [14] farkli
formlardaki fonksiyonel olarak kademelendirilmis i¢ basing
altindaki kiiresel kaplarin elastik gerilme durumu igin kapali
formda ¢6ziimlerini sunmuslardir. Ayni anda basing ve 1s1l yiik
altindaki eleman i¢in bir baska analitik model, Bayat ve dig.
[15] tarafindan elde edilmistir. Bu calismada arastirmacilar,
elastisite modiiliinlin radyal dogrultuda bir gii¢ fonksiyonuna
bagh olarak degistigini varsaymislardir. Ayrica, Chen ve Lin
[16] ile Karami ve dig. [17], dis basing altindaki
kademelendirilmis kiiresel basing kabi i¢in ¢6zlimler
sunmuglardir. Bir diger calismada, Chen ve Lin [18], dis
basincin  fonksiyonel olarak kademelendirilmis kapta
olusturdugu yer degistirme bilesenlerine etkilerini, sayisal bir
model kullanarak incelemistir. Sadece i¢ yiizeyi fonksiyonel
olarak kademelendirilmis bir malzeme ile kaplanan kalin
duvarli kiiresel kabin deformasyon davranisi Atashipour ve
ekibi [19] tarafindan incelenmistir. Carrera ve Soave [20], iki
homojen tabaka arasina yerlestirilen kademelendirilmis
tabakanin avantajlarini arastirmislardir. Son olarak Akis [21],
bu tip basing Kkaplarinin elastik-plastik davranislarini
incelemis ve bu amagla analitik bir model gelistirmistir.
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Kademelendirilmis malzemeler i¢cin (sadece kiiresel basing
kaplar1 bile disiiniildiigiinde) c¢ok fazla teorik arastirma
olmasina ragmen, bu malzemelerin verimli bir sekilde
tiretilebilmesi karmasik ve pahali islemler gerektirmektedir
[22],[23]. Bu nedenle, bir¢ok arastirmaci deneysel (ya da
sayisal) calismalarinda (6rnegin [24]-[27]) tabakali yapilarin
fonksiyonel olarak kademelendirilmis yapilara yaklastigini
varsaymaktadir. Ancak, burada vurgulanmalidir ki, bu kaba
yaklasim, fonksiyonel olarak kademelendirilmis yapilarin
sonlu sayida tabakadan olusmadigindan dolay1 gercekei bir
yaklasim olmayabilir [28]. Tabakali yapinin tabaka sayisi
sonsuza yaklastigi durumda, fonksiyonel olarak
kademelendirilmis malzeme kavrami séz konusu olabilir.
Malzemedeki mekanik 6zelliklerin siirekli dagilimi bu sekilde
saglanabilir. Bu durum, tabakali ve fonksiyonel olarak
kademelendirilmis malzemeler arasindaki yapisal farki
belirlemektedir. Bu nedenle, bu tip yapilarin deformasyon
davranislarini tarif etmek icin farkli matematiksel modeller
gelistirilmelidir. Ayrica tabakali yapilarin davranislarinin
kademelendirilmis yapilarinkine benzerliginin gézlenmesi i¢in
ileri analizlerin yapilmasi gerekmektedir.

Bu calismada, i¢ ya da dis basinca maruz kalan, tabakali ve
fonksiyonel olarak kademelendirilmis kalin duvarli basing
kaplar1 i¢in iki farkl analitik model gelistirilmistir. Her iki
modelde de kiicik deformasyonlar ve kiiresel simetri
durumlar1 kabul edilmistir. Ayrica, Poisson oraninin tiim kap
boyunca sabit kaldigi varsayilmistir. Cok tabakali basing kabi
analizinde, Zhifei'nin [4] silindirik kaplar icin gelistirdigi cift
tekrarlamali (rekursif) algoritmasi, kiiresel kap modeline
uyarlanmistir. Bu modelde, her bir tabakanin kendi i¢inde
homojen oldugu, elastisite modiiliiniin ve akma gerilmesinin
ise tabakadan tabakaya adim adim degistigi kabul edilmistir.
Ayrica, her bir tabakanin kalinlihigl sabit olarak alinmistir.
Diger bir taraftan, fonksiyonel olarak kademelendirilmis
kiiresel basing kabi igin olusturulan modelde, elastisite
modiiliiniin ve akma gerilmesinin radyal dogrultuda bir gii¢
fonksiyonuna bagli olarak stirekli bir sekilde degistigi kabul
edilmistir. Ayni fiziksel kosullar altinda, her iki modelden elde
edilen ve homojen bir kiiresel basing kabi icin tiiretilen
sonuglar karsilastirilmistir. Gerilmelerdeki ve
deformasyonlardaki farklar tespit edilmistir. Basing
kaplarinin, von Mises akma kriterine gore akmaya basladig1
anlara ozel bir ilgi gosterilmigtir. Elastik akma yiki ile
kademelendirme parametresi (fonksiyonel olarak
kademelendirilmis kap icin) ve tabaka sayis1 (tabakali kap
icin) arasindaki iliskiler incelenmistir.

2 Problem ve temel denklemler
2.1 Problem

n-tabakali ve fonksiyonel olarak kademelendirilmis kiiresel
basing kaplarinin Kkesitlerinin geometrisi ve ytkler Sekil 1a ve
1b’de gosterilmistir. Kaplarin i¢ ve dis yarigaplar sirasiyla a
ve b’dir. Her iki kap icin de, iki farkli sinir kosullan
diisiinilmiistiir. Birinci durumda, i¢ ylizeye P basinc
uygulanmis fakat dis yilizey serbest yiizey olarak kalmistir.
Boylece, sinir kosullari,

or(a) = —Pip, (1)
o,(b) =0 (2)

seklinde tamimlanabilir. ikinci durum igin, dis yiizeye P,
basincinin uygulandigr kabul edilmistir. Boylece, bu durum
icin sinir kosullari,

or(a) =0, (3)
Ur(b) = —Fout (4)

olur.

(b)

Sekil 1: (a): Tabakali ve (b): Fonksiyonel olarak
kademelendirilmis kiiresel basing kaplarinin kesiti ve ytikler.

2.2 Temel denklemler

Bu béliimde tanitilan temel denklemler, hem tabakali hem de
kademelendirilmis kiiresel basing¢ kaplar icin kullanilacaktir.
Kiiresel koordinat sistemi (r,8,¢) kullamilmistir. Kiiresel
simetriden dolayl, 0y = 0y ve €g = €4. Radyal yondeki denge
denklemi,
& + 2(0-1‘ B JG) —
ar r

0, (5)

radyal ve agisal yondeki Hooke yasas1 denklemleri,
1
€ = E(Jr — 2vay), (6)

€g = % [(1=v)og — Vo], (7

ve geometrik iligkiler,
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&= (8 2 +B; = =Py, (19)
u
= — 9 A 1
=7 ©) ==+ Biy1 = —Pis- (20)
Tit1

temel denklemleri olusturur. Denklemler (8) ve (9)
denklemler (6) ve (7)’ye yerlestirilirse; gerilmelerin, radyal
yer degistirme u ve onun r’ye gore tiirevi cinsinden ifadelerine
ulasilir:

- E - 10
Jr—m[ V;"F( _V);]: (10
_ E u du 11
"9‘(1+v)(1—2v)<?+1’5)' (1

3 Matematiksel modeller
3.1 Tabakal kiiresel basing¢ kabi

n adet tabakadan olusan bir kiiresel basing kabi disiinilmis
(bkz. Sekil 1a) ve her bir tabakadaki gerilme ve yer degistirme
bilesenleri bu boliimde hesaplanmigtir. Coziim yonteminde,
Zhifei [4] tarafindan silindirik basing kabi icin gelistirilen bir
algoritma, kiiresel kaba uyarlanmistir. Her bir tabakanin kendi
icinde homojen oldugu (mekanik o6zellikleri sabit) fakat
elastisite modiiliiniin ve akma gerilmesinin tabakadan
tabakaya adim adim degistigi kabul edilmektedir. Ayrica, her
bir tabakadaki kalinhgin r; —r_; (bkz. Sekil 1a) esit oldugu
varsayllmistir.

Ik olarak, heterojen bir kiiresel basing kabi icin genel
diferansiyel denklem, denklemler (10) ve (11)’in denklem
(5)’e yerlestirilmesiyle elde edilir:
d>u 2/du u
— (=)= 12
dr2+r(dr r) 0 (12)
Denklemin genel ¢6zlimii asagidaki gibidir.

_ 1+v)A (1 -2v)Br

13
2Er? E (13)

Burada, A ve B keyfi integrasyon sabitleridir. Bdylece
gerilmeler asagidaki formu alir.

A
oy =T—+B, (14')

0g=——=+B. (15)

Bu durumda, i'nci tabakaya ait gerilme ve radyal yer
degistirme asagidaki gibi tanimlanabilir.

oA
O',l- =7__3L+Bi’ (16)
. A;

o= —z—r‘3+3i. (17)

(1 + VL')A,: (1 - ZVi)BiT'
inTZ Ei ’

i —

(18)

Burada, i = 1,---,n (bkz. Sekil 1a). Ayrica vurgulanmalidir ki,
Poisson orani v;'nin her tabakada sabit oldugu varsayildig i¢in
sonraki denklemlerde v; = v olarak alinmistir. Her tabakanin
arayiiziindeki gerilmeler asagidaki denklemleri saglamaktadir.

Burada, r; ve P; sirasiyla i'nci ve (i+1)inci tabakalar
arasindaki arayliz radyal koordinatini ve ekstriizyon
gerilmelerini temsil etmektedir. Bu durumda, i¢ ve dis
ylizeylerde, denklemler (19) ve (20).

A
—a; +B, = —Py = —P,, (21)
A
b_;l+Bn=_Pn=_ out (22)

seklini alir. Burada hatirlatilmalhdir ki, a =ry ve b = r,’dir
(bkz. Sekil 1a). Ayrica, arayiiz koordinatlarinda radyal gerilme
ve yer degistirme bilesenleri siirekli olmalidir.

Uri ) = O“rHl(ri),

Denklem (23), denklemler (16) ve (18)'e yerlestirilir ve A4;41
ve Bj;, i¢in ¢oziiliirse,

ul(r) = ut (). (23)

20-2v)+ (1 + v)siﬂA

Ai+1 = 3(1 — V) i
2(1 = 2v)(1 = 8,13
3(1 —~ v) i+1/70 N (24)
s _AAMA-8.)
i 31 —v)rf? !
(1+v)+2(1 - 2v)4;
e — (2%
elde edilir. Burada,
E:
Bis1 = (26)
L

Denklemler (24) ve (25), denklem (20)'ye yerlestirilir ve
denklem (19) ile birlikte A4; ve B; icin ¢oziliirse,

Ad:g{ru—zwu—aHo

3(1 -y
[1+v+2(1- 2V)(si+1](1)i3+1] p.
3(1 vy i
_wi3+1Pi+1}' 27)
Yi
B [2(1 —2v)+ (1 +v)6i4q
' 3(1 —v)y;
_ aQ+va- 5i+1)wi3+1] p.
3(1 vy T
L Ol @PPi 28)

Yi

bulunur. Burada,
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Ti

w; = ” )
1 i-1 (29)

1——1/){5”1[1 +v+2(1 - 2v)0}](1 - w},)

y1=3(

+2(1-2v) + 1 + V)i, | (1 - w?)} (30)

Diger bir taraftan, inci ve (i+1)'inci tabakalar arasindaki
arayiiz radyal koordinatindaki radyal gerilme,

. A;
or(r) =r—3l+Bi =—P;. (31)
i
Denklemler (27) ve (28), denklem (31)'de yerlerine
yerlestirilirse,

viPi 8iv1(1 — @} 1)Piy
P. = — . 32
A CTPTE) PR CRupY E (52

Bu denklem, farkli arayiliz koordinatlarindaki ekstriizyon
gerilmeleri arasindaki iliskiyi tarif eder. Boylece, denklemler
(27) ve (28) asagidaki gibi tekrar yazilabilir.

(Pi—y — P)T?
A =——m—F, 33
i 1—o? (33)
Pl—l - Piwl
B; 34
i = (34)

Simdji, her bir arayiiz koordinatindaki ekstriizyon gerilmeleri
(P;), Py, ve P,y cinsinden ifade edilebilir. Bu amagla, ift
tekrarlamali bir algoritma kullanilmistir [4].

Vi Siv1(1 - wiyq)
A= i1 — A5, 35
N (e P (e e N
. 8ina(1— w3
Fi Yi - l+1( (‘)L+1) Fi—z- (36)

- (1 - w?)‘”?ﬂ

Burada, i=2,---,n'dir. Asagidaki terimler ise yukaridaki
tekrarlamali algoritmay1 baslatmak i¢in kullanilir.

B (1 - w?)‘”?ﬂ

Ag= —1, (37)
Y1
AN=——77—

t 1 - wd)ws (38)
L =0, (39)
8,(1— w%)

I =—————— 40

Boylece, denklem (32) tekrar olusturulabilir.
Py = —=A;_ 1Py = Ti_1Py. (41)

Bu denklem icin de i = 2,---,n. Eger denklem (40) icin i =n
alinir ise,

Py + 1P
1=_nAn10. (42)
n-1
elde edilir. Boylece denklem (41) asagidaki sekli alir.
Py, +Th-1Py
P —b () - (43)
n-1

Burada, i=2,---,n—1. Boylece, P;/nin Py, (=P;) ve
P, (= P,y:) cinsinden ifadesine ulasilmis olur. Son olarak, her
bir arayliz koordinatindaki ekstriizyon gerilmeleri (P;)
hesaplandiktan sonra bu gerilmeler denklem (33) ve (34)'de
yerlerine yerlestirilir ve 4; ve B; hesaplanir. Ardindan, her bir
tabakadaki gerilme ve radyal yer degistirmeler denklemler
(16)-(18) yardimiyla bulunabilir.

Burada agikga belirtilmelidir ki, n = 2 i¢in (iki tabakali basing¢
kab1 i¢in) s6z konusu algoritma sonu¢ vermemektedir. Bu
durumda, Ay, A,, B;veB, sabitlerini Dbelirlemek icin
asagidaki denklemler kullanilmalidir.

(Pin - Pl)'rl3
Al =————, (44)
1-w?
(Pl - out)b3
Ay = — (45)
1— w3
Pin - lei?)
By =——7>+>+F (46)
1-w?
B, = Pl_Poutw% (47)
2= T =
1-wd
Burada,
(w% - 15,
Pout + 75— 5P
(w; —Dw;
= — 48
B Y1 ! (48)
(w3 —1Dws
n
w; = E; (49)
b
W = (50)
a+b
"= (51)
E,
6, = E_1 (52)

3.2 Fonksiyonel olarak kademelendirilmis Kiiresel
basing kabi

Bu boliimde, Akis'in kapsamli ¢6ziimii [21] temel alinarak, i¢
ya da dis basinca maruz kalan fonksiyonel olarak
kademelendirilmis kiiresel kap icin alan denklemleri
sunulacaktir. Elastisite modiliiniin ve akma gerilmesinin
radyal koordinat dogrultusunda, asagida tanimlanan gii¢
fonksiyonlarina bagh olarak degistigi kabul edilmistir.

E=E, (%)a, (53)
- o

Bu denklemlerdeki, E, ve g, sirasiyla elastisite modiiliiniin ve
tek eksenli akma gerilmesinin kabin dis yiizeyindeki referans
degerlerini, @ ve 8 ise kademelendirme parametrelerini temsil
etmektedir. Denklemler (10) ve (11)'in denge denkleminde
(5) yerlerine yazimasiyla (ve denklem (53)'te goz Oniinde
bulundurulmasiyla) asagidaki diferansiyel denkleme ulasilir.
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d’u Q+a)du 2[1-v(1+a)]
dr? r dr r2(1—-v)

u=0. (55)

Bu denklemin ¢6ziimiiyle

__OHVG ey " A= (1mgrsy2

B 2E, E, (56)

radyal yer degistirme icin genel bir ¢6zliim elde edilmis olunur.
Bu denklemdeki C; ve C, keyfi integrasyon sabitleridir ve

S=\/9+a(10+a—%) (57)

seklinde tanimlanmistir. Béylece,

Cir3+a=9/2[1 4 (a + $)(1 —v) — 5v]
op =

4(1 - 2v)be
B Cor3+a+9)/2[1 4 (@ — §)(1 — v) — 5v] 58)
2(1+v)be ’
Cyr(3+a=9/2[2 — (1 4+ a + S)v]
% =~ 4(1— 2v)be
CorT3+arD2[2 — (1 + a = S)v] 59)

2(1+v)be
Burada, not olarak belirtilmelidir ki, a'nin sifira yaklasmasi ile

(@ = 0), ¢oOziim, homojen basing kapr icin ¢o6ziime
yaklagmaktadir.

Denklemler (1) ve (2)nin tarif ettigi siir kosullar
kullanildiginda, integrasyon sabitleri asagidaki gibi
hesaplanabilir.

4a(3—a+5)/2ba+5(1 _ ZV)P,:n
(@S =b)[1+(@+SA—-v)—5v]

C, = (60)

2aB-*)/2pa(1 +v)Py,

(@S =b)[1+ (@—-51 —-v)—5v] o1

CZ=

Diger bir yandan, sinir kosullar1 (3) ve (4) kullanilir ise bu
sabitler asagidaki sekli alirlar.

4aSpG*a+/2(1 — 2v)Pyy,

(@ =b5)[1+ (@+5A -v)—5v] (62)

C1=_

2bC+a*/2(1 + )Py,

. (63)
@ =-b)[1+(a—95A —v)—5v]

C2=_

3.3 Akma baslangici

Von Mises akma kriteri kullanilarak elastik limit yiikleri tespit
edilmistir. Bu kritere gore;

Oyym = j% [("r —9)% + (09 — 0¢>)2 + (o - “T)Z]' (64)

04 = 0g oldugundan dolay1 von Mises gerilmesi,
opm = loy — ggl. (65)

seklini alir. Bu durumda, kademelendirilmis kiiresel basing
kabu i¢in; iki asal gerilme birbirine esit oldugundan dolay1 von

Mises gerilmesi ayni zaman Tresca altigeninin bir kose
rejimini temsil etmektedir. Bu nedenle, ¢alismasinda Tresca
akma kriterini kullanan Akis'in ¢6ziimi [21] ile bu modelin
¢6zimi benzer sonuglari verecektir.

Kademelendirilmis basin¢ kabinda, akma iki durumda
meydana gelebilir:

Durum 1: oy (a) = oy,(a), (66)

Durum 2: oy (b) = ay,(b). (67)

Akmanin baslangicina sebep olacak i¢ basing ((Pin)y), her iki
durum i¢in asagidaki gibi hesaplanir.

s
- 4(3) (b°-a%)a,
Durum 1igin: (P, = b5(3—(1;)+5)—a5(3—a—5)' (68)
(—-3+a-5)/23,(3-a-S)/2(pS_4S
Durum 2 igin: ~ (P,)y = 2 b - &= (69)

Her iki durum ic¢in, akmanin baslangicina sebep olacak dis
basing ((Py,.)y) asagidaki gibi bulunur.

Durum 1 igin:

a\P

A" (3-a-5)/2}(-3+a=5)/2(}S _ S
_2(p) aC IR e (g
(Pout)y - S )
Durum 2 igin:

4(b5 - as)a—o

aSB—-a+S)—bS@B—-—a-9) (71)

(Pout)y =

4 Sayisal sonuclar

Sayisal sonuglarin elde edilmesi asamasinda asagidaki
boyutsuz biiyiikliikler kullanilmistir.

_r _ o __uk, ﬁ—P 79

r_b’ 0-1_0_0‘ u_Uob, _0—0. ( )
Yukarida da belirtildigi gibi, E, ve o, sirasiyla elastisite
modiiliiniin ve akma gerilmesinin referans degerleridir. Bu
referans degerleri fonksiyonel olarak kademelendirilmis kap
icin dis ylizeyi ve katmanli kap i¢in ise en disaridaki katmani
(n'inci katmani) temsil etmektedir. Sayisal sonuglarda a/b =
0.5 ve v =0.3 olarak alinmistir. Kademelendirilmis basing
kabinin kademelendirme parametreleri i¢in,

-1<a<2, (73)
—2<B<1. (74)

araliklar1 kullanimistir ~ [11],[21]. Bodylece segilen
parametreler gercek malzeme 6zelliklerine uygun olur [29].
Ayrica, homojen basing kabinin sonuglarini elde etmek igin
a = 0 ve B = 0 olacak sekilde ayarlanmis ve sayisal sonuglar
elde edilmistir.

ilk olarak, i¢ basing P;,,'e magruz kalan heterojen ve homojen
basing kaplarinin elastik davraniglari incelenmistir. Sekil 2'de
P;, = 0.5 icin olusan gerilme ve radyal yer degistimenin radyal
koordinat {lizerindeki dagilimlar1 gdsterilmistir. Bu sekilde,
noktalar homojen malzemenin, kesik c¢izgiler dogrusal olarak
kademelendirilmis malzemenin (a¢ = 1) ve diz cizgiler 4
tabakali (n = 4) malzemenin sonuglarini temsil etmektedir.
Ayni yiik altindaki bu karsilastirmalarda, fonksiyonel olarak
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kademelendirilmis basing kabinda ve 4 tabakali kapta olusan
acisal gerilmelerin birbirinden tamamiyla farkli oldugu fakat
radyal gerilme ve yer degistirme bilesenlerinin benzer oldugu
gozlenmektedir. Aym yiik altindaki (P, = 0.5) sayisal
sonuclar, tabakali basing kab1 n = 16 alinarak tekrar cizilmis
ve Sekil 3'te gosterilmistir. Bu durumda, tabakali ve
fonksiyonel olarak kademelendirilmis basing kaplarmin
sonuclarini birbirine oldukga yaklasmistir.

Elastik limit degerlerini incelemek i¢in, von Mises akma
kriterine gore akmanin gerceklesecegi i¢ basing degerleri
arastirllmistir. Bu amagla, fonksiyonel olarak
kademelendirilmis basing kabi i¢in, denklemler (68) ve (69)
yardimiyla akma basmna  (Py),nin  kademelendirme
parametreleri ave § ile degisimi Sekil 4'te gosterilmistir.
Sekilde gosterilen "Durum 1" akmanin basing kabinin i¢
yluzeyinde, "Durum 2" ise akmanin basing kabiin dis
yiizeyinde gerceklestigi durumlari temsil etmektedir. Iki

durumun kesistigi egri, akmanin i¢ ve dis ylizeyde ayn1 anda
olustugu 6zel durumu temsil etmektedir. Bu sekilde ayrica,
a=a"=13544 ve f = f* = —2.0 parametreleri secildiginde
akmanin baslamasi i¢in en yiiksek i¢ basing degerine ((ﬁin)y =
2.9130) ulasilabilecegi gozlenmektedir.

Sekil 5'te ise tabakall basing kabmda (P;),min (ve
(Pout)y'nin) tabaka sayisiyla (n) degisimi gdsterilmistir.
Sekilde n =1, homojen basing kabini temsil etmektedir ve
tabaka sayist arttikca sonuglar fonksiyonel olarak
kademelendirilmis basing kabinkine yaklasmaktadir. Ayrica
belirtilmelidir ki, tabakali basing kaplarinda akma her zaman
Tn—q'Inci arayliz koordinatinda gergeklesmektedir. Daha fazla
tabakanin olmasi durumunda (6rnegin n = 100), (Py), =
2.9177 olarak hesaplanmistir. Burada not edilmelidir ki,
(Poyut)y'nin tabaka sayisiyla (n) degisiminin yorumlar1 dis
basing analizinin sunuldugu béliimde yapilmistir.

0 04 0.36
’.’,’ ~~~~~~ Homojen 033 | et Homojen
K Y S F.Kadem. (a=1)| | ----- F. Kadem. (a=1)
B 035 | . _
01 | Ry Tabakali (n=4) 03 Tabakali (n=4)
p o \
7 . g 027 )
E o 03¢ 5 )
=-02 ; = 2 024
[ Qo el
> > )
[<] . @ >
= J 2 5 021 |
o / © >
N 5 ? R
3-03 2 N 018 |
= = > .
> > 7]
8 Y 3 3
g 015 |
Q
04 | 012
""" Homojen
----- F.Kadem. (a=1) 0.09 |
Tabakali (n=4)
-0.5 0.1 L L - L 0.06 L L L L
05 06 07 08 09 1 05 06 07 08 09 1 05 06 07 08 09 1

boyutsuz radyal koordinat

(a)

(b)

(c)

Sekil 2: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmis (@ = 1) ve tabakali (n = 4) basin¢ kaplarinda P, = 0.5 yiikii ile olusan,
(a): Radyal gerilme, (b): Acisal gerilme ve (c): Radyal yer degistirme dagilimlari.

0 04 0.36
"’ - .
S sesess Homojen 033 F e Homojen
Ry Y SR E F.Kadem.(a=1) [  f = ----- F.Kadem. (a=1)
ol - 035 Tabakali (n=16) 03 Tabakali (n=16)
. 0.27
(]
o g 0.3 £
E .02 = B 024 |
@ by o 2
= © M o
[§ @ 025 & 021 |
s} o >
o M . 3
N > M °© *
303 3 3 . S o018 |
- =] . =
: 2 . 5
B . g 02 H\W % 3
a . 3 015 |
- >
Wi 8
0.4 NS 012 |
""" Homoien 0.15 '~,\\\\\\
***** F.Kadem. (a=1) "o,
. 0.09
Tabakali (n=16) Se,
-05 0.1 + - - - 0.06 L L L L
05 06 07 08 09 1 05 06 07 08 09 1 05 06 07 08 09 1

(a)

boyutsuz radyal koordinat

(b)

(c)

Sekil 3: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmis (a = 1) ve tabakali (n = 16) basing kaplarinda P;, = 0.5 yiikii ile olusan,
(a): Radyal gerilme, (b): Acisal gerilme ve (c): Radyal yer degistirme dagilimlar1.
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a'=1.3544
B=-2.0
Pn=2.9130

boyutsuz i¢ ylizey basinci

Sekil 4: Fonksiyonel olarak kademelendirilmis basing kabinda (P;,), 'nin kademelendirme parametreleri a ve 8 ile degisimi.

3

27 e®®
L]
. * ooooooooooooo
. 000°
. o©
24 e o°
L] o
®o
o
2.1 e
o
g °
» o
S 18
>
3 4
3 o
¥ 15 t
2
3
>
o
o
12 r8&
® @ @ e tabakalikap igin P,
O 000 tabakalikap igin P,
0.9 = kadem. kap icin P,=2.9130
o kadem. kapigin P,,=2.8452
0.6 ¢
0.3

1 6 11 16 21 26 31
tabaka sayisi (n)

Sekil 5: Tabakal1 basing kabinda (P;;,), ve (Pyy:), nin tabaka
sayisl ile degisimi.
Homojen basing kabu i¢in (Py,), = 0.5833; fonksiyonel olarak
kademelendirilmis basing kabi i¢cin (¢ = a* = 1.3544 ve f =
B* =—2.0) (Pin)y =29130; 4 tabakali basing kabi icin
(Pin)y = 1.9448 ve 16 tabakali basing kabi i¢in (P;,), = 2.4142

olarak hesaplanmistir. Bu yiikler altindaki gerilme ve yer
degistirme dagilimlar: ise sirasiyla Sekil 6a-6d'de verilmistir.
Sekillerde de goriildiigii gibi homojen basing kabinda akma i¢
ylzeyde, fonksiyonel olarak kademelendirilmis basin¢ kabinda
ic ve dis yiizeylerde ayni anda, tabakal kaplarda ise r;,,_4'inci
arayiiz koordinatinda gergeklesmektedir.

Sonraki sekiller, P,,,; dis basincina magruz kalan basing kaplari
icin cizilmigtir. Py, = 0.5 yiikii altindaki kaplar igin gerilme ve
radyal yer degistirme dagilimlar1 Sekil 7 ve Sekil 8'de
gosterilmistir. Kademelendirme parametreleri « ve f'nin
(Pout)y tuzerindeki etkileri Sekil 9'da sunulmustur. $ekil 9'da
gorildiugi gibi a* = 0.5992 ve * = 2.0 olarak hesaplanir ve bu
degerlere karsilik gelen akma basinci (Pyy), = 2.8452 olur. Bu
basincin tabaka sayisiyla degisimi Sekil 5'te gosterilmisti. Son
olarak, (P = Poy)y = 0.5833 altindaki homojen  basing
kabinda, P = (P,y), = 2.8452 altindaki fonksiyonel olarak
kademelendirilmis basing kabinda (@ =a*ve B =p*);P =
(Pout)y = 1.8751 altindaki 4 tabakah basing kabinda ve
P = (Py)y = 2.2987 altindaki 16 tabakali basing kabinda
olusan gerilme ve radyal yer degistirme dagilimlar: Sekil 10'da
gosterilmistir.

Kaplarin mekanik davraniglarini etkileyen bir diger parametre,
basing kabmin kalnhigidir (ya da a/b oramdir). Farkh a/b
oranlarina sahip fonksiyonel olarak kademelendirilmis,
homojen ve tabakali basing kaplarinin elastik limit ytikleri i¢
basing icin Tablo 1'de, dis basing i¢in Tablo 2’'de verilmistir.
Tablo 1 ve Tablo 2’'de goriildiigti gibi, kalinlik arttikca (a/b
orant azaldik¢a), elastik limit yiikinde de artis
gerceklesmektedir.

5 Sonuglar

iki cesit heterojen (ve homojen) kiiresel basing kaplarinin i¢ ve
dis basing altinda gosterdikleri elastik davranislari ve elastik
limit yiikleri her bir malzeme i¢in gelistirilen analitik modeller
ile incelenmis ve sonuglar1 karsilastirllmistir. Fonksiyonel
olarak kademelendirilmis basing¢ kabinda, kademelendirme
parametrelerinin; tabakali basin¢ kabinda ise tabaka sayisinin
akmaya sebep olacak yiiklere olan etkisi detayli bir sekilde
incelenmis ve sonuglari sunulmustur.

Von Mises akma kriterine gore elastik limit yiikleri, i¢ ya da dis
ylike maruz kalan (a/b = 0.5 ve v = 0.3) basing¢ kaplar1 i¢in
tespit edilmistir. En yiiksek elastik limit yiikiinlin fonksiyonel
olarak kademelendirilmis basing kabinda olusabildigi

30



Pamukkale Univ Muh Bilim Derg, 23(1), 24-35, 2017
E. Arslan

gozlenmis, tabakali kapta ise tabaka sayisinin arttirilmasiyla bu
yiik degerinin arttig1 tespit edilmistir. i¢ basinca maruz kalan
fonksiyonel olarak kademelendirilmis basing kabi i¢in, o =
1.3544, $ = —2.0 alindiginda, en yiiksek elastik limit yiiki
(En)y = 2.9130 olarak hesaplanmistir. Dis basing¢ altindaki
kademelendirilmis kapta en yiiksek elastic limit yikii (Pout)y =
2.8452 olmaktadir ve bu degere ulasmak icin kademelendirme
parametreleri a = 0.5992 ve
= —2.0 ahnmalidir. Homojen basing kabi i¢cin bu degerler
(Pin)y = (Pour)y = 0.5833 degerinde kalmistir. Tabakali basing
kaplarinda ise, iki tabakali kap icin (Py)y = 1.2170 ve
(Pou)y = 1.1848 olurken 32 tabakali kap icin
(Pin)y = 2.8192 ve (Poyp)y = 2.6539 olarak hesaplanmustir. Bu
durumda, iki tabakali basing kabinda ulasilan elastik limit yiiki

1.0

boyutsuzradyal gerilmeler ve radyal yer degistirme

Y R T S AR S
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
bovutsuzradval koordinat
(a)
2.0

boyutsuzradyal gerilmeler ve radyal yer degistirme

oo b
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
boyutsuzradyal koordinat
@

ile kademelendirilmis kabin elastik limit yiikii arasindaki fark
%70 civarinda iken bu fark 32 tabakali kapta %2'ye
inebilmektedir.

Diger bir yandan, heterojen basing kaplarinda akmanin
gerceklestigi  ylizeylerde de degisiklikler gozlenmistir.
Kademelendirilmis  basing kabinda akma yiike ve
kademelendirme parametresine bagl olarak i¢ ya da dis
ylzeyde olusabilirken, tabakali basin¢ kabinda akma r,_;'inci
arayiiz koordinatinda gerceklesmektedir. Homojen basing
kaplarinda ise akma her zaman i¢ yiizeyde gerceklesmektedir.
Bu calismada elde edilen sonuglar, heterojen basing kabi
tireticilerine yonelik detayl bir arastirma niteligindedir.

25

boyutsuzradyal geriimeler ve radyal yer degistirme

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

boyutsuzradyal koordinat
(b)
2.0

boyutsuzradyal gerilmeler ve radyal yer degistirme

Y- J S R S S S
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
boyutsuzradyal koordinat
(d)

Sekil 6: (a): (ﬁin)y = 0.5833 altinda homojen basing kabi i¢in; (b): (ﬁin)y = 2.9130 altinda fonksiyonel olarak kademelendirilmis
basing kabu i¢in (« = a* = 1.3544 ve B = B* = —2.0); (): (P;,),, = 1.9448 altinda 4 tabakali basing kab igin ve
(d): (Pin)y = 2.4142 altinda 16 tabakali basing kab1 icin gerilme ve radyal yer degistirme dagilimlari.
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Sekil 7: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmis (a = 1) ve tabakali (n = 4) basing kaplarinda P,,,; = 0.5 yiikii ile olusan,
(a): Radyal gerilme, (b): Agisal gerilme ve (c): Radyal yer degistirme dagilimlari.
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Sekil 8: Homojen, fonksiyonel olarak kademelendirilmis (a = 1) ve tabakali (n = 16) basing kaplarinda P,,,; = 0.5 yiikii ile olusan
(a): Radyal gerilme, (b): Agisal gerilme ve (c): Radyal yer degistirme dagilimlari.
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Sekil 9: Fonksiyonel olarak kademelendirilmis basing kabinda (P,,),nin kademelendirme parametreleri a ve f8 ile degisimi.
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Sekil 10: (a): (P = P,y;), = 0.5833 altindaki homojen basing kabinda; (b): P = (P,y), = 2.8452 altindaki fonksiyonel olarak
kademelendirilmis basing kabinda (@ = a* ve B = f*); (¢): P = (Ppyt)y = 1.8751 altindaki 4 tabakali basing kabinda ve
(d):P = (Fin)y = 2.2987 altindaki 16 tabakali basing kabinda olusan gerilme ve radyal yer degistirme dagilimlari.
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Tablo 1: Farkli a/b oranlari i¢in elastik limit i¢ basing degerleri.

Kademelendirilmis Homojen Cok Tabakal
o Low e v [ e [ RS R e
0.3 9.5644 1.5450 -2 0.6487 2.8618 5.5274 7.5555 8.8459 9.5747
0.35 6.8201 1.4939 -2 0.6381 2.1786 4.0556 5.4272 6.2634 6.7242
0.4 5.0323 1.4453 -2 0.6240 1.7449 3.1008 4.0494 4.6093 49127
0.45 3.8001 1.3988 -2 0.6059 1.4433 2.4351 3.1003 3.4832 3.6881
0.5 29130 1.3544 -2 0.5833 1.2170 1.9448 24142 2.6789 2.8192
0.55 2.2519 1.3118 -2 0.5558 1.0361 1.5676 1.8985 2.0819 2.1783
0.6 1.7453 1.2710 -2 0.5227 0.8837 1.2671 1.4982 1.6243 1.6901
0.65 1.3480 1.2319 -2 0.4836 0.7499 1.0205 1.1789 1.2643 1.3085
0.7 1.0305 1.1945 -2 0.4380 0.6283 0.8132 0.9185 0.9746 1.0035
0.75 0.7725 1.1586 -2 0.3854 0.5149 0.6352 0.7020 0.7372 0.7552
0.8 0.5601 1.1242 -2 0.3253 0.4070 0.4796 0.5189 0.5394 0.5499
0.85 0.3832 1.0912 -2 0.2573 0.3027 0.3414 0.3619 0.3725 0.3779
0.9 0.2343  1.0595 -2 0.1807 0.2008 0.2171 0.2256 0.2300 0.2321
Tablo 2: Farkli a/b oranlari i¢in elastik limit dis basing degerleri.
Kademelendirilmis Homojen Cok Tabakal
o [eo e v | ea |GEGE G W h
0.3 8.7104 0.3461 -2 0.6487 2.3236 4.5507 5.9860 6.7890 7.2123
0.35 6.3697 0.4153 -2 0.6381 19151 3.5636 4.6190 5.2089 5.5199
0.4 4.7917 0.4806 -2 0.6240 1.6136 2.8459 3.6265 4.0613 4.2902
0.45 3.6717 0.5419 -2 0.6059 1.3778 2.3016 2.8784 3.1980 3.3659
0.5 2.8452  0.5992 -2 0.5833 1.1848 1.8750 2.2987 2.5319 2.6539
0.55 2.2169 0.6525 -2 0.5558 1.0207 1.5318 1.8396 2.0075 2.0951
0.6 1.7279 0.7023 -2 0.5227 0.8767 1.2492 1.4690 1.5879 1.6497
0.65 1.3397 0.7487 -2 0.4836 0.7469 1.0120 1.1652 1.2473 1.2897
0.7 1.0268 0.7921 -2 0.4380 0.6271 0.8094 0.9125 0.9672 0.9953
0.75 0.7711 0.8326 -2 0.3854 0.5145 0.6337 0.6996 0.7342 0.7520
0.8 0.5596 0.8705 -2 0.3253 0.4069 0.4790 0.5181 0.5384 0.5488
0.85 0.3831 0.9060 -2 0.2573 0.3027 0.3413 0.3617 0.3722 0.3776
0.9 0.2343 0.9393 -2 0.1807 0.2008 0.2171 0.2256 0.2299 0.2321
6 TesekKiir [3] ]ian.g w. "Holulow spheres squec'Fed to sustgined and
variable loads". Journal of Engineering Mechanics, 120(6),
Bu aragtirmayla ilgili yapmus oldugu yardim ve yorumlar 1343-1368, 1994.
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