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Öz  Abstract 

Bu çalışmada, basit-basit ve ankastre-ankastre sınır şartları altında 
akışkan taşıyan nanokirişin doğrusal titreşimleri incelenmiştir. 
Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisi Euler-Bernoulli kiriş 
modeline uygulanmıştır. Yerel olmayan elastisite teorisi MEMS ve NEMS 
yapıların mekaniksel analizinde gelişen popüler bir tekniktir. Hareket 
denklemlerini ve sınır şartlarını elde etmek için Hamilton prensibi 
kullanılmıştır. Denklemler boyutsuz formda elde edilmiştir. Elde edilen 
hareket denklemi ve sınır şartları malzeme ve geometrik yapıdan 
bağımsız hale getirilmiştir. Akışkan hızının, ortalama sabit bir hız 
etrafında harmonik olarak değiştiği kabul edilmiştir. Perturbasyon 
metotlarından biri olan çok zaman ölçekli metot kullanılarak yaklaşık 
çözümler elde edilmiştir. Perturbasyon serisindeki ilk terim doğrusal 
problemi oluşturmaktadır. Doğrusal problemin çözümü ile tabii 
frekanslar ve mod yapıları farklı sınır şartları için hesaplanmıştır. Her 
iki mesnet durumu için yerel olmayan parametre (𝛾) ve akışkan hızı 
(𝑣0) artığında tabii frekanslar azalmaktadır. Sonuçlar grafiklerle 
sunulmuş ve yorumlanmıştır. 

 In this study, linear vibration analysis of a nanobeam conveying fluid is 
investigated under simple-simple and clamped-clamped boundary 
conditions. Eringen’s nonlocal elasticity theory is applied to Euler-
Bernoulli beam model. Nonlocal elasticity theory is a popular growing 
technique for the mechanical analyses of MEMS and NEMS structures. 
The Hamilton’s principle is employed to derive the governing equations 
and boundary conditions. Non-dimensional form of equations is 
obtained. The obtained equations of motion and boundary conditions 
are independent from material and geometric structure. It is assumed 
that fluid velocity is harmonically changed about a constant average 
speed. Approximate solutions were obtained using the Method of 
Multiple Scales, a perturbation method. The first term in perturbation 
series composes linear problem. Natural frequencies and mode shapes 
are calculated by solving the linear problem for different boundary 
conditions. For both boundary conditions, the natural frequencies are 
decreased by increasing the nonlocal parameter (𝛾) and the fluid 
velocity (𝑣0). The results are presented and interpreted by graphics. 

Anahtar kelimeler: Titreşim, Akışkan taşıyan nano ölçekli kiriş, 
Perturbasyon metodu, Yerel olmayan elastisite teorisi 

 Keywords: Vibration, Nanobeam conveying fluid, Perturbation 
method, Nonlocal elasticity theorem 

1 Giriş 

Nano-mekanik alanında hızlı gelişmeler sayesinde, nano 
ölçekteki kirişler, sensörler ve aktüatörler gibi elemanlar 
nanoteknoloji de yaygın olarak kullanılan en önemli yapılardan 
biri haline gelmiştir. Boyuta bağlı sürekli ortam teorileri son 
yıllarda mikro ve nano teknolojinin hızla gelişmesi ile birlikte 
çok küçük boyutta mekanik yapıların analiz ve 
modellenmesinde kullanılmaya başlanmıştır. Yerel olmayan 
elastisite teorisinin kapsamı ilk olarak Eringen tarafından 
sunulmuştur. Yerel olmayan elastisite teorisi çok küçük nano 
elemanlara uygulanabilir olması sebebiyle nanoteknoloji 
komiteleri tarafından büyük ilgi görmüştür. Klasik elastisite 
teorisinde herhangi bir x noktasındaki gerilme sadece o x 
noktasındaki şekil değiştirmenin fonksiyonu olarak ele alınır. 
Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisinde [1] sürekli ortam 
içindeki bir noktadaki gerilme, sadece o x noktasındaki şekil 
değiştirmenin değil ortama ait tüm x noktalardaki şekil 
değiştirmenin bir fonksiyonu olarak tanımlanmaktadır. Bu 
özelliği sayesinde bu teori çok küçük boyuttaki elamanları 
incelemeye elverişlidir. 

Akışkan taşıyan karbon nanotüp (KNT) titreşim ve kararlılık 
analizi çalışmaları ilk olarak Yoon ve diğ. [2] tarafından 
gerçekleştirilmiştir. Literatürde bilinen model olan Euler-

Bernoulli kiriş modelini kullanmışlardır. Reddy ve diğ. [3] tek 
duvarlı karbon nanotüp (TDKNT) serbest titreşim ve kararlılık 
analizi çalışmalarını Euler-Bernoulli kiriş modelini kullanarak 
incelemiştir. Akışkan hızının değişik değerleri ile titreşim 
frekanslarının nasıl değiştiğini göstermek için akışkan taşıyan 
KNT’lerin titreşim ve kararlılık analizi çalışmaları yapılmıştır 
[4]. Klasik Timoshenko kiriş modeli ile akışkan taşıyan çok 
duvarlı karbon nanotüp (ÇDKNT) [5] ve TDKNT’lerin [6] doğal 
frekansları ve mod yapıları incelenmiştir. 

Eringen’in [1] yerel olmayan elastisite teorisini nanoteknoloji 
alanına ilk uygulayan araştırmacı olan Peddieson ve diğ. [7] 
çalışmaları bu alanda bir öncü çalışma olarak kabul edilir. Bu 
çalışmadan sonra, birçok araştırmacı nano yapıların analizinde 
Eringen’in yerel olmayan modelini kullanmıştır. Akış hızının, 
akışkan taşıyan TDKNT titreşim frekansı ve mod yapısı 
üzerindeki etkileri yerel olmayan elastisite teorisi kullanılarak 
analiz edilmiştir [8]. Bu çalışmanın sonuçları, yerel olmayan 
parametre (𝑒0𝑎/𝐿)’nin frekans ve mod yapılarında önemli 
ölçüde etkili olduğunu göstermektedir. Yerel olmayan 
parametrenin artışı ile doğal frekanslar azalmaktadır. Daha 
yüksek mod yapısı yerel olmayan parametre değerinin artışı ile 
görülmektedir. Kritik akış hızına ulaşıldığında birinci ve ikinci 
mod kombinasyonu meydana gelmektedir. Akışkan dolu 
ÇDKNT titreşim özellikleri yerel olmayan elastisite teorisi 
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kullanılarak incelenmiştir [9]. Wang yerel olmayan elastisite 
teorisini kullanarak birçok çalışma gerçekleştirmiştir. Bunlar; 
akışkan taşıyan mikro ve nano kirişlerin titreşim ve kararlılık 
analizi [10], akışkan taşıyan ÇDKNT titreşim analizi [11], 
akışkan taşıyan nano tüpün serbest titreşimleri [12], akışkan 
taşıyan nano tüpün titreşim ve karalılık analizi [13]’dir. Xian ve 
Wang [14] çalışmasında akışkan taşıyan kavisli şekle sahip bir 
KNT’nin titreşim karakteristiklerini yerel olmayan elastisite 
teorisini kullanarak incelemiştir. Bu çalışmadan elde edilen 
sonuç kavisli şekle sahip KNT’nin yeterince yüksek bir akım 
hızına sahip sistem için koşulsuz kararlı olduğunu göstermiştir. 
Basit-basit mesnetli viskoz sıvı taşıyan eğimli TDKNT’nin 
titreşim davranışı yerel olmayan Rayleigh kiriş modeli 
kullanılarak analiz edilmiştir [15]. Termal etki, yerel olmayan 
parametre etkisi ve kritik akış hızının doğal frekanslar 
üzerindeki etkisi ile ilgili literatür çalışmalarında; akışkan 
taşıyan TDKNT’nin termal-mekanik titreşimleri [16], akışkan 
taşıyan karbon nano konilerin termal-mekanik titreşimleri 
[17], Pasternak tipi elastik zeminde akışkan taşıyan KNT’nin 
elektro-termal titreşimleri [18], akışkan taşıyan ve viskoz sıvı 
içinde viskoelastik KNT titreşimleri yerel olmayan Timoshenko 
kiriş modeli [19] kullanılarak araştırılmıştır. Bağdatlı bir 
çalışmasında gergin nanokiriş titreşimini [20], diğer 
çalışmasında ise farklı sınır şartlarında nanokiriş titreşimini 
[21] incelemiştir. Literatürde yerel olmayan elastisite teorisi 
kullanılarak doğrusal olmayan nanokiriş titreşimleri 
incelenmiştir [22]-[25]. 

Bu çalışmada ise akışkan taşıyan yerel olmayan kiriş ele 
alınmıştır. Ele alınan kiriş Euler-Bernoulli kirişidir. Kirişin 
uçlardan zemine ankastre bağlandığı ve basit mesnetle 
bağlandığı durumlar incelenmiştir. Akışkan hızının ortalama 
bir hız etrafında harmonik olarak değiştiği kabul edilmiştir. 
Hareket denklemleri ve sınır şartları Hamilton prensibi 
kullanılarak elde edilmiştir. Elde edilen hareket denklemleri 
boyutsuzlaştırılarak malzeme ve geometrik yapıya olan 
bağımlılık ortadan kaldırılmıştır. Perturbasyon metotlarından 
biri olan çok zaman ölçekli metot kullanılarak yaklaşık 
çözümler bulunmuştur. Değişik yerel olmayan parametre 
katsayısı, değişik doluluk oranları ve akışkan hız değerleri için 
tabii frekanslar hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar grafikler 
halinde sunulmuştur. 

Bu çalışmada, 2. bölümde; yerel olmayan elastisite teorisi 
kısaca verilmiş ve akışkan taşıyan yerel olmayan kiriş için 
hareket denklemlerinin elde edilişi anlatılmıştır 3. bölümde; 
denklemlerin çözümü için perturbasyon tekniklerinden çok 
zaman ölçek metodu kısaca verilmiştir. 4. bölümde; elde edilen 
sonuçlar grafikler halinde verilmiştir. Son bölümde bu 
çalışmadan elde edilen sonuçlar açıklanmıştır. 

2 Yerel olmayan elastisite teorisi 

2.1 Tanım 

Yerel olmayan elastisite teorisi, klasik elastisite teorisinin 
yetersiz olduğu durumları ortadan kaldırmak için geliştirilmiş 
bir teori olup; sürekli ortamlar mekaniğinde yeni bir 
yaklaşımdır. Yerel olmayan elastisite teorisinde sürekli ortam 
içindeki bir noktadaki gerilme, sadece o x noktasındaki şekil 
değiştirmenin değil ortama ait tüm x noktalardaki şekil 
değiştirmenin bir fonksiyonu olarak tanımlanmaktadır [26]. Bu 
teoriye ait Gerilme tensörü klasik elastisiteye ait gerilme 
tensörü cinsinden aşağıdaki gibi verilebilir. 

(1 − (𝑒0𝑎)2 ∇2 )σ = 𝑇 (1) 

Burada, 𝑇 klasik elastisite teorisindeki gerilme tansörü, 
(𝑒0𝑎)2 yerel olmayan elastisite parametresi, ∇2 ise Laplasiyeni 
göstermektedir. 𝑎, iç karakteristik uzunluğu ve e0 ise boyutsuz 
bir malzeme sabitini göstermektedir. (𝑒0𝑎) ′ nın seçimi yerel 
olmayan elastisite modelinin geçerliliğini sağlamak için önemli 
bir noktadır. Yerel olmayan elastisite teorisine göre gerilme 
aşağıdaki şekilde yazılır. 

σ(x∗) − (𝑒0𝑎)2
 ∂2σ(x∗)

∂x2   = E ε(x∗) (2) 

Burada; E, Elastisite modülüdür. 

2.2 Hareket denklemleri 

Bu çalışmada, akışkan taşıyan nano ölçekteki kiriş titreşimleri 
yerel olmayan Euler-Bernoulli kiriş modeli kullanılarak 
çalışılacaktır. Sistemin şematik gösterimi Şekil 1’de verilmiştir. 
Her iki uçta da basit mesnetli ve ankastre mesnetli akışkan 
taşıyan nanokirişin hareket denklemleri elde edilecektir. 

 

Basit- Basit mesnetli Ankastre-Ankastre mesnetli 

Şekil 1: Kiriş için farklı sınır şartları. 

Hareket denklemleri Hamilton prensibi kullanılarak elde 
edilmiştir. Önce sistemin Lagrangian’ı hesaplanmıştır. Sistemin 
Lagrangian’ı kinetik ve potansiyel enerji farkı aşağıdaki gibidir. 

ℒ =
1

2
∫ 𝜌𝐴 (

𝜕𝑤∗

𝜕𝑡∗
)

2

𝑑𝑥∗

𝐿

0

+
1

2
∫ 𝑚𝑓 (

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + 2𝑣𝑓

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗

𝐿

0

+ 𝑣𝑓
2 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 ) 𝑑𝑥∗

+
1

2
∫ (−EI

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + (𝑒0𝑎)2𝜌𝐴
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2

𝐿

0

+ (𝑒0𝑎)2 (𝑚𝑓 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + 2𝑣𝑓

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗

+ 𝑣𝑓
2 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 ))

− (𝑒0𝑎)2𝑁
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 )
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 𝑑𝑥∗

+
1

2
∫ 𝑁

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 𝑑𝑥∗

𝐿

0

 

 (3) 

Denklem 3’te, 𝑤∗ enine yerdeğişimi, 𝑡∗ zaman değişkeni, 𝜌 
kirişin yoğunluğu, A kirişin kesit alanı, 𝐿 kirişin uzunluğu, 
𝑣𝑓  akışkan hızı, 𝑚𝑓 birim uzunluktaki akışkan kütlesi, 𝐼 atalet 

momenti, (𝑒0𝑎) küçük-ölçek parametresi ve 𝑁 ise eksenel 
kuvveti göstermektedir. Bu denklemde, birinci integral kirişin 
kinetik enerjisi, ikinci integral akışkanın kinetik enerjisi, 
üçüncü integral eğilme momentinden kaynaklı potansiyel 
enerji ve son integral de eksenel gerilme ile ilgilidir. Hamilton 
prensibi ise Lagrangian’ın zaman üzerinden integralinin 
varyasyonunun sıfır olduğunu belirtmektedir. 
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δ ∫ ℒ

𝑡2

𝑡1

dt∗ = 0 (4) 

Çift katlı integrallerden hareket denklemini aşağıdaki gibi elde 
edilir. 

EI
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 + mfvf
2 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 2mfvf

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗ + (mf + m)
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2

− (𝑒0𝑎)2 ((mf + m)
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗2𝜕𝑡∗2

+ mfvf
2 𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 + 2mfvf

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗3)

=
EA

2L
(∫ (

𝜕𝑤∗

𝜕x∗ )
2

𝑑𝑥∗

𝐿

0

) (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2

− (𝑒0𝑎)2
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 ) 

(5) 

Kiriş uçlarındaki (𝑥∗ = 0 𝑣𝑒 𝑥∗ = 𝐿) sınır şartlarının boyutlu 
hali aşağıdaki gibidir. 

2.2.1 Basit-basit mesnetli durum 

𝑤∗(0) = 0,  𝑤∗(𝐿) = 0 

𝑤∗′′(0) = 0,  𝑤∗′′(𝐿) = 0 
(6a) 

2.2.2 Ankastre-ankastre mesnetli durum 

𝑤∗(0) = 0,  𝑤∗(𝐿) = 0 

𝑤∗′(0) = 0,  𝑤∗′(𝐿) = 0 
(6b) 

Sistemin boyutlu hareket denklemi ve boyutlu sınır şartları 
Denklem (5) ve (6a-b)’de verilmiştir Elde edilen hareket 
denklemleri boyutsuzlaştıracaktır. Böylece incelenen 
matematiksel model malzemenin cinsi ve geometrik yapısından 
bağımsız hale gelecek ve bütün durumları kapsayacaktır. 
Bunun için boyutsuz parametreler tanımlanmıştır. 

𝑥 =
𝑥

𝐿
, 𝑤 =

𝑤

𝐿
, 𝑡 =

1

𝐿2 √
𝐸𝐼

𝑚 + 𝑚𝑓
 𝑡∗, 

𝛾 =
𝑒0𝑎

𝐿
, 𝑣 =

𝑣𝑓

𝜑
, 𝑡 =

1

𝛼𝐿
√

𝐸𝐼

𝑚𝑓
 

𝛼 =
𝑚𝑓

𝑚 + 𝑚𝑓
, 𝑚 = 𝜌𝐴, 𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝐴𝑓  

(7) 

Boyutsuz hareket denklemi aşağıdaki gibi verilmiştir. 

 

𝜕4w

𝜕𝑥4 + v2
𝜕2w

𝜕x2 + 2√𝛼𝑣
𝜕2w

𝜕t𝜕x
+

𝜕2w

𝜕t2

− γ2 (
𝜕4w

𝜕x2𝜕t2 + v2
𝜕4w

𝜕x4

+ 2√𝛼𝑣
𝜕4w

𝜕t𝜕x3)

=
1

2
(∫ (

∂w

𝜕x
)

2

𝑑x

1

0

) (
𝜕2w

𝜕x2 − γ2
𝜕4w

𝜕x4 ) 

(8) 

Basit-basit ve ankastre-ankastre mesnetler için boyutsuz sınır 
şartları aşağıda verilmiştir. 

2.2.3 Basit-basit mesnetli durum 

𝑤(0) = 0,  𝑤(𝐿) = 0 

𝑤′′(0) = 0,  𝑤′′(𝐿) = 0 
(9a) 

2.2.4 Ankastre-ankastre mesnetli durum 

𝑤(0) = 0,  𝑤(𝐿) = 0 

𝑤′(0) = 0,  𝑤′(𝐿) = 0 
(9b) 

 

3 Perturbasyon analizi 

Hareket denklemlerinin çözümü için perturbasyon 
metotlarından çok zaman ölçekli metot kullanılacaktır 
[27],[28]. Sönüm terimi Denklem (8)’e yerleştirilirse, aşağıdaki 
gibi denklem elde edilir. 

𝜕4w

𝜕𝑥4 + v2
𝜕2w

𝜕x2 + 2√𝛼𝑣
𝜕2w

𝜕t𝜕x
+

𝜕2w

𝜕t2

− γ2 (
𝜕4w

𝜕x2𝜕t2 + v2
𝜕4w

𝜕x4

+ 2√𝛼𝑣
𝜕4w

𝜕t𝜕x3
) − μ̅

∂w

𝜕𝑡
  

=
1

2
(∫ (

∂w

𝜕x
)

2

𝑑x

1

0

) (
𝜕2w

𝜕x2 − γ2
𝜕4w

𝜕x4 ) 

(10) 

Bu denklemde, �̅� sönüm katsayısıdır. Çok zaman ölçekli metot 
direkt olarak denklemlere uygulanacaktır. Perturbasyon 

çözümü için önce hareket denklemimiz �̅� = √𝜀𝜇, 𝑤 = √𝜀𝑦 
dönüşümü yapılarak düzenlenirse bunun sonucunda doğrusal 
olmayan ifadeler 𝜀 mertebesinde ortaya çıkar. Yer değiştirme 
fonksiyonu için aşağıdaki açılımı alabiliriz. 

𝑦(𝑥, 𝑡; 𝜀) = 𝑦0(𝑥, 𝑇0; 𝑇1) + 𝜀𝑦1(𝑥, 𝑇0; 𝑇1) (11) 

ε hesaplamalarda kullanılan küçük bir parametredir. 𝑇0 = 0𝑡 
hızlı zaman ölçeği, 𝑇1 = 𝑡 yavaş zaman ölçeğidir [20],[21]. 
Zamana ve mekâna göre türevler Denklem (12)’deki gibi ifade 
edilebilir. 

 

𝜕

𝜕𝑡
= 0

𝜕

𝜕𝑇0

𝜕𝑇0

𝜕𝑡
+ 

𝜕

𝜕𝑇1

𝜕𝑇1

𝜕𝑡
= 𝐷0 + 𝐷1 

𝜕2

𝜕𝑡2 = 0
𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇1
= 𝐷0

2 + 2𝐷0𝐷1 

(12) 

 

𝐷𝑖 = 𝜕 𝜕𝑇𝑖⁄   şeklindedir. Hız değişimi ise,  𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1𝑠𝑖𝑛Ω𝑡 

Denklem (11, 12) Denklem (10)’a yerleştirilirse, 𝜀0 𝑣𝑒  
mertebesindeki denklemler şu şekilde elde edilir. 

 

Mertebe (𝜀0): 

𝑦0
𝑖𝑣(1 − 𝛾2𝑣0

2) + 𝑣0
2𝑦0

′′ − 𝛾2𝐷0
2𝑦0

′′ + 2√𝛼𝑣0𝐷0𝑦0
′ + 𝐷0

2𝑦0

− 2𝛾2√𝛼𝑣0𝐷0𝑦0
′′′ = 0 

(13) 
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Mertebe (): 

𝑦1
𝑖𝑣(1 − 𝛾2𝑣0

2) + 𝑣0
2𝑦1

′′ − 𝛾2𝐷0
2𝑦1

′′ + 2√𝛼𝑣0𝐷0𝑦1
′ + 𝐷0

2𝑦1

− 2𝛾2√𝛼𝑣0𝐷0𝑦1
′′′

=
1

2
∫(𝑦0

′2𝑑𝑥)𝑦0
′′ 

1

0

−
1

2
𝛾2 ∫(𝑦0

′2𝑑𝑥)𝑦0
𝑖𝑣  

1

0

− 2𝑣1𝑣0𝑠𝑖𝑛Ω𝑡𝑦0
′′ − 2√𝛼𝑣0𝐷1𝑦0

′

− 2√𝛼𝑣1𝑠𝑖𝑛Ω𝑡𝐷0𝑦0
′ − 2𝐷0𝐷1𝑦0

+ 2𝛾2𝐷0𝐷1𝑦0
′′ + 2𝛾2𝑣0𝑣1𝑦0

𝑖𝑣𝑠𝑖𝑛Ω𝑡

+ 2𝛾2√𝛼𝑣0𝐷1𝑦0
′′′

+ 2𝛾2√𝛼𝑣1𝐷0𝑦0
′′′𝑠𝑖𝑛Ω𝑡 − 2𝜇𝐷0𝑦0 

 

(14) 

Sistemin doğrusal hareket denklemleri ve doğrusal frekans 
denklemleri bulunacak 𝜀0 mertebesindeki denklem  
(Denklem 13) doğrusal problemi oluşturmaktadır. Bu 
denklemin çözümü bize doğrusal problemin çözümünü 
verecektir. Bu denklemlerin şu çözümleri kabul ettiğini 
varsayalım. 

𝑦0(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) = (𝐴(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑘𝑒)𝑌(𝑥) (15) 

Denklem (13)’te 𝑘𝑒 kompleks eşleniği, 𝜔 doğal frekansı 
göstermektedir. Denklem (13)’ün çözümünden doğrusal tabii 
frekans denklemleri ve mod yapıları elde edilecektir. Denklem 
(15) Denklem (13)’e yerleştirilirse aşağıdaki denklem elde 
edilir. 

(1 − 𝛾2𝑣0
2)𝑌𝑖𝑣(𝑥) + 2√𝛼𝑣0𝑖𝜔(𝑌′(𝑥) − 𝛾2𝑌′′′(𝑥))

+ (𝑣0
2 + 𝛾2𝜔2)𝑌′′(𝑥) − 𝜔2𝑌(𝑥) = 0 

 

(16) 

Denklem (16)’nın çözümü için Denklem (17) kullanabilir.  

𝑌(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑖𝛽1𝑥+𝑐2𝑒𝑖𝛽2𝑥 + 𝑐3𝑒𝑖𝛽3𝑥 + 𝑐4𝑒𝑖𝛽4𝑥 (17) 

Denklem (17)’i hareket denklemlerinde ve sınır şartı 
denklemlerinde yerine yazıldığında (18-19a-b) ifadeleri elde 
edilir. 

(1 − 𝛾2𝑣0
2)𝛽𝑛

4 − 2√𝛼𝑣0𝜔(𝛽𝑛 + 𝛾2𝛽𝑛
3) − (𝑣0

2 + 𝛾2𝜔2)𝛽𝑛
2

− 𝜔2   

𝑛 = 1,2,3,4 

(18) 

Basit-Basit Mesnetli Durum: 

𝑌(0) = 0, 𝑌′′(0) = 0, 𝑌(1) = 0, 𝑌′′(1) = 0 (19a) 

Ankastre-Ankastre Mesnetli Durum: 

𝑌(0) = 0, 𝑌′(0) = 0, 𝑌(1) = 0, 𝑌′(1) = 0 (19b) 

4 Sayısal çözümler 

Bu kısımda doğrusalfrekans değerleri değişik yerel olmayan 

parametre 𝛾 =
𝑒0𝑎

𝐿
, doluluk oranı 𝛼 =

𝑚𝑓

𝑚+𝑚𝑓
 ve akışkan hızına 

bağlı frekans değerleri verilecektir. Şekil 2-7’de verilen şekiller 
değişik 𝛾 ve 𝛼 değerleri için akışkan hızının değişimine bağlı 
tabii frekans değerleri elde edilmiştir.  

 

Şekil 2: Basit-basit mesnet durumu için akışkan hızına bağlı 
doğal frekans değişimi (=0.4 ve =0.1) 

 
Şekil 3: Ankastre-ankastre mesnet durumu için akışkan hızına 

bağlı doğal frekans değişimi (=0.4 ve =0.1) 

Şekil 2 ve 3’te basit-basit ve ankastre-ankastre durumları için 
 = 0.4, 𝑣𝑒  = 0.1 değerleri için akışkan hızına bağlı ilk beş 
moda ait tabii frekans değerlerini gösteren grafikler sırasıyla 
çizilmiştir. Mod sayıları frekanslar üzerinde belirgin bir etkiye 
sahip olduğu Şekil 2 ve 3’te görülmektedir. Yüksek modlara ait 
frekanslar düşük modlara ait frekanslardan daha yüksek 
değere sahiptir. Akışkan hızı arttığında tabii frekanslar 
azalmaktadır. Mod değeri arttığında tabii frekans değerleri ise 
artmaktadır. Akışkan hızı kritik bir değere ulaştığında tabii 
frekanslar sıfır olmaktadır.  

 

Şekil 4: Basit-basit mesnet durumu için akışkan hızına bağlı 
farklı  değerinin doğal frekans değişimi (1. mod ve =0.1) 
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Şekil 5: Ankastre-ankastre mesnet durumu için akışkan hızına 
bağlı farklı  değerinin doğal frekans değişimi (1. mod ve 

=0.1) 

Şekil 4 ve 5’te basit-basit ve ankastre-ankastre durumları için 
 = 0.1 ve birinci modun 𝛾 değişimini gösteren frekans 
değerleri sırasıyla elde edilmiştir. Bu şekillerde  =
0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 𝑣𝑒 1 değerleri için grafikler çizilmiştir. 
Burada 𝛾 = 0 olması yerel olmayan etkinin olmadığı klasik 
Euler-Bernoulli kiriş modelini göstermektedir. 𝛾 değeri 
arttığında tabii frekansların değeri azalmaktadır. 𝛾 değeri 
arttığında akışkan hız değeri de azalmaktadır. Bu sebeple 
titreşim çalışmalarında denklemlere yerel olmayan parametre 
etkisini katmak önemlidir. Bu durum her iki mesnet durumu 
için de geçerlidir. 

 

Şekil 6: Basit-basit mesnet durumu için akışkan hızına bağlı 
farklı  değerinin doğal frekans değişimi (1. mod ve =0.5) 

 

Şekil 7: Ankastre-ankastre mesnet durumu için akışkan hızına 
bağlı farklı  değerinin doğal frekans değişimi (1. mod ve 

=0.5) 

Şekil 6 ve 7’de basit-basit ve ankastre-ankastre durumları için 
 = 0.5 ve birinci mod da   değişimini gösteren frekans 
değerleri sırasıyla elde edilmiştir. Bu şekillerde  =
0.1, 0.3, 0.5, 0.7 𝑣𝑒 0.9 değerleri için şekiller çizilmiştir.  değeri 
arttığında 𝑣0 = 0 da ki frekans değerleri değişmemekte daha 
sonra ise azalmaktadır ve kritik hız değerine ulaşmaktadır. 
Basit-basit mesnet durumu için kritik hız değeri 1.8, ankastre-
ankastre mesnetli durum için kritik hız değeri 8.8’dir. Bu 
hızlarda tabii frekanslar sıfır olmaktadır. 

5 Sonuçlar 
Bu çalışmada, akışkan taşıyan nano ölçekteki kiriş ele 
alınmıştır. Kirişin uçlardan zemine ankastre ve basit olarak 
mesnetlenmiş kiriş incelenmiştir. Kiriş modeli olarak yerel 
olmayan Euler-Bernoulli kiriş modeli kullanılmıştır. Euler-
bernoulli kiriş teorisinin hareket denklemi Eringen tarafından 
önerilen yerel olmayan elastisite teorisi kullanılarak ifade 
edilmiştir. Akışkan hızının ortalama bir hız etrafında harmonik 

olarak değiştiği kabul edilmiştir (𝑣 = 𝑣0 +
𝑣1𝑠𝑖𝑛Ω𝑡).   Sistemin hareket denklemleri ve sınır şartları 
Hamilton prensibi kullanılarak elde edilmiştir. Elde edilen 
hareket denklemleri boyutsuzlaştırılarak malzeme ve 
geometrik yapıya olan bağımlılık ortadan kaldırılmıştır. 
Perturbasyon metotlarından biri olan çok zaman ölçekli metot 
kullanılarak yaklaşık çözümler bulunmuştur. Perturbasyon 
serisindeki ilk terim doğrusal problemi oluşturmaktadır. 
Doğrusal problemin çözümü ile değişik yerel olmayan 
parametre, değişik doluluk oranları ve akışkan hız değerleri 
için tabii frekanslar tam olarak hesaplanmıştır. Doğrusal 
problemin çözümünden değişik parametreler için birinci, 
ikinci, üçüncü, dördüncü ve beşinci tabii frekanslar elde edilmiş 
bulunan sonuçlar grafikler halinde gösterilmiştir. Buna göre 
her iki mesnet durumu için yerel olmayan parametre (𝛾) değeri 
arttığında tabii frekans değeri azalmaktadır. Akışkan hızı 
arttığında ise tabii frekanslar azalmaktadır. Her iki mesnet 
konumu için akışkan taşıyan kirişin doluluk oranı arttığında 
𝑣0 = 0 da ki frekans değerleri değişmemekte daha sonra ise 
azalmaktadır ve kritik hız değerine ulaşmaktadır. Belli bir hız 
değerinden sonra tabii frekans değerleri elde edilememektedir. 
Bu durum kritik hız olarak değerlendirilmektedir. Kritik hız 
değeri 1.8 ve 8.8 sırasıyla basit-basit mesnet ve ankastre-
ankastre mesnetli durum içindir. Tabii frekanslar bu hızlarda 
sıfır olmaktadır. 
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