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ТЕПЛООБМЕН ПРИ ИСПАРЕНИИ ПОТОКА                                             
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ПОРИСТОМ КАНАЛЕ 

В одномерной постановке получено аналитическое решение уравнения теплопроводности 
при движении двухфазного испаряющегося теплоносителя сквозь пористый цилиндрический 
канал при граничных условиях первого, второго и третьего рода. Полученное решение сравнено           
с имеющимся решением для плоского канала. Выведено соотношение для расчёта 
паросодержания применительно к рассматриваемой задаче.  

Ключевые слова: пористый цилиндрический канал, двухфазный испаряющийся поток, 
уравнение теплопроводности, граничные условия 1, 2, 3-го рода. 

В одновимірній постановці отримано аналітичний розв'язок рівняння теплопровідності 
під час руху двофазного теплоносія, що випаровується крізь пористий циліндричний канал за 
межових умов першого, другого і третього роду. Отриманий розв'язок зіставлено з відомим 
розв'язком для плоского каналу. Виведено співвідношення для розрахунку паровмісту стосовно 
аналізованої задачі.  

Ключові слова: пористий циліндричний канал, двофазний потік, що випаровується, рівняння 
теплопровідності, межові умови 1, 2, 3-го роду. 

In this article an analytical solution of the heat equation in one-dimensional formulation at the  
motion of two-phase evaporating coolant through the porous cylindrical channel at the boundary 
conditions of the first , second and third kind is derived . The resulting solution is compared with the 
existing solution for the flat channel. Produced the equation for calculating steam content in regard to 
the problem.  

Key words: porous cylindrical channel, two-phase evaporating flow, heat  conduction equation, the 
boundary conditions of the first, second and the third kind.  

Введение. Важной задачей развития техники и промышленности на 
современном этапе является внедрение высокоэффективных энергетических машин 
и агрегатов. Одним из путей решения данной задачи является создание 
высокоэффективных теплообменников в составе энергетических машин. Примером 
такого рода теплообменников могут служить пористые высокотеплопроводные 
элементы, через которые прокачивается охладитель в различных фазовых 
состояниях. 

В целом ряде работ [2 – 6] рассмотрен вопрос теплогидравлической 
эффективности пористых теплообменных каналов при жидкостном движении 
теплоносителя. Однако наибольший интерес представляет случай движения сквозь 
пористый теплообменный элемент охладителя с фазовым переходом испарения.  
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Для создания методики расчета теплогидравлической эффективности пористых 
теплообменных элементов при испарении движущегося сквозь них теплоносителя 
необходимы зависимости, описывающие в этом случае гидродинамику и 
теплообмен. 

В работах [7 – 9] описано температурное состояние плоского пористого канала 
в одномерной постановке при движении сквозь него испаряющегося теплоносителя 
при различных граничных условиях, а также описана физическая картина процесса. 
Однако на практике, при создании реальных инженерных конструкций, 
значительный интерес представляет применение теплообменных каналов круглого 
поперечного сечения. Опираясь на данные работ [7 – 9], решим задачу теплообмена 
в одномерной постановке при движении испаряющегося теплоносителя сквозь 
прямолинейные пористые каналы круглого поперечного сечения. Вкратце 
приведём соотношения, характеризующие решение для плоского канала. 

Постановка и решение задачи для плоского канала. Согласно [7], учитывая 
медленное изменение параметров потока вдоль канала и значительную 
протяженность области испарения по сравнению с шириной канала 2δ, процесс 
теплообмена в канале можно считать квазиодномерным. Температура Т пористого 
материала поперек плоского канала и температура t испаряющегося теплоносителя 
связаны дифференциальным уравнением 

t)(Th
dz

Td
λ v2

2
−=  ,                                                  (1) 

где λ – коэффициент теплопроводности пористого материала. Поскольку давление 
поперек канала постоянно, то и температура паровой фазы смеси, равная 
температуре насыщения ts , также постоянна. Примем, что интенсивность 
объемного внутрипористого теплообмена hv постоянна поперек канала в области 
испарения. 

Граничные условия третьего рода для плоского канала запишем в виде 

Z=0,  0=
dz

dT
λ ;  Z=δ,   T)(tα

dz

dT
λ −= ∞∞ .                              (2) 

Внешний коэффициент теплоотдачи  α∞ учитывает также и термическое 
сопротивление стенки. 

В безразмерных переменных задачу (1), (2) запишем следующим образом: 

0=− ϑϑ 2
2

2
γ

dz

d
,                                                 (3) 

z = 0,  0=
dz

dϑ
;  z = 1, 

dz

d

Bi

ϑϑϑ 1−= ∞  ,                           (4) 

где  ϑ =T-ts;   ϑ ∞ =t ∞-ts;  z =Z/δ;   γ2=hvδ
2/λ;   Bi = α∞δ/λ. 

При Bi→∞ второе граничное условие (4) переходит в условие постоянной 
температуры стенки ϑ  (1) = ϑ ∞. 

Решение системы, зависящее от параметров  γ, ϑ ∞, Bi запишем в виде 

ϑ =C [exp(γz)+exp(-γz)],                                            (5) 

C= ϑ ∞{[ exp(γ)+exp(-γ)]+γ/Bi[exp(γ)-exp(-γ)]} -1 .                         (6) 
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Для граничных условий второго рода 

Z = δ ; 
dZ

dT
λ =q ; Z = 0 ; 

dZ

dT
λ = 0.                               (7) 

Решение задачи, согласно [9], запишем в виде 

z)]exp(-z)[exp(
)exp(

γ)exp(β γγ
γ

ϑ +
−−
−= •

21
  ,                          (8) 

где   
21/

v )h(

q
β

λ
= ;  

λ

δh
γ v

2
2 =  ;   z = 

δ

Z
 . 

Постановка задачи для круглого канала. Дифференциальное уравнение, 
описывающее в квазиодномерной постановке температурное состояние пористого 
круглого цилиндрического образца в процессе испарения теплоносителя, можно 
записать в виде 

)t(Th)
dr

dT
(r

dr

d

r
λ sv −=1

                                          (9) 

или 

)t(Th)
dr

Td

dr

dT

r
λ( sv2

2

−=+1 .                                      (10) 

Граничные условия 3-го рода. Граничные условия 3-го рода можно записать 
следующим образом:  

R=0, 0=
dr

dT
λ , r=δ, T)(tα

dr

dT
λ −= ∞∞ .                        (11) 

Введём обозначения 

ϑ =T-ts ,   ϑ ∞=t∞-ts ,    ξ = r/δ, 
λ

δh
γ v

2
2 =  ,    

λ

δα
Bi ∞=  ,          (12) 

где hv – интенсивность объемного внутрипористого теплообмена; α∞ - внешний 
коэффициент теплоотдачи, учитывающий также и термическое сопротивление 
стенки; λ – теплопроводность пористого образца, учитывающая теплопроводность 
каркаса, теплопроводность жидкостной и паровой фаз. 

Запишем уравнение (10) с граничными условиями (11) в безразмерном виде: 

0
1 2

2

2
=−+ ϑϑϑ

γ
dξ

d

ξdξ

d
                                         (13) 

или                                                   

ξ
2 ϑ '' + ϑ 'ξ – ϑ ξ2γ2 = 0                                        (14) 

при                                         

ξ=0,  dϑ /dξ=0,  ξ=1,  
dξ

d

Bi

ϑϑϑ 1−= ∞  .                          (15) 
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Уравнение (14) представляет собой уравнение Бесселя нулевого порядка, 
решением которого являются цилиндрические функции мнимого аргумента. Его 
решение в общем случае имеет вид [1] 

ϑ =C1I0(γξ)+C2K0(γξ) ,                                          (16) 

где I0 – модифицированная функция Бесселя первого рода нулевого порядка;  К0 – 
модифицированная функция Бесселя второго рода нулевого порядка, называемая 
также функцией Макдональда.   

При нахождении решения (16) дифференциального уравнения Бесселя (14) 
используем подстановку ϑ 1=γϑ . 

Учитывая, что на оси пористого канала значение температуры пористого 
образца должно иметь конечное значение, а также то обстоятельство, что функция 
К0(х)→∞  при  х→0, получаем, что С2=0 и решение (16) поэтому можно записать 
следующим образом: 

ϑ =C1I0(γξ) .                                                        (17) 

Постоянную С1 найдем из второго граничного условия (15): 

)(I
Bi

γ
)(I

C

10 γγ

ϑ

+
= ∞

1  ,                                             (18) 

где I1 – модифицированная функция Бесселя первого рода, первого порядка. 
Поэтому решение уравнения (14) при граничных условиях 3-го рода (15) будет 

иметь вид 

)(I
Bi

γ
)(I

)(I

0

0

γγ

ϑγξϑ
1+

= ∞  .                                           (19) 

При Bi→∞ граничные условия 3-го рода переходят в граничные условия 
первого рода (ϑ ∞=const)  и решение в этом случае запишем так: 

)(I

)(I

γ
ϑγξϑ

0

0 ∞=  .                                               (20) 

При этом, используя соотношение 
1==

==
ξδr dξ

d

δ

λ

dr

dT
λq

ϑ
, плотность 

теплового потока, передаваемого от стенки внутрь канала, определим следующим 
образом: 

)(
)(I

)(I
)h(q v 1

0

121 ϑ
γ
γλ /=  .                                           (21) 

Комплекс 
)(I

)(I
)h( v γ

γλ
0

121/  можно рассматривать как эффективный 

коэффициент теплоотдачи α от внутренней поверхности стенки цилиндрического 
пористого канала, если записать плотность теплового потока в виде 

q=α(T-ts)|ξ=1 .                                                  (22) 
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Граничные условия второго рода. При граничных условиях второго рода 
выражения для теплообмена на оси и на стенке канала запишем следующим 
образом: 

r = 0, 0=
dr

dT
,    r = δ  , q

dr

dT
λ =                               (23) 

или, используя обозначения (12), получим  

ξ=0,  0=
dξ

dϑ
,  ξ=1,   

λ

qδ

dξ

d =ϑ
 .                                (24) 

При этом решение уравнения (16), с учетом замечаний относительно 
постоянной С2, аналогичных замечаниям при граничных условиях 3-го рода, будет 
выглядеть следующим образом:   

)(I

)(I

)h(

q

v γ
γξ

λ
ϑ

1

0
21/

=  .                                          (25) 

Для того чтобы получить связь между температурой нагреваемой стенки и 
подводимым тепловым потоком, воспользуемся соотношением 

1==
==

ξδr dξ

d

δ

λ

dr

dT
λq

ϑ
  .                                   (26) 

При этом искомое выражение получим в виде 

)(
)(I

)(I
)h(q v 1

0

121 ϑ
γ
γλ /=  .                                    (27) 

Комплекс 
)(I

)(I
)h( v γ

γλ
0

121/  можно рассматривать как эффективный 

коэффициент теплоотдачи α от внутренней поверхности стенки, если плотность 
теплового потока записать в виде  

q = α(T-ts)|z=1=αϑ (1) .                                           (28) 

Сравнительный анализ расчетных данных избыточной температуры ϑ =Т-ts 
пористого материала поперек канала при ϑ (1) = ϑ ∞=100  0

С для различных 
значений γ для каналов плоского и круглого поперечных сечений и граничных 
условий первого, второго и третьего рода показан соответственно на рис. 1 - 3.  
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                            а                                                                             б 

Рис. 1 Распределение избыточной температуры ϑ =T-ts 
пористого материала поперёк а - плоского, б - цилиндрического 

канала для ϑ (1) = ϑ ∞ = 1000 С для следующих значений γ :1 - 1; 2 - 2; 3 - 3; 4 - 4; 5 - 10 

                                
                            а                                                                             б 

Рис. 2 Распределение избыточной температуры ϑ =T-ts 
пористого материала поперёк а - плоского, б - цилиндрического 

канала для β = q/(λh)1/2 = 1000 С (граничные условия 2-го рода) для следующих значений γ : 
1 - 1; 2 - 2; 3 - 3; 4 - 4; 5 - 10 

                                  
          а                                                                                б 

Рис. 3 Распределение избыточной температуры ϑ =T-ts 
пористого материала поперёк а - плоского, б - цилиндрического 

канала для ϑ ∞ = 1000 С, Bi = 1 (граничные условия 3-го рода) для следующих значений γ : 
1 - 1; 2 - 2; 3 - 3; 4 - 4; 5 - 10 
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Профили температур для каналов плоского поперечного сечения взяты из 
работ [7] и [9] соответственно, а также дополнительно были рассчитаны по 
соотношениям (19), (20), (25). Соответствие профилей температур для плоского и 
круглого каналов свидетельствует о правильности полученных аналитических 
выражений для каналов круглого поперечного сечения. 

Более высокие значения температур для круглого пористого канала по 
сравнению с плоским каналом можно объяснить тем, что в канале круглого 
поперечного сечения нагрев идёт по всему периметру сечения, а в плоском канале - 
только с двух сторон – сверху и снизу. 

Расчет массового паросодержания вдоль канала.  Важным параметром для 
расчета связанных между собой процессов теплообмена и гидравлики при 
испарении движущегося потока в пористом канале является массовое расходное 
паросодержание. 

Массовое расходное паросодержание потока определим как отношение 
количества тепла, поглощенного потоком от начала области испарение до 
рассматриваемого сечения, к количеству тепла, необходимого для полного 
испарения потока. 

В общем случае расходное массовое паросодержание для случая движения 
испаряющегося потока сквозь канал рассчитываем по соотношению 

∑

=
Q
погл.Q

x ,                                                      (29) 

где Qпогл. – поглощенное количество тепла к данному сечению; QΣ – суммарное 
количество тепла, необходимое для испарения заданного массового расхода 
жидкости (потока). Для цилиндрического канала получим 

L)πd(Kqr
πd

Grm Q −=== •∑ 4

2
& ,                              (30) 

где  r – теплота парообразования; 

∫−
=

K

L

q(z)dz
LK

q
1

 ,                                           (31) 

L)πd(Zqq(z)dzπdQ
Z

L
погл. −== ∫ ,                               (32) 

Gdr

q(z)dz

r
πd

L)G(Z

L)πd(Z  )q(z)dz (

x

Z

L

Z

L
∫∫

=
−

−

=

• 4

4

2
.                          (33) 
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В формулах (30) – (33) K, L - координаты конца и начала области испарения;     
Z - текущая координата в области испарения. 

Физическая картина процесса детально рассматривается в работах [7 – 9], в 
которых получено решение задачи испарения потока теплоносителя в одномерной 
постановке для плоского пористого канала. 

Выводы. Полученные аналитические решения задачи о теплообмене при 
испарении потока в пористом цилиндрическом канале могут быть использованы 
при создании различного рода высокоэффективных теплообменных устройств, 
используемых в разнообразных энергетических машинах. Сравнение решений для 
цилиндрического и плоского пористых каналов и их соответствие свидетельствуют 
о правильности полученных решений.   
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