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Исследована задача оптимального управления для вырождающегося параболо–
гиперболического уравнения с переменными коэффициентами для полуопреде-
ленного критерия качества. Выведены условия существования и единственно-
сти решения исходной краевой задачи. Для задачи оптимального управления
выведены условия, которые обеспечивают существование единственного реше-
ния.
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1. Введение

В данной работе исследована одна задача оптимального управления для
вырождающегося на линии t = 0 параболо–гиперболического уравнения с
переменными коэффициентами. Неуправляемая краевая задача для такого
уравнения была рассмотрена в [1]. В случае наличия управления в правой
части решение краевой задачи локально зависит от управления по параболи-
ческой части в точке t = 0. Этот факт приводит к тому, что это управление
следует искать в классе абсолютно непрерывных функций.

2. Решение вырождающегося неоднородного
параболо-гиперболического уравнения

Требуется найти функцию y(x, t) ∈ C1(D̄) ∩ C2(D−) ∩ C2,1(D+), удовле-
творяющую в D уравнению

Ly(x, t) = û(x, t) (2.1)
————————————————–
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94 В. Е. КАПУСТЯН, И. А. ПЫШНОГРАЕВ

начальным
y(x,−α) = ϕ(x) (2.2)

и граничными условиями

y(0, t) = y(1, t) = 0,−α ≤ t ≤ T, (2.3)

где D = {(x, t) : 0 < x < 1,−α < t ≤ T, α, T > 0}, D− = {(x, t) : 0 < x <
1,−α < t ≤ 0}, D+ = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T}, управление û и начальные
условия ϕ считаем задаными, а их свойства по гладкости будут уточнены
ниже,

Ly =

{
yt − tnyxx + b2tny, t > 0,

ytt − (−t)myxx + b2(−t)my, t < 0.

В операторе L предполагается, что числа b ≥ 0,m, n > 0.

В работе [1] задача (2.1)–(2.3) рассмотрена для случая û(x, t) ≡ 0.

В краевой задаче (2.1)–(2.3) положим для удобства

û(x, t) =

{
u(x, t), t ≥ 0,
v(x, t), t < 0.

Для представления ее решения справедлива формула

y(x, t) =
∞∑
k=1

Xk(x) yk(t), (2.4)

где функции yk(t) определяются как решения задач Коши

dyk(t)

dt
+ µ2

kt
nyk(t) = uk(t), t > 0,

d2yk(t)

dt2
+ µ2

k(−t)myk = vk(t), t < 0,

yk(−α) = ϕk, yk(0−) = yk(0+),
dyk(0−)

dt
=
dyk(0+)

dt
, (2.5)

причем, Xk =
√

2 sin kxπ, k = 1, ... ортонормированная, полная в L2(0, 1)
система функций; µ2

k = b2 + (kπ)2; последовательность чисел ϕk и после-
довательности функций uk(t), vk(t) — коэффициенты Фурье для функций
ϕ(x), u(x, t), v(x, t) по базису {Xk(x)}∞k=1.

Выпишем решения задач (2.5). Общее решение первого уравнения из (2.5)
имеет вид

yk(t) = ak exp(−µ2
k

tn+1

n+ 1
) +

ˆ t

0
uk(τ) exp(−µ2

k

tn+1 − τn+1

n+ 1
)dτ, (2.6)

где ak — произвольная постоянная.
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Найдем общее решение второго уравнения из (2.5). С этой целью рассмот-
рим соответствующее однородное уравнение. Заменой переменных [1]

y(t) = Y (pk(−t)q)
√
−t, pk = µk/q, q = (m+ 2)/2

это уравнение сводится к уравнению

Y ′′(z) +
1

z
Y ′(z) + (1− ν2

z2
)Y (z) = 0, (2.7)

где z = pk(−t)q, ν = (2q)−1.
Уравнение (2.7) имеет общее решение вида [2]

Y (z) = C1Jν(z) + C2J−ν(z),

где C1, C2 — произвольные постоянные, Jν(z) — функция Бесселя первого
рода порядка ν

Jν(z) =
∞∑
s=0

(−1)s

Γ(s+ 1)Γ(s+ ν + 1)
(
z

2
)ν +2s,

причем, Γ(θ) — гамма-функция определяется интегралом

Γ(θ) =

ˆ ∞
0

exp(−x) xθ−1dx, θ > 0.

Тогда общее решение однородного уравнения запишется в виде

y0
k(t) = ck

√
−tJ(2q)−1(pk(−t)q) + dk

√
−tJ−(2q)−1(pk(−t)q), t < 0,

где ck, dk — произвольные постоянные.
Решая теперь второе уравнение из (2.5) методом вариации постоянных,

находим

yk(t) = ck(−t)1/2J(2q)−1(pk(−t)q) + dk(−t)1/2J−(2q)−1(pk(−t)q)−

−Q(q)

q
(−t)1/2

ˆ t

−α
(−τ)1/2vk(τ)(J(2q)−1(pk(−t)q)J−(2q)−1(pk(−τ)q)−

−J−(2q)−1(pk(−t)q)J(2q)−1(pk(−τ)q))dτ, t < 0, (2.8)

где Q(q) = π/(2 sin(π/2q)).
В представлении (2.8) использованы известные формулы для цилиндриче-
ских функций [3]

d

dz
(zνJν(z)) = zνJν−1(z),

d

dz
(zνJ−ν(z)) = −zνJ1−ν(z),

Jν(z)
d

dz
(J−ν(z))− d

dz
(Jν(z))J−ν(z) = −2

sin νz

πz
,
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Jν(z)J−ν+1(z) + J−ν(z) Jν−1(z) = 2
sin νz

πz
. (2.9)

Исходя из приведенных формул дифференцирования, вычислим

dyk(t)

dt
= pkq(−t)q−1/2[− ckJ1/2q−1(pk(−t)q) + dkJ1−1/2q(pk(−t)q)]+

+Q(q)pk(−t)q−1/2

ˆ t

−α
(−τ)1/2vk(τ)(J(2q)−1−1(pk(−t)q) J−(2q)−1(pk(−τ)q)+

+J1−(2q)−1(pk(−t)q)J(2q)−1(pk(−τ)q))dτ, t < 0.

Для функций Бесселя верно асимптотическое представление

Jν(z) ∼ 1

Γ(1 + ν)
(
z

2
)ν , z → 0.

Тогда условия сопряжения и начальные условия приводят к системе уравне-
ний для определения постоянных

ak =
dk

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2q +
Q(q)

q

ˆ 0

−α
(−τ)1/2vk(τ)×

× 1

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2q J(2q)−1(pk(−τ)q))dτ,

uk(0) =
−2qck

Γ(1/2q)
(
pk
2

)1/2q +
2Q(q)

Γ(1/2q)
(
pk
2

)1/2q

ˆ 0

−α
(−τ)1/2vk(τ)×

×J−(2q)−1(pk(−τ)q))dτ,

ϕk = ck (α)1/2J(2q)−1(pkα
q) + dk (α)1/2J−(2q)−1(pkα

q). (2.10)

Предположим, что
δk(α) = J−(2q)−1(pkα

q) 6= 0. (2.11)

Тогда

ck =
Q(q)

q

ˆ 0

−α
(−τ)1/2vk(τ)J−(2q)−1(pk(−τ)q))dτ − Γ(1/2q)

2q
(
pk
2

)−1/2q uk(0),

dk =
ϕk

(α)1/2δk(α)
−
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
(
Q(q)

q

ˆ 0

−α
(−τ)1/2vk(τ) ×

×J−(2q)−1(pk(−τ)q)dτ − Γ(1/2q)

2q
(
pk
2

)−1/2quk(0)),

ak =
1

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2q(
ϕk

(α)1/2 δk(α)
−
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
(
Q(q)

q
×

×
ˆ 0

−α
(−τ)1/2vk(τ) J−(2q)−1(pk(−τ)q)dτ − Γ(1/2q)

2q
(
pk
2

)−1/2quk(0)))+
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+
Q(q)

q

ˆ 0

−α
(−τ)1/2 vk(τ)

1

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2qJ(2q)−1(pk(−τ)q))dτ.

Таким образом, формулы (2.6) и (2.8) принимают окончательный вид отно-
сительно начального условия и управления

yk(t) = Φk,+(t)ϕk +

ˆ 0

−α
Vk,+(t, τ)vk(τ)dτ+

+Uk,+(t)uk(0) +

ˆ t

0
Uk,+(t, τ)uk(τ)dτ, t > 0;

yk(t) = Φk,−(t)ϕk +

ˆ 0

−α
Vk,−(t, τ)vk(τ)dτ+

+Uk,−(t)uk(0) +

ˆ t

−α
Vk,−(t, τ)vk(τ)dτ, t < 0, (2.12)

где

Φk,+(t) =
exp(−µ2

kt
n+1/(n+ 1))

Γ(1− 1/2q)(α)1/2δk(α)
(
pk
2

)−1/2q,

Vk,+(t, τ) =
exp(−µ2

kt
n+1/(n+ 1))

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2q Q(q)

q
(−τ)1/2×

×(J(2q)−1(pk(−τ)q))−
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
J−(2q)−1(pk(−τ)q)),

Uk,+(t) =
Γ(1/2q) exp(−µ2

kt
n+1/(n+ 1))

2qΓ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/q
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
,

Uk,+(t, τ) = exp(−µ2
k

tn+1 − τn+1

n+ 1
), t > 0, τ < 0,

Φk,−(t) =
(−t)1/2J−(2q)−1(pk(−t)q)

(α)1/2δk(α)
,

Vk,−(t, τ) =
Q(q)

q
(−t)1/2(−τ)1/2J−(2q)−1(pk(−τ)q)(J(2q)−1(pk(−t)q) −

−
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
J−(2q)−1(pk(−t)q)),

Uk,−(t) = −Γ(1/2q)

2q
(
pk
2

)−1/2q(−t)1/2(J(2q)−1(pk(−t)q)−

−
J(2q)−1(pkα

q)

δk(α)
J−(2q)−1(pk(−t)q)),

Vk,−(t, τ) = −Q(q)

q
(−t)1/2 (−τ)1/2(J(2q)−1(pk(−t)q)J−(2q)−1(pk(−τ)q)−

−J−(2q)−1(pk(−t)q)J(2q)−1(pk(−τ)q)), t, τ < 0.

Имеет место
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Лемма 2.1 (см. [1]). Пусть выполнено одно из условий: 1) αq = αq/q —
любое натуральное число; 2) αq = c/d, где c и d, 4q и d — взаимно простые
натуральные числа. Тогда при достаточно больших k существует такое
положительное число C0, вообще говоря, зависящее от α, что выполняется
неравенство

k1/2|δk(α)| ≥ C0 > 0 • (2.13)

Далее найдем условия на функции ϕ(x) и û(x, t), которые обеспечивают
существование единственного решения исходной задачи.

Получим оценки для коэффициентов представления (2.12) и их произ-
водных по времени при достаточно больших k, используя неравенство (2.13),
асимптотическую формулу из [3]

Jν(z) =

√
2

πz
cos(z − π

2
ν − π

4
) +O(z−3/2), z →∞

и формулы

d

dt
((−t)1/2J1/2q(z)) = −pkq(−t)q−1/2J−(1−1/2q)(z),

(−t)1/2J1/2q(z) ∼ (
pk
2

)1/2q (−t)
Γ(1 + 1/2q)

, t→ 0,

d

dt
((−t)1/2J1/2q(z)) ∼ −

2q

Γ(1/2q)
(
pk
2

)1/2q, t→ 0;

d2

dt2
((−t)1/2J1/2q(z)) = −p2

kq
2 (−t)2q−3/2J1/2q(z),

d2

dt2
((−t)1/2J1/2q(z)) ∼ −

p2
kq

2(−t)2q−1

Γ(1 + 1/2q)
(
pk
2

)1/2q, t→ 0;

d

dt
((−t)1/2J−1/2q(z)) = pkq(−t)q−1/2J1−1/2q(z),

(−t)1/2J−1/2q(z) ∼ (
pk
2

)−1/2q 1

Γ(1− 1/2q)
, t→ 0,

d

dt
((−t)1/2J−1/2q(z)) ∼ (

pk
2

)2−1/2q 2q(−t)2q−1

Γ(2− 1/2q)
, t→ 0;

d2

dt2
((−t)1/2J−1/2q(z)) = −p2

kq
2 (−t)2q−3/2J−1/2q(z),

d2

dt2
((−t)1/2J−1/2q(z)) ∼ −

p2
kq

2(−t)2q−1

Γ(1− 1/2q)
(
pk
2

)−1/2q, t→ 0.

Искомые оценки будут иметь вид

|Φk,+(t)|, |Φk,−(t)| < Ck
m

2(m+2) ,
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|Uk,+(t)|, |Vk,+(t, τ)|, |Vk,−(t, τ)|, |Uk,−(t)|, |Vk,−(t, τ)| < Ck−
2

m+2 ,

|Uk,+(t, τ)| ≤ 1;

|
dΦk,+(t)

dt
| < Ck2+ 1

m+2 ,

|
∂Vk,+(t, τ)

∂t
|, |
dUk,+(t)

dt
| < Ck2− m

m+2 ,

|
∂Uk,+(t, τ)

∂t
| < Ck2,

|
dΦk,−(t)

dt
| < Ck, |

∂Vk,−(t, τ)

∂t
|, |
dUk,−(t)

dt
| < Ck

m
2(m+2) ,

|
∂Vk,−(t, τ)

∂t
| < Ck;

|
d2Φk,−(t)

dt2
| < Ck3/2, |

∂2Vk,−(t, τ)

∂t2
|, |
d2Uk,−(t)

dt2
| < C k

3m+4
2(m+2) ,

|
∂2Vk,−(t, τ)

∂t2
| < Ck

3m+4
2(m+2) . (2.14)

Имеет место

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1 и vi(t) ∈ C(−α, 0), ui(t) ∈
C(0, T ), i ≥ 0. Тогда при достаточно больших k для коэффициентов разло-
жения (2.4) и их производных по времени справедливы оценки

|yk(t)| < C(k
1
2 |ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+ ||uk||C(0,T )),

|dyk(t)
dt
| < C(k

5
2 |ϕk|+ k2(||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+ ||uk||C(0,T ))), t > 0;

|yk(t)| < C(|ϕk|k
1
2 + ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|),

|dyk(t)
dt
| < C(k(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0)) + |uk(0)|k

1
2 ),

|d
2yk(t)

dt2
| < Ck3/2(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|), t < 0.

Доказательство. Найдем оценки для представления (2.12) и его производ-
ных по времени, учитывая неравенства (2.14).

|yk(t)| ≤ max
t≥0
|Φk,+(t)| |ϕk|+ α max

t≥0,τ≤0
|Vk,+(t, τ)|||vk||C(−α,0)+

+ max
t≥0
|Uk,+(t)||uk(0)|+ T max

t,τ≥0
|Uk,+(t, τ)| ||uk||C(0,T ) <

< C(k
m

2(m+2) |ϕk|+ k−
2

m+2 (α||vk||C(−α,0) + |uk(0)|)) + T ||uk||C(0,T ) <

< C(k
1
2 |ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|)) + ||uk||C(0,T )),
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|dyk(t)
dt
| ≤ max

t≥0
|
dΦk,+(t)

dt
||ϕk|+ α max

t≥0,τ≤0
|
∂Vk,+(t, τ)

∂t
|||vk||C(−α,0)+

+ max
t≥0
|
dUk,+(t)

dt
| |uk(0)|+ (T max

t,τ≥0
|
∂Uk,+(t, τ)

∂t
|+ 1)||uk||C(0,T ) <

< C(k2+ 1
m+2 |ϕk|+ (||vk||C(−α,0) + |uk(0)|)k2− m

m+2 + ||uk||C(0,T )k
2) <

< C(k
5
2 |ϕk|+ k2(||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+ ||uk||C(0,T )));

|yk(t)| ≤ max
t≤0
|Φk,−(t)| |ϕk|+ α(max

t,τ≤0
|Vk,−(t, τ)|+ max

t,τ≤0
|Vk,−(t, τ)|)×

×||vk||C(−α,0) + max
t≤ 0
|Uk,−(t)||uk(0)| <

< C(|ϕk|k
m

2(m+2) + (||vk||C(−α,0) + |uk(0)|)k−
2

m+2 ) <

< C(|ϕk|k
1
2 + ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|),

|dyk(t)
dt
| ≤ max

t≤0
|
dΦk,−(t)

dt
||ϕk|+ α(max

t,τ≤0
|
∂Vk,−(t, τ)

∂t
|+

+ max
t,τ≤0

|
∂Vk,−(t, τ)

∂t
|)||vk||C(−α,0) + max

t≤0
|
dUk,−(t)

dt
||uk(0)| <

< C(k(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0)) + |uk(0)|k
m

2(m+2) ) <

< C(k(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0)) + |uk(0)|k
1
2 ),

|d
2yk(t)

dt2
| ≤ max

t≤ 0
|
d2Φk,−(t)

dt2
||ϕk|+ (α(max

t,τ≤0
|
∂2Vk,−(t, τ)

∂t2
|+

+ max
t,τ≤0

|
∂2Vk,−(t, τ)

∂t2
|) + max

t,τ≤0
|
∂Vk,−(t, τ)

∂t
|τ=t|)||vk||C(−α,0)+

+ max
t≤0
|
d2Uk,−(t)

dt2
| |uk(0)| < C(k3/2|ϕk|+ (||vk||C(−α,0) + |uk(0)|)k

3m+4
2(m+2) ) <

< Ck3/2(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|).

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия леммы 2.2 и сходится ряд

∞∑
k=1

(k
5
2 |ϕk|+ k2(||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+

+||uk||C(0,T ))).

Тогда задача (2.1)–(2.3) имеет единственное решение и оно определяется
рядом (2.4).
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Доказательство. Так как Xi(x) ≤
√

2, i ≥ 1, x ∈ [0, 1], то из (2.4) и нера-
венств леммы 2.2 получим оценки

|y(x, t)| < C

∞∑
k=1

(k
1
2 |ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+ ||uk||C(0,T )),

|∂y(x, t)

∂t
| < C

∞∑
k=1

(k
5
2 |ϕk|+ k2(||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+

+||uk||C(0,T ))), t ∈ [−α, T ];

|ytt(x, t)| < C
∞∑
k=1

k3/2(|ϕk|+ ||vk||C(−α,0) + |uk(0)|), t < 0;

|yxx(x, t)| < C

∞∑
k=1

(k
5
2 |ϕk|+ k2(||vk||C(−α,0) + |uk(0)|+

+||uk||C(0,T ))), t ∈ (−α, T ).

Из того, что yt(x, 0+) − u(x, 0+) ≡ ytt(x, 0−) − v(x, 0−) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 1],
следует, что функция y(x, t), определяемая рядом (2.4), всюду в D удовлетво-
ряет уравнению (2.1). Таким образом, как и в случае однородного уравнения
(2.1) [1], линия вырождения t = 0 здесь также является устранимой особой
точкой.

3. Оптимальное управление с полуопределенным критерием
качества.

Вместо уравнения (2.1) рассмотрим уравнение

Ly(x, t) = g(x)û(t), (3.1)

где g(x) — фиксированная функция, û(t) = v(t), t ∈ [−α, 0); û(t) = u(t), t ∈
[0, T ].
Пусть управляемый процесс y(x, t) описывается краевой задачей (2.1)–(2.3).
Требуется найти управления v∗(t) ∈ C[−α, 0) : |v∗(t)| ≤ 1; |u∗(0)| ≤ l0; ξ∗(t) ∈
L2[0, T ] : |ξ∗(t)| ≤ l1 п. в. на [0, T ], которые минимизируют функционал

I(û) = 0.5((

ˆ 1

0
q(x)(y(x, T )− ψ(x))dx)2+

+γ(

ˆ 0

−α
v2(t) dt+ u2(0) +

ˆ T

0
ξ2(t)dt)), (3.2)
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где ψ(x) — фиксированная функция, γ, l0, l1 = const > 0,

u(t) = u(0) +

ˆ t

0
ξ(τ)dτ.

Критерий качества (3.2) относится к классу полуопределенных функциона-
лов: он может быть равен нулю необязательно, когда û(t) = 0, y(x, T ) = ψ(x).

Сформулированная задача оптимального управления может быть фор-
мально сведена к одномерной задаче. С этой целью запишем разложение
функций q(x), ψ(x) по базису {Xk(x)}∞k=1. Тогда функционал (3.2) примет
вид

I(û) = 0.5((

∞∑
i=1

qi (yi(T )− ψi))2 + γ(

ˆ 0

−α
v2(t)dt+ u2(0) +

ˆ T

0
ξ2(t)dt)) =

= 0.5[(

ˆ 0

−α
A(t)v(t)dt+

ˆ T

0
(

ˆ T

t
B(τ)dτ)ξ(t)dt+ (M+

ˆ T

0
B(t) dt)u(0)+

+C)2 + γ(

ˆ 0

−α
v2(t)dt+

ˆ T

0
ξ2(t)dt+ u2(0))], (3.3)

где

A(t) =

∞∑
k=1

qkgk Vk,+(T, t),B(t) =

∞∑
k=1

qkgkUk,+(T, t),

C =

∞∑
k=1

qk(ϕk Φk,+(T )− ψk),M =

∞∑
k=1

qkgk Uk,+(T ). (3.4)

Предположим, что ряды, изображающие функции A(t),B(t), сходятся равно-
мерно, а ряды, изображающие числа C, M — сходятся.

Необходимые и достаточные условия оптимальности для задачи (2.1)–
(2.3), (3.3) имеют вид
ˆ 0

−α
[A(t)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ+

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ+(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0)+

+C) + γv∗(t)][v(t)− v∗(t)]dt ≥ 0∀|v(t)| ≤ 1,

[(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ + (M+

+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0) + C) + γu∗(0)][u(0)− u∗(0)] ≥ 0∀|u(0)| ≤ l0,

ˆ T

0
[

ˆ T

t
B(τ)dτ(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ+

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ+(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)×

×u∗(0) + C) + γ ξ∗(t)][ξ(t)− ξ∗(t)]dt ≥ 0∀ |ξ(t)| ≤ l1. (3.5)
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Система вариационных неравенств (3.5) эквивалентна таким локальным
условиям [4]

v∗(t) = −1,A(t)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ) ξ∗(ς)dς+

+C + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0))− γ > 0,

t ∈ [ξ
i
, ξi] ⊂ [−α, 0), i = 1, V1, (3.6)

|v∗(t)| < 1, v∗(t) = −A(t)

γ
(

ˆ 0

−α
A(τ) v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ) ξ∗(ς)dς+

+C + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0)), t ∈ [ξ

i
, ξi] ⊂ [−α, 0), i = V1 + 1, V2, (3.7)

v∗(t) = 1,A(t)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ) ξ∗(ς)dς + C+

+(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ) u∗(0)) + γ < 0, t ∈ [ξ

i
, ξi] ⊂ [−α, 0), i = V2 + 1, V3,

∪V3
i=1[ξ

i
, ξi] = [−α, 0); (3.8)

u∗(0) = −l0, (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ−

−(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)l0 + C)− γl0 > 0, (3.9)

|u∗(0)| < l0, u
∗(0) = −1

γ
(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ) (

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ+

+

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ + C + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0)), (3.10)

u∗(0) = l0, (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(%)d%)ξ∗(τ)dτ+

+(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ) l0 + C) + γl0 < 0; (3.11)

ξ∗(t) = −l1,
ˆ T

t
B(τ) dτ(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ)ξ∗(ς)dς+

+C + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0))− γl1 > 0,

t ∈ [ζ
i
, ζi] ⊂ (0, T ], i = 1, U1, (3.12)
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|ξ∗(t)| < l1, ξ
∗(t) = −

´ T
t B(τ)dτ

γ
(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ)dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ)ξ∗(ς)dς+

+C + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)u∗(0)), t ∈ [ζ

i
, ζi] ⊂ (0, T ], i = U1 + 1, U2, (3.13)

ξ∗(t) = l1,

ˆ T

t
B(τ)dτ(

ˆ 0

−α
A(τ)v∗(τ) dτ +

ˆ T

0
(

ˆ T

ς
B(τ)dτ)ξ∗(ς)dς + C+

+(M+

ˆ T

0
B(τ)dτ) u∗(0)) + γl1 < 0, t ∈ [ζ

i
, ζi] ⊂ (0, T ], i = U2 + 1, U3,

∪U3
i=1[ζ

i
, ζi] = (0, T ]. (3.14)

Рассмотрим случай, когда |v∗(t)| < 1, |u∗(0)| < l0, |ξ∗(t)| < l1. Тогда из (3.6)–
(3.14) находим

v∗(t) = − A(t)C̃
γ + (M+

´ T
0 B(τ)dτ)2

, t ∈ [−α, 0);

u∗(0) = −
(M+

´ T
0 B(τ)dτ)C̃

γ + (M+
´ T

0 B(τ)dτ)2
;

ξ∗(t) = −
´ T
t B(τ)dτ C̃

γ + (M+
´ T

0 B(τ)dτ)2
, t ∈ (0, T ], (3.15)

где C̃ = C1 +C2 +C, а числа C1 =
´ 0
−αA(τ)v∗(τ)dτ, C2 =

´ T
0 (
´ T
τ B(ς)dς)ξ∗(τ)dτ

определяются из системы уравнений

(γ + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)2 +

ˆ 0

−α
A2(t) dt)C1 +

ˆ 0

−α
A2(t)dtC2 = −C

ˆ 0

−α
A2(t)dt,

ˆ T

0
(

ˆ T

t
B(τ)dτ)2dtC1 + (γ + (M+

ˆ T

0
B(τ)dτ)2 +

ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(ς)dς)2dτ)C2 =

= −C
ˆ T

0
(

ˆ T

τ
B(ς)dς)2dτ. (3.16)

Система уравнений (3.16) однозначно разрешима, так как имеет отличный от
нуля определитель.

Тогда формулы (3.15) примут окончательный вид

v∗(t) = − A(t)C
γ + (M+

´ T
0 B(τ)dτ)2 +

´ 0
−αA2(τ)dτ +

´ T
0 (
´ T
τ B(ς)dς)2dτ

,

t ∈ [−α, 0);

u∗(0) = −
(M+

´ T
0 B(τ)dτ)C

γ + (M+
´ T

0 B(τ)dτ)2 +
´ 0
−αA2(τ)dτ +

´ T
0 (
´ T
τ B(ς)dς)2dτ

;
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ξ∗(t) = −
´ T
t B(τ)dτC

γ + (M+
´ T

0 B(τ)dτ)2 +
´ 0
−αA2(τ)dτ +

´ T
0 (
´ T
τ B(ς)dς)2dτ

,

t ∈ (0, T ]. (3.17)

В силу оценок (2.14) ряды (3.4) будут равномерно сходиться, если будут
сходиться числовые ряды

∞∑
k=1

|qk||gk|,
∞∑
k=1

|qk|(|ϕk|k
1
2 + |ψk|). (3.18)

Сходимость рядов (3.18) вместе с оценкой из теоремы 1 обеспечивают
как непрерывность управлений, так и существование единственного решения
исходной краевой задачи.

В заключение отметим, что в случае, когда в исходной краевой задаче
b = m = n = 0, а сама краевая задача нелокальна, задачи оптимального
управления различной природы исследованы в работах [5, 6].
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