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Äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó äåÿêèõ îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç äèñêðåò-

íèì ÷àñîì, äëÿ ÿêèõ îá÷èñëåííÿ ç îêðóãëåííÿì äî ðiçíî¨ êiëüêîñòi ðîçðÿäiâ

ïiñëÿ êîìè çóìîâëþ¹ ÿêiñíó çìiíó îðáiò, òîáòî ïîÿâó íîâèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îäíîâèìiðíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, äèñêðåòèçàöiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ïî-

ðÿäîê îêðóãëåííÿ.

1. Âñòóï

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ äèíàìi÷íi ñèñòåìè, âèçíà÷åíi iòåðàöiéíèì
ïðîöåñîì:

xt+i = f(xi), i = 0, 1, 2, ... (1.1)

äå f � äåÿêå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà I = [0, 1] ó ñåáå àáî êîëà S1, ÿêå áóäåìî
îòîòîæíþâàòè ç âiäðiçêîì I çi ñêëå¹íèìè êiíöÿìè.

Ñèñòåìó (1.1) íàçèâàþòü îäíîâèìiðíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ ç äèñêðåò-
íèì ÷àñîì.

Äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ X ïðîöåñ (1.1) çàäà¹ ïîñëiäîâíiñòü xt, t = 0, 1, 2, ...,
ÿêó íàçèâàþòü îðáiòîþ òî÷êè x0.

Äèíàìi÷íi ñèñòåìè (îäíîâèìiðíi) ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì � öå äèôåðåí-
öiàëüíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ẋ = f(x), (1.2)

äå f : R→ R, x = x(t), t ∈ R.
Ñèñòåìè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì âèíèêàþòü, çîêðåìà, ïðè ÷èñëîâîìó

äîñëiäæåííi ñèñòåì ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì (1.2) øëÿõîì çàìiíè ïîõiäíî¨ ẋ íà
ïîäiëåíó ðiçíèöþ:
�����������������
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x(t+ ∆t)− x(t)

∆t

òà çàìiíè t íà t0 + i∆t.

ßêiñíó ïîâåäiíêó òàêèõ ñèñòåì äîêëàäíî îïèñàíî ó [1] i [2].

Çà óìîâ ÷èñëîâîãî îá÷èñëåííÿ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (1.1), ÿê ïðàâèëî, çàñòî-
ñîâóþòü îêðóãëåííÿ äî äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi äåñÿòêîâèõ çíàêiâ ïiñëÿ
êîìè. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (1.1) çàìiíþ¹òüñÿ íà äèíàìi÷íó ñèñòåìó âèãëÿ-
äó

xi+1 = f̃(xi), (1.3)

äëÿ ÿêî¨ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f̃ ¹ ïiäìíîæèíîþ òî÷îê ç I àáî S1, ó
äåñÿòêîâîìó çîáðàæåíi ÿêèõ (áåç äåâ'ÿòêè ó ïåðiîäi) óñi öèôðè ïiñëÿ êîìè,
ïî÷èíàþ÷è ç öèôðè ïiä íîìåðîì k + 1, ¹ íóëi. Âiäîáðàæåííÿ f̃ ñèñòåìè (1.3)
� öå ñóïåðïîçèöiÿ âiäîáðàæåííÿ f òà âiäîáðàæåííÿ îêðóãëåííÿ äî k çíàêiâ
ïiñëÿ êîìè.

×èñëîì k äàëi áóäåìî íàçèâàòè ïîðÿäîê îêðóãëåííÿ.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ öi¹¨ ñòàòòi ïîêàæåìî, ùî çìiíà ïîðÿäêó îêðóãëåííÿ
ìîæå ñóòò¹âî çìiíèòè ÿêiñíó ïîâåäiíêó òðà¹êòîði¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

2. Ïðèêëàäè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî çìiíþþòü
ñâî¨ âëàñòèâîñòi iç çàñòîñóâàííÿì îá÷èñëåíü iç îêðóãëåííÿì

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåìî ïðèêëàäè îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç
íåðåãóëÿðíîþ ïîâåäiíêîþ çà óìîâè çìiíè ïîðÿäêó îêðóãëåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó AN ÷èñåë iç âiäðiçêà [0, 1], äåñÿòêîâå ïîäàííÿ ÿêèõ
ìà¹ âèãëÿä 0, α1α2 ... αN , äå αi = 0, 1, 2, ..., 9; i = 1, ..., N . ×åðåç F ïîçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ AN → AN :

F (x) = {10x}+ [10x] · 10−N ,

äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x, {x} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà x, òîáòî
x = [x] + {x}. Äëÿ x ∈ AN âiäîáðàæåííÿ F äi¹ òàê:

ÿêùî x = 0, x1x2 ... xN , òî F (x) = 0, x2x3 ... xNx1,

òîáòî äiÿ âiäîáðàæåííÿ F ïîëÿãà¹ ó öèêëi÷íîìó ïåðåñòàâëåííi öèôð xi, i =
1, ..., N , ùî óòâîðþþòü äåñÿòêîâå ïîäàííÿ ÷èñëà.

Âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ 10 íåðóõîìèõ òî÷îê âèãëÿäó 0, αα ... α, äå α = 0, 1, 2,
..., 9. ßêùî k ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà N , òîäi åëåìåíòè ìíîæèíè AN âèãëÿäó
0, α1α2 ... αkα1α2 ... αk ... α1α2 ... αk︸ ︷︷ ︸

N

, αi = 0, 1, 2, ..., 9, i = 1, ..., k, � ¹ k-ïåðiîäè÷-

íèìè çà âiäîáðàæåííÿì F .

Äàëi ÷åðåç g : AN → AN ïîçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiä-
íiñòü åëåìåíòó a ∈ AN òàêèé: ã = 0, α̃1α̃2 ... α̃N , äå α̃N = 0, à α̃1α̃2 ... α̃N−1 �
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äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà a, îêðóãëåíîãî äî (N − 1)-ãî çíàêà ïiñëÿ êîìè. Òîáòî
âiäîáðàæåííÿ g îêðóãëþ¹ ÷èñëî a äî (N − 1)-ãî çíàêà ïiñëÿ êîìè i âiäêèäà¹
öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà, ùî ìîãëà óòâîðèòèñÿ â ðåçóëüòàòi îêðóãëåííÿ.

×åðåç F̃ ïîçíà÷èìî íàñòóïíó ñóïåðïîçèöiþ: g ◦ F . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
a ∈ AN , a = 0, α1α2 ... αN , F̃ (a) äi¹ òàêèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó öèêëi÷íî ïåðå-
ñòàâëÿ¹ ìiñöÿìè αi, à ïîòiì íà îòðèìàíå ÷èñëî a′ = F (a) äi¹ âiäîáðàæåí-
íÿì îêðóãëåííÿ g, ÿêå ó öüîìó ÷èñëi íà N -ìó ìiñöi ïiñëÿ êîìè çàëèøà¹ 0:
F̃ (a) = g(a′) = 0, α̃2α̃3 ... α̃N0.

Ïiä F̃ (n) áóäåìî ðîçóìiòè ñóïåðïîçèöiþ

F̃ (n) = F̃ ◦ F̃n−1, n = 1, 2, ...,

äå F̃ 0 � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1. ∃n ∈ N : F̃ (n)(a) = 0, äëÿ âñiõ a ∈ AN .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ a = 0, α1α2 ... αN ÷åðåç σ(a) ïîçíà÷èìî ñóìó σ(a) =
N∑
i=1

αi.

ßêùî α1 = 0, òî 0, 0α2 ... αN
F̃→ 0, α2 ... αN0 , òîáòî σ(a) = σ(F̃ (a)).

Êîëè 1 ≤ α1 ≤ 4, òî 0, α1α2 ... αN
F̃→ 0, α2 ... αN0 , òîáòî σ(F̃ (a)) = σ(a)−α1.

ßêùî α1 ≥ 5 òà αN−1 < 9, òî 0, α1α2 ... αN
F̃→ 0, α2 ... αN + 1 0, òîáòî

σ(F̃ (a)) = σ(a)− α1 + 1.
Íàðåøòi çà óìîâè α1 ≥ 5 òà αN = αN−1 = ... = αN−m = 9, äå m ≥ 0,

ìà¹ìî

0, α1α2 ... αN
F̃→ 0, α2 ... αN−m−1 + 1 0 ... 0︸ ︷︷ ︸

m

,

òîáòî σ(F̃ (a)) = σ(a)− 9(m+ 1) + 1.
Îòæå, ÿêùî ñåðåä öèôð βi, i = 1, ..., N , ÷èñëà b = 0, β1β2 ... βN ¹ íåíóëüîâi,

òî äëÿ äåÿêîãî k > 0
σ(F̃ (k)(b)) < σ(b). (2.1)

Iç (2.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ AN iñíó¹ N(a), äëÿ ÿêîãî

σ(F̃ (N(a))(a)) = 0 ,

òîáòî F̃ (N(a))(a) = 0 . Íåõàé

N = max
a∈AN

N(a) .

Òîäi äëÿ âñiõ a ∈ AN , σ(F̃ (N)(a)) = 0 .

Iç òåîðèìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî óíàñëiäîê îêðóãëåííÿ íà îäèí ðîçðÿä, íåçâà-
æàþ÷è íà òå, íàñêiëüêè âåëèêå N , ìîæåìî ìàòè ÿêiñíó çìiíó äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè.



ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÄÅßÊÈÕ ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍÈÕ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 141

Íàâåäåìî ùå îäèí ïðèêëàä íåðåãóëÿðíî¨ ïîâåäiíêè ðåçóëüòàòiâ äèñêðåòè-
çàöi¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó ðàçi ïîäðiáíåííÿ êðîêó äèñêðåòèçàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : [0, 1] → [0, 1], ϕ(x) =
{
x+ 10−K

}
. Âiäîáðà-

æåííÿ ϕ ìîæíà ââàæàòè âiäîáðàæåííÿì êîëà S1, óòâîðåíîãî îòîòîæíåííÿì
òî÷îê 0 òà 1, òîäi âiäîáðàæåííÿ ϕ äi¹ ÿê îáåðòàííÿ êîëà íà êóò 2π/10K .

Äàëi ÷åðåç ϕN ïîçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ AN → AN , ÿêå ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ
çâóæåííÿ ϕ íà AN i îêðóãëåííÿ äî N äåñÿòêîâèõ çíàêiâ, ϕN = ON ◦ϕ, äå ON
� öå îïåðàöiÿ îêðóãëåííÿ äî N äåñÿòêîâèõ çíàêiâ.

Ïåðåâiðèìî ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî N < K, òî ϕN áóäå òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî

N = K, òî óñi òî÷êè AN óòâîðþþòü öèêë, i ÿêùî N > K, òî òî÷êè AN
óòâîðÿòü 10N−K öèêëiâ äîâæèíîþ 10K .

3. ×èñëîâå äîñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíèõ ñèñòåì

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi øëÿõîì òî÷íèõ îá÷èñëåíü i ïîäàëüøîãî
êîíòðîëüîâàíîãî îêðóãëåííÿ. Ó öüîìó ðîçäiëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çîá-
ðàæåííÿ ÷èñëà ó äâiéêîâié ïîçèöiéíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

×èñëîâå äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèìî òàêèì ÷èíîì:

(1) äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ îáèðà¹ìî îäíîâèìiðíó äèñêðåòíó äèíàìi÷íó ñè-
ñòåìó, óòâîðåíó âiäîáðàæåííÿì fi, i = 1, 2 âiäðiçêà [0, 1] ó ñåáå;

(2) íåõàé f1(x) = 3x(1− x);

(3) íåõàé f2(x) =

{
0, 9x, x < 2/3,

1, 8(1− x), x ≥ 2/3.

(4) ðîçáèâà¹ìî âiäðiçîê [0, 1] íà 212 ðiâíèõ ÷àñòèí; 212+1 îäåðæàíèõ òî÷îê
öüîãî ðîçáèòòÿ îáèðà¹ìî çà ìíîæèíó âèçíà÷åííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè,
(ïðàöþ¹ìî ó äâiéêîâié ïîçèöiéíié ñèñòåìi îá÷èñëåííÿ, äå ñòåïiíü ÷èñëà
212 îçíà÷à¹, ùî òî÷êè ìàþòü 12 çíàêiâ (0 àáî 1) ïiñëÿ êîìè);

(5) áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xn = f(xn−1);

(6) çíà÷åííÿ xn íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöi¨ îêðóãëÿ¹ìî äî äåÿêîãî äâiéêî-
âîãî çíàêà ïiñëÿ êîìè k = 3, 4, 5, 6. Öi îêðóãëåííÿ ðîçáèâàþòü âiäðiçîê
[0, 1] íà ðiâíi ïðîìiæêè, êiëüêiñòü ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó îêðóã-
ëåííÿ; íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f îêðóãëåíå, òîá-
òî ôóíêöiÿ íàáóâà¹ ïîñòiéíèõ çíà÷åíü, òîìó òî÷êè êîæíîãî ç ïðîìiæ-
êiâ ìîæíà îòîòîæíèòè ç îäíi¹þ òî÷êîþ öüîãî æ ïðîìiæêó, íàïðèêëàä,
ëiâèì êiíöåì;
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Òàáëèöÿ 1: Êiëüêiñòü òî÷îê íà ïðîìiæêó çàëåæíî âiä ðîçáèòòÿ âiäðiçêà òà
ñóìà âiäïîâiäíèõ êîìiðîê äëÿ ïîðiâíÿííÿ, f1

Íîìåð ïðîìiæêó 26 25 24 23

0 440
1 44 880
2 88
3 44 88 1760
4 44
5 134 178
6 46
7 46 92 182 3580

Ñóìà 886 1238 1942 3580

8 90
9 48 94
10 48
11 94 276 374
12 50
13 184 100
14 50
15 52 102 202 394

Ñóìà 616 572 576 394

16 100
17 52 198
18 102
19 54 110 216
20 56
21 148 208
22 58
23 108 118 606 842

Ñóìà 678 634 822 842

24 62
25 110 400
26 64
27 160 130 254
28 66
29 118 234
30 72
31 256 144 480 532

Ñóìà 908 908 734 532

32 126
33 76 254
34 134
35 82 164 316
36 315
37 1853 633
38 8969
39 100 10584 909 7281

Ñóìà 11655 11635 1225 7281

40 2838
41 2082 5218
42 2212
43 2168 3722 17272
44 2086
45 3008 5318
46 9997
47 1709 11470 18082 21508

Ñóìà 26100 25728 35354 21508
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Òàáëèöÿ 2: Êiëüêiñòü òî÷îê íà ïðîìiæêó â çàëåæíîñòi âiä ðîçáèòòÿ âiäðiçêà
òà ñóìà âiäïîâiäíèõ êîìiðîê äëÿ ïîðiâíÿííÿ, f2

Íîìåð ïðîìiæêó 26 25 24 23

0 3916
1 782 7827
2 853
3 924 1564 16901
4 995
5 1067 1707
6 1209
7 1351 1849 3812 30272

Ñóìà 11097 12947 20713 30272

8 1494
9 1707 1991
10 1209
11 711 3385 3528
12 2603
13 640 3243
14 2532
15 569 3101 3243 3528

Ñóìà 11465 11720 6771 3528

16 2461
17 498 2959
18 2390
19 427 2817 2959
20 426
21 1892 711
22 356
23 355 1963 2674 2959

Ñóìà 8805 8450 5633 2959

24 1821
25 285 569
26 284
27 1750 1821 2390
28 214
29 213 427
30 1536
31 142 1678 2105 2390

Ñóìà 6245 4495 4495 2390

32 143
33 142 285
34 1465
35 71 1536 1821
36 72
37 71 143
38 1394
39 0 1394 1537 1821

Ñóìà 3358 3358 3358 1821
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(7) ïåðøèé iòåðàöiéíèé êðîê ïðîâîäèòüñÿ ç óñiìà 212+1 òî÷êàìè. Ðåçóëü-
òàòîì ¹ îêðóãëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f äî ÷èñëà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ
äâiéêîâèõ çíàêiâ k, òîáòî êîæíà òî÷êà xi ïîòðàïèòü ó îäèí iç k ïðîìiæ-
êiâ;

(8) ïiä ÷àñ íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨ âiäîáðàæåííÿ f äi¹ âæå íà îêðóãëåíå çíà÷åííÿ
i ò.ä. Êiëüêiñòü iòåðàöié ôiêñîâàíà i äîðiâíþ¹ 10.

Ïîðiâíþ¹ìî ðåçóëüòàòè äi¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çàëåæíî âiä òîãî, äî ÿêîãî
çíàêà çäiéñíþâàëè îêðóãëåííÿ. Äëÿ öüîãî ïiäðàõîâó¹ìî êiëüêiñòü òî÷îê íà
êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ. Öÿ êiëüêiñòü ìà¹ çàëèøàòèñÿ ïîñòiéíîþ íà âiäïîâiäíèõ
ïðîìiæêàõ çà óìîâ ðiçíèõ ïîðÿäêiâ îêðóãëåííÿ. Ðåçóëüòàòè äëÿ ðîçãëÿíóòèõ
ôóíêöié fi, i = 1, 2 íàâåäåíî â òàáë. 1,2.
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