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Ïîëó÷åíî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé Áåëüòðàìè, ïîçâîëÿþùåå âè÷èñëèòü çíà÷åíèå âåêòîðà â ëþáîé òî÷êå

îáëàñòè ñ ïîìîùüþ åãî êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò íà ãðàíèöå. Ïðèâåäåíû äâà

èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíûõ êàñàòåëü-

íûõ êîìïîíåíò íà ãðàíèöå. Ïîêàçàíà ñâÿçü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, âåêòîðíîå ïîëå Áåëüòðàìè, ðîòîð, óðàâíå-

íèÿ Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà.

1. Ââåäåíèå

Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì Áåëüòðàìè, åñëè â ëþáîé
òî÷êå îáëàñòè D V×(∇×V) = 0. ×àñòî ê ýòîìó óñëîâèþ äîáàâëÿþò òàê-
æå óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè

∇·V = 0. (1.1)

Âåêòîðíûå ïîëÿ Áåëüòðàìè âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè â ãèäðîäèíàìèêå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ýëåê-
òðîìàãíåòèçìå è ò.ï. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èçó÷åíèþ òàêèõ ïîëåé ïîñâÿùåíî
çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [1�7]. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ïîñâÿùåíî èçó÷å-
íèþ ñâîéñòâ òàêèõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå òîïîëîãèè è êëàññèôèêàöèè. Îäíîé
èç çàäà÷, êîòîðîé òàêæå ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñòðîåíèå òàêèõ ïîëåé ïî èçâåñòíûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Èõ ïîäðîáíûé
îáçîð ìîæíî íàéòè â äèññåðòàöèè [10]. Îäíèì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûå ïîëÿ Áåëüòðàìè, êîãäà

∇×V = kV,

ãäå k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Òàêèå ïîëÿ ÷àñòî íàçûâàþò Òðêàëèàí-
ñêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè [7] ïî èìåíè ÷åøñêîãî ìàòåìàòèêà Âèêòîðà Òð-
êàëà, êîòîðûé èññëåäîâàë ãèäðîäèíàìè÷åñêèå çàäà÷è, îïèñûâàåìûå ýòèìè
�����������������
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ïîëÿìè. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äàííî-
ãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå èçó÷åíèþ ñâÿçè ýòèõ ðåøåíèé ñ ðåøåíèÿìè äðóãèõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé (ïîâåðõíî-
ñòüþ) S, çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå Áåëüòðàìè V = {Vx, Vy, Vz}, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ

∇×V = kV, (2.1)

ãäå k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò íóëÿ, à Vx, Vy, Vz � äåé-
ñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè íåïðåðûâíûå ïðî-
èçâîäíûå ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Õîòÿ óðàâíåíèå (2.1) ôîðìàëüíî
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, â äåéñòâèòåëü-
íîñòè îíî åñòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê êàê èç íåãî ñëåäóåò óñëîâèå
ñîëåíîèäàëüíîñòè (1.1).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

V = V1, V2 = ∇×V1, (2.2)

ò.å. V2 ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ V1. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñøè-
ðèòü, ââåäÿ ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ Vi ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

Vi+1 = ∇×Vi = 0, i = 1, 2, ...N. (2.3)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fi, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∆i Fi +δ(P −M) = 0, i = 1, 2, ...N, (2.4)

ãäå ∆ � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; M(x0, y0, z0) ∈ D � íåêîòîðàÿ ôèê-
ñèðîâàííàÿ òî÷êà; P (x, y, z) � òåêóùàÿ òî÷êà, à δ(P −M) � äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé Fi ìîæíî âûáðàòü

Fi =
1

4π

r2i−3

(2i− 2)!
, i = 1, 2, ...N, (2.5)

ãäå r åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P è M . Ïðè i = 1 ôóíêöèÿ F1 ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à ôóíêöèÿ F2
� ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è
ò.ä.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ âûâîä ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) è åãî ïîñëåäóþùèé àíàëèç.
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3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðà [11] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿ-
çîê [8] áûëî ïîëó÷åíî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñîëåíîè-
äàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1.1) â âèäå ðÿäà

V1 =
∞∑
i=0

(−1)i
ˆ

S

[(V2i+1×n)×∇Fi+1−(V2i+1 ·n)∇Fi+1 +Fi+1 V2i+2×n]dS. (3.1)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.2), ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.1) ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V =
∞∑
i=0

(−1)i
ˆ

S

[k2i(V×n)×∇Fi+1−k2i(V ·n)∇Fi+1 +

+ Fi+1 k
2i+1(V×n)]dS (3.2)

èëè, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå,

V=

ˆ

S

[(V×n)×∇(

∞∑
i=0

(−1)ik2i Fi+1)−

− (V ·n)∇(
∞∑
i=0

(−1)ik2i Fi+1)+

+ (
∞∑
i=0

(−1)ik2i+1 Fi+1)(V×n)]dS. (3.3)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå êîñè-
íóñà

∞∑
i=0

(−1)ik2i Fi+1 =
1

4πr

∞∑
i=0

(−1)i
(kr)2i

(2i)!
=

1

4π

cos kr

r
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòèðóþùàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

V =

ˆ

S

[(V×n)×∇G− (V ·n)∇G+ kG(V×n)]dS, (3.4)

ãäå

G =
1

4π

cos kr

r

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1). Íåòðóäíî òàêæå çàìå-
òèòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.4) äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Áåëüòðàìè
ïðè k = 0 ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî
ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [12].
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Ââåäåì ëîêàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò {s, t,n} â òî÷êå P
íà ãðàíèöå S òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åäèíè÷íûå âåêòîðû s, t ëåæàëè â êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè, à âåêòîð n áûë íàïðàâëåí âäîëü âíåøíåé íîðìàëè. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.1), íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà V ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå åãî êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò

V ·n =
1

k
(
∂Vs
∂t
− ∂Vt

∂s
). (3.5)

Ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.4) ïðèîáðåòåò âèä:

V =

ˆ

S

[(V×n)×∇G−
1

k
(
∂Vs
∂t
− ∂Vt

∂s
)∇G+ kG(V×n)]dS. (3.6)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþ òàêîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå Áåëüòðàìè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

îáëàñòè D ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ åãî êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò

íà ãðàíèöå S.

Åñëè âçÿòü ðîòîð îò óðàâíåíèÿ (3.4), òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

V=
1

k
(∇×V) =

ˆ

S

[(V×n)×∇G−
1

k
((V×n)∇)∇G+ kG(V×n)]dS. (3.7)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (3.4), (3.6) è (3.7), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ˆ

S

(V ·n)∇GdS =
1

k

ˆ

S

(
∂Vs
∂t
− ∂Vt

∂s
)∇GdS =

=
1

k

ˆ

S

((V×n)∇)∇GdS

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ äàþò èíòåãðàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíîé è êàñà-
òåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ Áåëüòðàìè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

4. Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå V óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.1), òî îíî òàêæå óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∇×∇×V−k2
V = 0. (4.1)

Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå V ñîëåíîèäàëüíîå, òî óðàâíåíèå (4.1) ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

∆V+k2
V = 0. (4.2)
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Óðàâíåíèÿ (4.1), (4.2) ÷àñòî íàçûâàþò âåêòîðíûì óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëü-
öà [9]. Äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ V = {u, v, w} óäîâëåòâîðÿþò
ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, íàïðèìåð

∆u+ k2u = 0.

Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ãðàíèöå S îáëàñòè D çàäà-
íû ôóíêöèè u and v. Òîãäà äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ w, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ (3.5), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèé u and v
â êâàäðàòóðàõ. Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè w ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

∂w

∂s
tz −

∂w

∂t
sz + w(

∂tz
∂s
− ∂sz

∂t
−knz) =

= k(unx + vny)− (
∂u

∂s
tx +

∂v

∂s
ty + u

∂tx
∂s

+v
∂ty
∂s

)+

+
∂u

∂t
sx +

∂v

∂t
sy + u

∂sx
∂t

+v
∂sy
∂t

. (4.3)

Óðàâíåíèå (4.3) ïðåäñòàâëåò ñîáîé óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Â ñëó÷àå ãðàíèöû ïðîñòîé
ôîðìû èëè ïðîñòûõ ôóíêöèé u and v åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
àíàëèòè÷åñêè. Òîãäà ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.6) èëè (3.7).

5. Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîëåíîèäàëüíûìè âåêòîðíû-
ìè ïîëÿìè. Âûâåäåííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûå ãðàíè÷íûå èí-
òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Òàêæå èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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