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Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ ïàðàáîëi÷íîþ ñèñòåìîþ ç íåîáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè iç çàëó÷åííÿì

êîíöåïöi¨ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì òà ïîíÿòòÿ êâàçiñïðÿæåíîãî

ñòàíó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ôóíêöiîíàë Ëàãðàíæà, óçàãàëüíåíà

ïðàâà ïîõiäíà çà íàïðÿìîì, êâàçiñïðÿæåíèé îïåðàòîð, íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi.

1. Âñòóï

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïàðàáîëi÷íîþ ñèñòåìîþ ç íå-
îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü äàíîãî êëàñó çàäà÷ ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàòðèöÿ ïîòîêó ¹ êîñîñèìåòðè÷íà, à ¨¨ êîåôiöi¹íòè íàëå-
æàòü äî ïðîñòîðó L2. Çà òàêèõ óìîâ íå ìîæíà îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè
îïòèìàëüíîñòi, çàñòîñóâàâøè êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Éîôôå i Òèõîìèðîâà [1].
Òîìó ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè áóëî âñòàíîâèòè íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ
ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ, çàëó÷àþ÷è êîíöåïöiþ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨ ïî-
õiäíî¨ çà íàïðÿìîì òà ïîíÿòòÿ êâàçiñïðÿæåíîãî ñòàíó [3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ïîïåðäíi îçíà÷åííÿ

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ âèñòóïà¹ òàêà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

yt − div (∇y +A(x)∇y) = f íà Ω × [0, T ] (2.1)

y = 0 íà Γ1 × [0, T ], ∂y/∂νA = u íà Γ2 × [0, T ], (2.2)

y(t0, x) = y0 ∈ L2(Ω) íà Ω, (2.3)

I(u, y) = ∥y − yd∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

→ inf, (2.4)
�����������������
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äå f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)); u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)); A(x) ∈ L2(Ω; SN ) � êîñîñèìåò-
ðè÷íà ìàòðèöÿ, òîáòî aij = −aji i aii = 0.

Íåõàé 1 6 p <∞, äàëi ÷åðåç Lp([0, T ], V ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ
âèìiðíèõ ôóíêöié u : [0, T ] → V òàêèõ, ùî

∥u∥Lp([0,T ],V ) =

 T̂

0

∥u(t)∥pV dt

1/p

<∞,

òóò iíòåãðàë íàâåäåíî â ñåíñi Áîõíåðà [4]. Ó âèïàäêó, êîëè p = ∞, ìà¹ìî

∥u∥L∞([0,T ],V ) = ess sup
06t6T

∥u(t)∥V <∞.

Îñêiëüêè A(x) ∈ L2(Ω; SN ), òî ìàòðèöÿ I + A(x) ïîðîäæåíà íåîáìåæå-
íîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà L2(Ω;RN ), ç îãëÿäó íà öå ââåäåìî äî ðîçãëÿäó
ìíîæèíó.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî åëåìåíò y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) íàëåæèòü

äî ìíîæèíè D, ÿêùî∣∣∣∣∣∣
T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,A∇y)RN dx dt

∣∣∣∣∣∣ 6 c(y)

 T̂

0

ˆ

Ω

|∇φ|2 dx dt

1/2

(2.5)

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)), äå c(y) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä y.

Äàëi ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôîðìó

[y, φ] =

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,A∇y)RN dx dt ∀y ∈ D, ∀φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) (2.6)

i îçíà÷èìî áiëiíiéíó ôîðìó [y, φ] äëÿ âñiõ φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) çà ïðàâèëîì

[y, φ] = lim
ε→∞

[y, φε], (2.7)

äå {φε}ε>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) i φε → φ ñèëüíî â L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Îçíà÷åííÿ 2.2. [2] Äîïóñòèìîþ ïàðîþ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
(2.1)-(2.4) áóäåìî íàçèâàòè ïàðó (u, y), ÿêùî u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), y ∈ D i
ïàðà (u, y) çàäîâîëüíÿ¹ åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü

T̂

0

ˆ

Ω

ytφdx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,∇y +A∇y)RN dx dt

=

T̂

0

ˆ

Ω

fφ dx dt+

T̂

0

ˆ

Γ2

uφdHN−1 dt

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)). Äàëi Ξ � öå ìíîæèíà âñiõ äîïóñòèìèõ

ïàð çàäà÷i (2.1)-(2.4).
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3. Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì
òà ¨¨ âëàñòèâîñòi

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë Ëàãðàíæà i ââåäåìî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨
ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì äëÿ çàäà÷i (2.1)-(2.4).

Íåõàé F (A, y) = yt−div (∇y+A(x)∇y), òîäi ôóíêöiîíàë Ëàãðàíæà ìàòèìå
âèãëÿä

L(u, y, λ, φ) = λI(u, y) + ⟨F (A, y), φ⟩L2(0,T ;H−1(Ω));L2(0,T ;H1
0 (Ω))

− ⟨f, φ⟩L2(0,T ;H−1(Ω));L2(0,T ;H1
0 (Ω)), (3.1)

äå λ ∈ R+, φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) i

⟨F (A, y), φ⟩L2(0,T ;H−1(Ω));L2(0,T ;H1
0 (Ω)) =

T̂

0

ˆ

Ω

ytφdx dt

+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,∇y)RN dx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,A∇y)RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Γ2

uφdHN−1 dt.

Áåðó÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 3.1 [2], îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiîíàë (3.1) ìî-
æå áóòè ïðîäîâæåíèé äëÿ âñiõ φ ∈ C∞(0, T ;C∞

0 (Ω)) çà ïðàâèëîì (2.7). Ó
ðåçóëüòàòi äëÿ êîæíîãî u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) ïðîäîâæåíèé ôóíêöiîíàë L̂ :
L2(0, T ;L2(Γ2)) ×D × R+ × L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

L̂(u, y, λ, p) = λI(u, y) +

T̂

0

ˆ

Ω

ytp dx dt

+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇p,∇y)RN dx dt+ [y, p]

− ⟨f, p⟩L2(0,T ;H−1(Ω));L2(0,T ;H1
0 (Ω)) −

T̂

0

ˆ

Γ2

uφdHN−1 dt. (3.2)

Çâiäñè, îñêiëüêè áiëiíiéíà ôîðìà
T́

0

´
Ω

(∇p,A(x)∇y)RN dx dt íåîáìåæåíà, òî ïðî-

äîâæåííÿ ôóíêöiîíàëó Ëàãðàíæà L̂(u, y, λ, p) íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì çà Ãàòî.
Êðiì òîãî, íå ìîæíà íàâiòü ñòâåðäæóâàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ y → L̂(u, y, λ, p)
ìà¹ ïðàâó ïîõiäíó çà íàïðÿìîì h

D+
y L̂(u, y, λ, p, h) = lim

θ→+0

L̂(u, y + θh, λ, p) − L̂(u, y, λ, p)

θ
.
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Äiéñíî, äëÿ çàäàíîãî h ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i θ ∈ [0, 1] íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè,

ùî y + θh ∈ D, îñêiëüêè ñòðóêòóðà D íåâiäîìà, íàâiòü ÿêùî âåëè÷èíà θ
äîñòàòíüî ìàëà.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i Ξ
ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàð (u, y) ∈ Ξ òàêèõ, ùî A ∈ L2(Ω; SN ), òî âiäîáðàæåííÿ
y 7→ F (A, y) íå ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå â îêîëi y. Öå ãîâîðèòü ïðî òå,
ùî íå ìîæíà çàñòîñóâàòè äîáðå âiäîìi ðåçóëüòàòè Éîôôå i Òèõîìèðîâà, ùîá
îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi [1]. Îòæå, âðàõîâóþ÷è âèùåñêàçàíå,
íàâåäåìî òàêó êîíöåïöiþ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. [3] Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ y 7→ L̂(u, y, λ, p) ìà¹
óçàãàëüíåíó ïðàâó ïîõiäíó çà íàïðÿìîì h ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ó òî÷öi (u, y, λ, p) ∈
L2(0, T ;L2(Γ2)) ×D × R+ × L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ÿêùî ïðàâó ïîõiäíó çà ãëàäêèì
íàïðÿìîì φ ∈ C∞(0, T ;C∞

0 (Ω)) ìîæíî íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè äëÿ φ = h ∈
L2(0, T ;H1

0 (Ω)), òîáòî

D+
y L̂(u, y, λ, p, h) = lim

ε→0
D+
y L̂(u, y, λ, p, φε)

äëÿ áóäü-ÿêèõ {φε}ε>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêèõ, ùî:

φε → h ñèëüíî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(φε)
′
t → (h)

′
t ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)).

Òåïåð çàñòîñó¹ìî öþ êîíöåïöiþ äî ôóíêöiîíàëó Ëàãðàíæà L̂(u, y, λ, p).

Ëåìà 3.1. Íåõàé çàäàíî ÷åòâiðêó (u, y, λ, p) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) × D × R+ ×
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) òàêó, ùî p ∈ D, òîäi äëÿ êîæíîãî íàïðÿìó h ïðîñòîðó

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) óçàãàëüíåíà ïðàâà ïîõiäíà çà íàïðÿìîì D+

y L̂(u, y, λ, p, h) iñ-
íó¹ i ìà¹ âèãëÿä

D+
y L̂(u, y, λ, p, h) = 2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y − yd)h dx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

h
′
tp dx dt

+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇p,∇h)RN dx dt− [p, h]. (3.3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ çàäàíî¨ ÷åòâiðêè (u, y, λ, p) i äëÿ ε > 0 ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié {φε} ⊂ C∞(0, T ;C∞

0 (Ω)) ¹ òàêà, ùî

φε → h ñèëüíî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(φε)
′
t → (h)

′
t ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)).
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Òîäi

D+
y L̂(u, y, λ, p, φε) = lim

θ→+0

L̂(u, y + θφε, λ, p) − L̂(u, y, λ, p)

θ

= lim
θ→+0

1

θ

{
λ∥y + θφε − yd∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + λ∥u∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(y + θφε)
′
tp dx dt+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,∇(y + θφε))RN dx dt

+[y + θφε, ψδ] − ⟨f, p⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω)) −

ˆ T

0

ˆ
Γ2

up dHN−1 dt

−λ∥y − yd∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) − λ∥u∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

−
ˆ T

0

ˆ
Ω
ytp dx dt

−[y, p] + ⟨f, p⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

ˆ T

0

ˆ
Γ2

up dHN−1 dt

}
= 2λ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(y − yd)φε dx dt+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(φε)
′
tp dx dt

+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,∇φε)RN dx dt+ J,

äå

J = lim
θ→+0

limδ→0[y + θφε, ψδ] − [y, p]

θ
, (3.4)

[y + θφε, ψδ] =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇ψδ, A(x)∇(y + θφε))RN dx dt, (3.5)

[y, p] =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,A(x)∇y)RN dx dt (3.6)

äëÿ áóäü-ÿêèõ {ψδ}δ>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêèõ, ùî

ψδ → p ñèëüíî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Îñêiëüêè y ∈ D i ∣∣∣∣ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇ψδ, A(x)∇φε)RN dx dt

∣∣∣∣
≤ ∥φε∥C∞(0,T ;C∞

0 (Ω))∥A(x)∥L2(Ω,SN )∥ψδ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)),

òî

lim
δ→0

[y + θφε, ψδ] = [y, p] + θ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,A(x)∇φε)RN dx dt

= [y, p] − θ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt.
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Ç âèùåíàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî

D+
y L̂(u, y, λ, p, φε) = 2λ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(y − yd)φε dx dt+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(φε)
′
tp dx dt

+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,∇φε)RN dx dt−
ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt (3.7)

äëÿ áóäü-ÿêèõ φε ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêèõ, ùî

φε → h ñèëüíî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(φε)
′
t → (h)

′
t ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)).

Îñêiëüêè p ∈ D, òî

|[p, φε]| :=

∣∣∣∣ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt

∣∣∣∣ ≤ c(p)∥φε∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)). (3.8)

Îòæå, ïðàâà ïîõiäíà çà íàïðÿìîì D+
y L̂(u, y, λ, p, φε) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâ-

æåííÿ äëÿ φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Êðiì òîãî, ÿêùî ïåðåéòè â (3.7) äî ãðàíèöi

êîëè ε→ 0, òî îòðèìà¹ìî (3.3).

Íàñëiäîê 3.1. Ïîäàííÿ (3.3) äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì
D+
y L̂(u, y, λ, p, h) ìà¹ ìiñöå äëÿ åëeìåíòiâ y ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) òàêèõ, ùî
y ̸∈ D.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

L̂(u, y, λ, p) = λI(u, y) +

ˆ T

0

ˆ
Ω
ytp dx dt+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,∇y)RN dx dt

− lim
δ→0

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇ψδ, A(x)∇p)RN dx dt− ⟨f, p⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω))

−
ˆ T

0

ˆ
Γ2

up dHN−1 dt = λI(u, y) +

ˆ T

0

ˆ
Ω
ytp dx dt

+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,∇y)RN dx dt− [p, y] − ⟨f, p⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω))

−
ˆ T

0

ˆ
Γ2

up dHN−1 dt

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ψδ}δ>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêî¨, ùî

ψδ → y ñèëüíî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(ψδ)
′
t → (y)

′
t ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)).

Î÷åâèäíî, ùî (3.4)-(3.6) ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä:

J = lim
θ→+0

limδ→0[ψδ + θφε, p] + [p, y]

θ
, (3.9)
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[ψδ + θφε, p] =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇p,A(x)∇(ψδ + θφε))RN dx dt

= −
ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇(ψδ + θφε), A(x)∇p)RN dx dt, (3.10)

[p, y] = lim
δ→0

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇ψδ, A(x)∇p)RN dx dt (3.11)

äëÿ áóäü-ÿêèõ {ψδ}δ>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêèõ, ùî ψδ → p ñèëüíî â ïðî-

ñòîði L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Îñêiëüêè p ∈ D, òî îòðèìà¹ìî

lim
δ→0

[ψδ + θφε, p] = −[p, y] − θ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt

Äàëi ïîâòîðþ¹ìî äîâåäåííÿ, ÿê i â ëåìi 3.1.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé çàäàíî ÷åòâiðêó (u, y, λ, p) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2))×D×R+

× L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Ïðèïóñòèìî, ùî ∇p ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)), à îòæå, p ∈ D.

Òîäi óçàãàëüíåíà ïðàâà ïîõiäíà çà íàïðÿìîì D+
y L̂(u, y, λ, p, h) iñíó¹ äëÿ êîæ-

íîãî íàïðÿìó h ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

D+
y L̂(u, y, λ, p, h) = 2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y − yd)h dx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

h
′
tp dx dt

+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇p,∇h)RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Ω

(∇h,A(x)∇p)RN dx dt. (3.12)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∇p ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)), òî (3.8) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

|[p, φε]| :=

∣∣∣∣ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt

∣∣∣∣
≤ ∥∇p∥L2(0,T ;L∞(Ω))∥A∥L2(Ω;SN )∥φε∥L2(0,T ;H1

0 (Ω)).

Çâiäñè p ∈ D. Êðiì òîãî, ç ëåìè 3.1 âèïëèâà¹ iñíóâàíííÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðàâî¨
ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì D+

y L̂(u, y, λ, p, h). Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî äëÿ çàäàíîãî p
ìà¹ ìiñöå A∇p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), à îòæå, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (3.7),
îòðèìà¹ìî

[p, h] = lim
ε→0

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇h,A(x)∇p)RN dx dt.

Íàñëiäîê 3.3. ßêùî â íàñëiäêîâi 3.2 çàìiñòü óìîâè ∇p ∈ L2(0, T ;L∞(Ω))
ðîçãëÿíóòè óìîâè

A(x) ∈ L
2+ 4

γ (Ω; SN ),∇p ∈ L2(0, T ;L2+γ(Ω)) (3.13)
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äëÿ äåÿêîãî γ ∈ (0;∞], òîäi ëåãêî ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïó-
ùåííÿ íàñëiäêà 3.2.

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêà âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüî ïîêàçàòè p ∈ D.
Äiéñíî, îñêiëüêè

|[p, h]| :=

∣∣∣∣ˆ T

0

ˆ
Ω

(∇φε, A(x)∇p)RN dx dt

∣∣∣∣
≤ ∥φε∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

(ˆ T

0

ˆ
Ω
∥∇p∥2RN ∥A∥2SN dx dt

)1/2

,

òî, çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà äëÿ r = (γ+2)/2 i q = 1+2/q, îòðèìà¹ìî

ˆ T

0

ˆ
Ω
∥∇p∥2RN ∥A∥2SN dx dt ≤

ˆ T

0

(ˆ
Ω
∥A∥

2+ 4
γ

SN dx

) γ
2+γ

(ˆ
Ω
∥∇p∥2+γRN dx

) 2
2+γ

dt ≤
ˆ T

0
∥A∥2

L
2+ 4

γ (Ω;SN )
∥∇p∥2L2+γ(Ω) dt

= ∥A∥2
L
2+ 4

γ (Ω;SN )
∥∇p∥2L2(0,T ;L2+γ(Ω)) < +∞.

Îòæå, p ∈ D. Òàêèì ÷èíîì, íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ç âèùåíàâåäåíîãî âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 3.2. Íåõàé u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), λ ∈ R+, p ∈

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) � çàäàíi ðîçïîäiëåííÿ. ßêùî

∇p ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)) (3.14)

àáî A(x) ∈ L
2+ 4

γ (Ω; SN ),∇p ∈ L2(0, T ;L2+γ(Ω))

äëÿ äåÿêîãî γ ∈ (0;∞], òîäi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó L2(0, T ;H1
0 (Ω)) v 7−→

L̂(u, y, λ, p, h) ∈ R ¹ äèôåðåíöiéîâíèé çà Ãàòî i äèôåðåíöiàë Ãàòî ìà¹ âèãëÿä

⟨DyL̂(u, y, λ, p), h⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω)) = D+

y L̂(u, y, λ, p, h)

äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî (u, y, λ, p) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) × L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ×R+

× L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Ç íàñëiäêiâ 3.2-3.3 âèõîäèòü, ùî p ∈ D, à ç ëåìè 3.1 � ùî

âåëè÷èíà [y + θh, p] îçíà÷åíà äëÿ âñiõ h ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)). Ó ñâîþ ÷åðãó, ç

(3.14) âèïëèâà¹ (3.12), à îòæå,

D+
y L̂(u, y, λ, p, h) = −D+

y L̂(u, y, λ, p,−h)

äëÿ âñiõ h ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)). Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ äèôåðåíöiéîâíå

çà Ãàòî.
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Òåïåð íàâåäåìî íåîáõiäíèé ó ïîäàëüøîìó ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3.3. Íåõàé u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), λ ∈ R+, p ∈

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) � çàäàíi ðîçïîäiëåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.14). Òîäi

iñíó¹ äîäàòíà âåëè÷èíà ε ∈ [0, 1] òàêà, ùî

L̂(u, v, λ, p) − L̂(u, y, λ, p)

= ⟨DyL̂(u, y + ε(v − y), λ, p), v − y⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω))

= 2λ

ˆ T

0

ˆ
Ω

(y + ε(v − y) − yd)(v − y) dx dt+

ˆ T

0

ˆ
Ω

(v − y)
′
tp dx dt

+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇p,∇(v − y))RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Ω

(∇(v − y), A(x)∇p)RN dx dt. (3.15)

4. Íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi

Íàðàçi ïiäå ìîâà ïðî íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ çàäà÷i îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ (2.1)-(2.4), àëå ñïî÷àòêó ââåäåìî íåîáõiäíå â ïîäàëüøîìó ïî-
íÿòòÿ êâàçiñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 4.1. [3] Íåõàé uθ ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) � äîïóñòèìå êåðóâàííÿ i
íåõàé εθ � çàäàíà âåëè÷èíà, à yθ � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1)-(2.3). Íåõàé
(u0, y0) ∈ Ξ � îïòèìàëüíà ïàðà çaäà÷i (2.1)-(2.4). Ðîçïîäiëåííÿ ψθ áóäåìî
íàçèâàòè êâàçiñïðÿæåíèì ñòàíîì äî y0 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) äëÿ ôiêñîâàíèõ θ ∈
[0, 1], εθ ∈ [0, 1], ÿêùî ψθ çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,A∇ψθ)RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Ω

(ψθ)
′
tφdx dt

= −2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y0 − yd)φdx dt, (4.1)

äå uθ = u0 + θ(û − u0), yθ = y0 − εθ(y(uθ) − y0). Òóò û ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) �
äîâiëüíå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ âèùåîçíà÷åíîãî îïåðàòîðà ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò:

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé (u0, y0) ∈ Ξ � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i (2.1)-(2.4),
à (uθ, y(uθ)) � äîïóñòèìà ïàðà öi¹¨ æ çàäà÷i. Òîäi äëÿ çàäàíîãî θ ∈ [0, 1]
i εθ ∈ [0, 1], ψε � êâàçiñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî y0 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ÿêùî
ψθ ∈ D i ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i:

−(ψθ)
′
y − div (I −A)∇ψθ + 2λ(y0 − yd) = 0

ψθ = 0 íà Γ1 × [0, T ]
∂ψθ
∂νI−A

= 0 íà Γ2 × [0, T ]

ψθ(T, 0) = 0 íà Ω.

(4.2)
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Ïåðåä òèì ÿê ïåðåéòè äî íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ãiïîòåçè:

(I) Íåõàé (u0, y0) ∈ Ξ � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i (2.1)-(2.4); û � äîâiëüíå
äîïóñòèìå êåðóâàííÿi uθ = u0+θ(û−u0) äëÿ êîæíîãî θ ∈ [0, 1]. Òîäi iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.1)-(2.3) yθ :=
y(uθ) = {y(u0 + θ(û− u0))}θ→0, ÿêà ¹ òàêà, ùî

yθ ⇀ y(u0) ñëàáêî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

êîëè θ → 0 i y ∈ D äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ θ.

(II) Íåõàé (u0, y0) ∈ Ξ � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i (2.1)-(2.4), û � äîâiëüíå
äîïóñòèìå êåðóâàííÿi uθ = u0 + θ(û− u0) äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ [0, 1]. Òîäi
äëÿ êîæíîãî θ ∈ [0, 1], εθ ∈ [0, 1] iñíó¹ γ ∈ (0,∞]:

∇ψθ ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)) (4.3)

àáî A(x) ∈ L
2+ 4

γ (Ω; SN ),∇ψθ ∈ L2(0, T ;L2+γ(Ω))

i ïîñëiäîâíiñòü êâàçiñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ {ψθ}θ→0 ¹ âiäíîñíî êîìïàêò-
íà â ñèëüíié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), yd ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) � çàäàíi

ðîçïîäiëåííÿ i (u0, y0) � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i (2.1)-(2.4). Òîäi âèêîíàííÿ
ãiïîòåç (I)-(II) îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòiâ λ ∈ R+ i ψ̄ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
òàêèõ, ùî λ i ψ̄ îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü 0 i

T̂

0

ˆ

Ω

(y0)
′
tφdx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,∇y0 +A∇y0)RN dx dt =

=

T̂

0

ˆ

Ω

fφ dx dt+

T̂

0

ˆ

Γ2

u0φdHN−1 dt, (4.4)

T̂

0

ˆ

Ω

(∇φ,∇ψ̄ +A∇ψ̄)RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Ω

(ψ̄)
′
tφdx dt =

= −2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y0 − yd)φdx dt, ∀φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) (4.5)

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt ≥
T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)ψ̄ dHN−1 dt. (4.6)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (û, ŷ) ∈ Ξ � äîïóñòèìà ïàðà âèõiäíî¨ çàäà÷i, òîäi ïîêëàäå-
ìî

uθ = u0 + θ(û− u0),

äå θ ∈ [0, 1], î÷åâèäíî, ùî uθ ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) i uθ → u0. Íåõàé yθ := y(uθ) =
y(u0 + θ(û− u0)) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1)-(2.3). Òîäi (II) îçíà÷à¹, ùî

(uθ, yθ)
τ−→ (u0, y0), (4.7)

êîëè θ → 0. Äàëi ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

△L̂ = L̂(uθ, yθ, λ, p) − L̂(u0, y0, λ, p) = L̂(uθ, yθ, λ, p)

− L̂(uθ, y0, λ, p) + L̂(uθ, y0, λ, p) − L̂(u0, y0, λ, p)

= △yL̂(uθ, yθ, λ, p) + △AL̂(u0, y0, λ, p) ≥ 0 (4.8)

äëÿ áóäü-ÿêèõ θ ∈ [0, 1] i (λ, p) ∈ R+ × L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Âðàõóâàâøè ïîäàííÿ (3.1)-(3.2), îòðèìà¹ìî

△AL̂(u0, y0, λ, p) = L̂(uθ, y0, λ, p) − L̂(u0, y0, λ, p)

= lim
δ→0

[
L̂(uθ, y0, λ, φδ) − L̂(u0, y0, λ, φδ)

]
= λθ2∥û− u0∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

+ 2λθ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt− θ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)p dHN−1 dt (4.9)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {φδ}δ>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) òàêî¨, ùî φδ → p â

ïðîñòîði L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî △yL̂(u0, y0, λ, p) i ïðèïóñòèìî, ùî p íàëåæèòü äî ïðîñ-
òîðó L2(0, T ;H1

0 (Ω)) i çàäîâîëüíÿ¹ (3.14). Òîäi çà ëåìîþ 3.2 iñíó¹ äîäàòíà
âåëè÷èíà εθ ∈ [0, 1] òàêà, ùî

△yL̂(u0, y0, λ, p) = L̂(uθ, yθ, λ, p) − L̂(uθ, y0, λ, p)

= ⟨DyL̂(uθ, y0 + εθ(yθ − y0), λ, p), yθ − y0⟩L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1
0 (Ω))

= 2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y0 + εθ(yθ − y0) − yd)(yθ − y0) dx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

(yθ − y0)
′
tp dx dt

+

ˆ

Ω

(∇p,∇(yθ − y0))RN dx dt−
ˆ

Ω

(∇(yθ − y0), A∇p)RN dx dt. (4.10)

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è (4.9) i (4.10), áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâiñòü (3.14) i
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ëåìó 3.3, ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (4.8) òàêèì ÷èíîì:

△L̂ = 2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y0 + εθ(yθ − y0) − yd)(yθ − y0) dx dt+

T̂

0

ˆ

Ω

(yθ − y0)
′
tp dx dt

+

ˆ

Ω

(∇p,∇(yθ − y0))RN dx dt−
ˆ

Ω

(∇(yθ − y0), A∇p)RN dx dt

+ λθ2∥û− u0∥2L2(0,T ;L2(Γ2))
+ 2λθ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt

− θ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)p dHN−1 dt. (4.11)

Âðàõîâóþ÷è (4.3), îçíà÷èìî åëåìåíò p â (4.11) ÿê êâàçiñïðÿæåíèé îïåðà-
òîð äî ñòàíó y0 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), òîáòî ïîêëàäåìî p = ψθ, äå ψθ çàäîâîëüíÿ¹
òàêó ðiâíiñòü:

T̂

0

ˆ

Ω

φ
′
tψθ dx dt+

ˆ

Ω

(∇φ,∇p−A∇p)RN dx dt

=

ˆ

Ω

(∇φ,∇p−A∇p)RN dx dt−
T̂

0

ˆ

Ω

φ(ψθ)
′
t dx dt

= 2λ

T̂

0

ˆ

Ω

(y0 + εθ(yθ − y0) − yd)φdx dt, (4.12)

äå φ = yθ − y0. Òàêèì ÷èíîì,

△L̂
θ

=
L̂(uθ, yθ, λ, ψθ) − L̂(u0, y0, λ, ψθ)

θ
= λθ∥û− u0∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

+ 2λ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt−
T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)ψθ dHN−1 dt ≥ 0, (4.13)

òóò û ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)).
Çàëèøèëîñü ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (4.12) i (4.13), äëÿ öüîãî âiäçíà÷èìî, ùî

uθ → u0, êîëè θ → 0,

yθ → y0 â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

iñíó¹ ψ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) : ψθ → ψ â L2(0, T ;H1

0 (Ω))



ÍÅÎÁÕIÄÍI ÓÌÎÂÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒI 171

Òîäi

lim
θ→0

△L̂
θ

= 2λ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt−
T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)ψ dHN−1 dt ≥ 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

2λ

T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)u0 dHN−1 dt ≥
T̂

0

ˆ

Γ2

(û− u0)ψ dHN−1 dt.

Îòæå, ÿêùî â (4.12) ïåðåéòè äî ãðàíèöi çà θ → 0, òî îòðèìà¹ìî (4.5), ùî i
ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.
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