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Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì ç ôàçî-

âèìè îáìåæåííÿìè íà ìåðåæi, â ÿêié äëÿ îïèñó äèíàìiêè òðàíñïîðòíîãî ïîòî-

êó çàïðîïîíîâàíî ãiäðîäèíàìi÷íèé çàêîí çáåðåæåííÿ. Ïîêëàäåíî, ùî ôóíêöi¨

êåðóâàííÿ çàäàíi íà ðåáðàõ ìåðåæi òà âïëèâàþòü íà çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâî¨ ùiëü-

íîñòi. Çàëó÷åíî ñïîñiá ðåëàêñàöi¨ ôàçîâèõ îáìåæåíü òà âñòàíîâëåíî óìîâè, çà

ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ïàðàìåòðèçîâàíèõ çàäà÷ ¹ äîïóñòèìi äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ôàçîâi îáìåæåííÿ, âåêòîðíà îïòèìiçàöiÿ íà ìå-

ðåæi.

1. Âñòóï

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çi ñêàëÿðíèì
ïîêàçíèêîì ÿêîñòi òà çà íàÿâíîñòi ôàçîâèõ îáìåæåíü:

J(u, ρ) → max, ÿêùî u ∈ Ũad, ρ ∈ Rad,

äå ρ = ρ(u) ¹ åíòðîïiéíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî çàêîíó çáåðå-
æåííÿ:

ρt + f(ρ)x = g(t, x, ρ, u1), (t, x) ∈ (0, T ) × Ω, (1.1)

ρ(0, x) = u0(x), x ∈ Ω. (1.2)

Òóò J � öiëüîâèé ôóíêöiîíàë; u = (u0, u1) � ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ; Ũad � ìíî-
æèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü; Rad � ôàçîâi îáìåæåííÿ, ââåäåíi íà ôóíêöiþ ρ.
Â îñíîâi äàíî¨ çàäà÷i ëåæèòü ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà
ìåðåæi, ÿêà ñïîíóêà¹ äî ðîçãëÿäó ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó, êîæíå ç ÿêèõ îïèñó¹ äèíàìiêó
ïîòîêó íà âiäïîâiäíîìó ðåáði ìåðåæi. Äîñëiäæåííþ òàêî¨ ìîäåëi ïðèñâÿ÷åíî
áàãàòî ëiòåðàòóðè (äèâ. [3,5�7]), çîêðåìà â ðîáîòàõ M. Garavello òà B. Piccoli
(äèâ. [4]) äëÿ êîðåêòíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i íà ìåðåæi ââåäåíî òà îáãðóíòîâà-
íî óìîâè óçãîäæåííÿ ïîòîêiâ ó âóçëàõ ìåðåæi, ÿêi é áóëè çàëó÷åíi ó äàíié
ñòàòòi.
�����������������
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ßê âiäîìî, äëÿ îçíà÷åíîãî êëàñó çàäà÷ ç ôàçîâèìè îáìåæåííÿìè ïðîáëå-
ìà ïåðåâiðêè ¨õ ðåãóëÿðíîñòi, îñîáëèâî äëÿ îá'¹êòiâ, çàäàíèõ íà òðàíñïîðòíèõ
ìåðåæàõ, íà ñüîãîäíiøíié äåíü çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ. Òîìó ó äàíié ðîáî-
òi çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ðåëàêñàöi¨ ôàçîâèõ îáìåæåíü, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó çàìiíi
âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïåâíîþ çàäà÷åþ âåêòîðíî¨ îïòèìi-
çàöi¨ áåç ôàçîâèõ îáìåæåíü. Íà öüîìó øëÿõó áóëî îòðèìàíî óìîâè, çà ÿêèõ
ðîçâ'ÿçêè ðåëàêñàöiéíèõ çàäà÷ ¹ äîïóñòèìi äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ôàêòè

Ó öüîìó ïàðàãðàôi íàâåäåìî îçíà÷åííÿ òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi, îñíîâíi íà-
ïðÿìè ïîáóäîâè ìàêðîñêîïi÷íî¨ ìîäåëi òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi òà
êëþ÷îâi ïîíÿòòÿ é îçíà÷åííÿ, ÿêi áóäóòü íåîáõiäíi ó ïîäàëüøîìó.

2.1. Ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi

Íåõàé Θ � öå âiäêðèòà îïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 i F � ïëîñêèé
ãðàô íà R2.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà Ω = Θ ∩ F ¹ ìåðåæåþ äîðiã,
ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïàðè (I,J ), äå I � öå ñêií÷åííà ñóêóï-
íiñòü ðåáåð, ÿêi âiäïîâiäàþòü äîðîãàì ìåðåæi òà ¹ âiäðiçêàìè Ii = [ai, bi] â
R, i = 1, . . . , N ; J � ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì
äàíî¨ ìåðåæi. Ïðè öüîìó êîæíà âåðøèíà J ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïîðîæíiõ
ïiäìíîæèí Inc (J) òà Out (J) òàêèõ, ùî:

1) êîæíà âåðøèíà J ∈ I ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Ω;

2) äëÿ ∀J ̸= J ′ ∈ J òà Inc (J)
∩
Inc (J ′) = ∅ ìà¹ìî: Out (J)

∩
Out(J ′) = ∅;

3) ÿêùî i ̸∈ ∪J⊂J Inc (J), òîäi bi âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ∂Ω (âèõiäíà
äîðîãà ç ìåðåæi), i ÿêùî i ̸∈ ∪J⊂JOut(J), òîäi ai âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi
íà ∂Ω (âõiäíà â ìåðåæó äîðîãà). Êðiì òîãî, öi äâà âèïàäêè âçà¹ìíî
âèêëþ÷íi.

Íåõàé (I,J ) � òðàíñïîðòíà ìåðåæà, ùî íàëi÷ó¹ ñòðîãî N äîðiã. Äëÿ áóäü-
ÿêîãî i ∈ {1, . . . , N} äîðîãà i âiäïîâiäà¹ âiäðiçêó [ai, bi]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρi =
ρi(t, x) ùiëüíiñòü ìàøèí íà äîðîçi i â òî÷öi x ∈ [ai, bi], t ∈ [0, T ]; ïðè öüîìó
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó ùiëüíiñòü íà äîðîçi i, ùî âiäïîâiäà¹ ïîÿâi çàòîðó íà
äàíié äiëÿíöi ìåðåæi, ïîçíà÷èìî ÿê ρmax,i.

Ïðèïóñòèìî, ùî äîðîãè äàíî¨ ìåðåæi âiäïîâiäàþòü ðåáðàì ãðàôà F, îáìå-
æåíîãî îáëàñòþ Ω, à âóçëè, ÿêi ç'¹äíóþòü äîðîãè, � âåðøèíàì öüîãî ãðàôà.
Êiëüêiñòü ìàøèí, ùî ïðî¨æäæà¹ çà îäèíèöþ ÷àñó, áóäåìî íàçèâàòè òðàíñ-
ïîðòíèì ïîòîêîì i ïîçíà÷àòè f(ρ) = ρυ, äå υ(ρ) � øâèäêiñòü ìàøèí. Âiäïî-
âiäíî äî [4] ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨ ïîòîêó fi òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨
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äîðîãè i ∈ {1, . . . , N} âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

fi ¹ ôóêíöiÿìè òiëüêè ρi,

fi íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi íà [0, ρmax, i],

fi = fi(ρmax, i) = 0,

fi � ñòðîãî âãíóòi ôóíêöi¨,

∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f ′i(σi) = 0 òà (ρ− σi)f
′
i(ρ) < 0, ∀ ρ ̸= σi.

(2.1)

ßê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå óìîâ, òðàíñïîðòíèé ïîòiê ¹ äîäàòíèé çà
çíà÷åíü ùiëüíîñòi 0 < ρi < ρmax, i. Òóò σi � îïòèìàëüíà ùiëüíiñòü, çà ÿêî¨
òðàíñïîðòíèé ïîòiê äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó. Áiëüøå òîãî, çà öèõ óìîâ íà-
ïðÿì ïîòîêó íà êîæíié äîðîçi äàíî¨ ìåðåæi ¹ çàäàíèé. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ
äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , N} ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà äî-
ðîçi i ìîæå áóòè âèðàæåíà òàêèì íåëiíiéíèì çàêîíîì çáåðåæåííÿ (äèâ. [7]):

∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = 0, ∀ x ∈ (ai, bi), ∀ t ∈ (0, T ], (2.2)

ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ [ai, bi] (2.3)

iç ôóíêöi¹þ ïîòîêó
fi(ρ) = ρυi(ρ),

äå øâèäêiñòü υi � íåïåðåðåâíî-äèôåðåíöiéîâíà ñïàäíà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåõàé ρ0 ∈ L1
loc(R;Rn) i T > 0. Ôóíêöiþ ρ : [0, T ] × R →

Rn áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.2)�(2.3), ÿêùî ρ ¹
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ç [0, T ] â L1

loc òà ∀ψ ∈ C1 ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà
ìíîæèíi (−∞, T ) ×R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ˆ T

0

ˆ
R
{ρ · ψt + f(ρ) · ψx} dxdt+

ˆ
R
ρ0(x) · ψ(0, x)dx = 0. (2.4)

Ðîçãëÿíåìî âóçîë J ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì bi (i ∈
{1, . . . , n}) ó âóçëi òà m âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai (i ∈
{n+ 1, . . . , n+m}) ó âóçëi. Òîäi, ùîá ãàðàíòóâàòè çáåðåæåííÿ êiëüêîñòi ìà-
øèí, ÿêi ïðî¨æäæàþòü ÷åðåç âóçîë J , ââåäåìî óìîâó

n∑
i=1

fi(ρi(t, bi)) =
n+m∑
i=n+1

fi(ρi(t, ai)) ∀ t ∈ [0, T ] ∀ J. (2.5)

Ïðîòå âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè íå äîñòàòíüî äëÿ âèçíà÷åííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè (2.2)�(2.3) íà ìåðåæi. Òîìó äîöiëüíî çàëó÷èòè ïiäõiä ïðàöi [4], ÿêèé
ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ó êîæíîìó âóçëi ìåðåæi ðîçãëÿäàòè òàê çâàíó ìàòðèöþ
ðîçïîäiëó ðóõó A(J) ∈ Rn+m òàêó, ùî

A(J) = [αji(J)], j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} , i ∈ {1, . . . , n} , (2.6)
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αji(J) ̸= αji′(J), ∀ i ̸= i′, 0 < αji(J) < 1,

n+m∑
j=n+1

αji(J) = 1 äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} .
(2.7)

Âîäíîðàç äëÿ âiäîêðåìëåííÿ êîðåêòíîãî ç ôiçè÷íîãî ïîãëÿäó ðîçâ'ÿçêó ôóí-
êöi¨ ùiëüíîñòi ρi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè åíòðîïiéíó óìîâó Êðóæêîâà [2].

Îçíà÷åííÿ 2.3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ρ = ρ(t, x) çàäà÷i Êîøi
(2.2)�(2.3) çàäîâîëüíÿ¹ åíòðîïiéíó äîïóñòèìó óìîâó Êðóæêîâà, ÿêùî

ˆ T

0

ˆ
R
{|ρ− k|φt + sgn(ρ− k)(f(ρ) − f(k))φx} dxdt ≥ 0 (2.8)

äëÿ êîæíîãî k ∈ R òà êîæíî¨ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíî¨ äîäàòíî¨ ôóíêöi¨
φ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà ìíîæèíi [0, T ) ×R.

2.2. Äåÿêi ïîëîæåííÿ ïðî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið L1(Ω)

Íåõàé L1(Ω) � öiëüîâèé ïðîñòið, τ � ñëàáêà òîïîëîãiÿ â L1(Ω). Äëÿ ïiä-
ìíîæèíè S ∈ L1(Ω) ïîçíà÷èìî ÷åðåç intτS òà clτS âiäïîâiäíî ¨¨ âíóòðiøíiñòü
òà çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(Ω). Áóäåìî ïðèïóñêà-
òè, ùî L1(Ω) ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèì êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêèé
âèçíà÷åíî òàêèì ÷èíîì:

Λ =
{
f ∈ L1(Ω); f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
. (2.9)

Îçíà÷åííÿ 2.4. Åëåìåíò y∗ ∈ S ⊂ L1(Ω) áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëüíèì
åëåìåíòîì ìíîæèíè S, ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ S òàêîãî, ùî y ≥Λ y

∗, y ̸= y∗, òîáòî

S ∩ (y∗ + Λ) = y∗.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MaxΛ(S) ñóêóïíiñòü óñiõ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè S. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó äâà äîäàòêîâi åëåìåíòè −∞Λ i +∞Λ ó L1(Ω).
Ïðèïóñòèìî, ùî öi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L1(ΩT ); 2) + ∞Λ + (−∞Λ) = 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ∗ ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà: Y ∗ = L1(ΩT ) ∪
{−∞Λ}, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

∥ −∞Λ∥L1(ΩT ) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L1(ΩT ), ∀ λ ∈ R+.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà E ¹ åôåêòèâíèé ñóïðåìóì ìíî-
æèíè S ⊂ L1(ΩT ) âiäíîñíî ñëàáêî¨ τ -òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ) çà êîíóñîì
Λ (àáî ñêîðî÷åíî (Λ, τ)-ñóïðåìóì), ÿêùî E ¹ ñóêóïíiñòþ óñiõ ìàêñèìàëüíèõ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè clτS ó âèïàäêó, êîëè öÿ ìíîæèíà íåïîðîæíÿ i E äîðiâíþ¹
+∞Λ ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó.
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Ó ïîäàëüøîìó (Λ, τ)-ñóïðåìóì äëÿ ìíîæèíè E áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê
Sup Λ, τS. Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, ìà¹ìî:

Sup Λ, τS :=

{
MaxΛ(clτS), MaxΛ(clτS) ̸= ∅,
+ ∞Λ, MaxΛ(clτS) = ∅.

ÍåõàéX∂ � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðóX i íåõàé çàäàíî
äåÿêå âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ), ÿêå ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç éîãî ðîçøèðåí-
íÿì Î : X → Y ∗ íà âåñü ïðîñòið X, äå

Î =

{
I(x), x ∈ X∂ ,

−∞Λ, x ̸∈ X∂ .
(2.10)

Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → Y ∗ ¹ îáìåæåíå çâåðõó, ÿêùî
iñíó¹ åëåìåíò z ∈ L1(ΩT ) òàêèé, ùî z ≥Λ I(x) äëÿ âñiõ x ∈ X∂ .

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ïiäìíîæèíó A ∈ L1(ΩT ) áóäåìî íàçèâàòè åôåêòèâíèì ñó-
ïðåìóìîì âiäîáðàæåííÿ

I : X∂ → L1(ΩT )

âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ) i ïîçíà÷àòè Sup Λ, τ
x∈X∂

I(x), ÿêùî
A ¹ (Λ, τ)-ñóïðåìóìîì îáðàçó I(X∂) iç X∂ íà L1(ΩT ), òîáòî

Sup Λ, τ
x∈X∂

I(x) = SupΛ, τ {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .

Íåõàé {yk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L
1(ΩT ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lτ {yk}

ìíîæèíó âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ),
òîáòî y ∈ Lτ {yk}, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yki}

∞
i=1 ⊂ {yk}∞k=1 òàêà, ùî

yki ⇀ y ó L1(ΩT ) çà i → ∞. ßêùî öÿ ìíîæèíà íåîáìåæåíà çâåðõó, òîáòî
Sup Λ, τLτ {yk} = +∞Λ, òî ïðèïóñêà¹ìî, ùî {+∞Λ} ∈ Lτ {yk}. Çàôiêñó¹ìî
åëåìåíò x0 ∈ X∂ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ) ââåäåìî
äî ðîçãëÿäó ìíîæèíè

Lσ×τ (I, x0) :=
∪

{xk}∞k=1∈ Mσ(x0)

Lτ
{
Î(xk)

}
, (2.11)

Lσ×τmax (I, x0) := Lσ×τ (I, x0) ∩ SupΛ, τx∈X∂
I(x), (2.12)

äåMσ(x0) � öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}∞k=1 ⊂ X òàêèõ, ùî xk → x0
âiäíîñíî σ-òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Áóäåìî êàçàòè, øî ìíîæèíà A ⊂ L1(ΩT ) ∪ {±∞Λ} ¹ Λ-
íèæíüîþ ñåêâåíöiéíîþ ìåæåþ âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ) ó òî÷öi x0 ∈
X∂ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó σ× τ ïðîñòîðó X×L1(ΩT ), i âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ A = lim supΛ, τ

x
σ→x0

I(x), ÿêùî

lim supΛ, τ

x
σ→x0

I(x) :=

{
Lσ×τmax (I, x0) , Lσ×τmax (I, x0) ̸= ∅,
Sup Λ, τLσ×τ (I, x0), L

σ×τ
max (I, x0) = ∅.

(2.13)
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Îçíà÷åííÿ 2.8. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X∂ → Y ¹ (Λ, σ × τ)-
íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ((Λ, σ × τ)-íí. çâ.) ó òî÷öi x0 ∈ X∂ , ÿêùî

f(x0) ∈ lim supΛ, τ

x
σ→x0

f̂(x).

Âiäîáðàæåííÿ f ¹ (Λ, σ× τ)-íí. çâ., ÿêùî f ¹ (Λ, σ× τ)-íí. çâ. ó êîæíié òî÷öi
ìíîæèíè X∂ .

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Íåõàé Ω = (a1, b1)×. . .×(aN , bN ) � òðàíñïîðòíà ìåðåæà. Ðîçãëÿíåìî òàêó
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà ìåðåæi Ω:{

J(u, ρ) → max,

ÿêùî u ∈ Uad, ρ ∈ Rad,
(3.1)

äå J � öiëüîâèé ôóíêöiîíàë; u = (u0, u1) � ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ; Uad = {u =
(u0, u1) ∈ L∞(Ω) × L∞(ΩT )m : ∥u0∥BV (Ω) + ∥u1∥BV (ΩT ) ≤ γ} � ìíîæèíà äî-
ïóñòèìèõ êåðóâàíü; Rad = {ρ ∈ C([0, T ];L1

loc(Ω)) : l(ρ(t, x)) ≤ 0 ì. ñ. íà ΩT }
� ìíîæèíà äîïóñòèìèõ çíà÷åíü, òóò l : R → R � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð,
ΩT := Ω1,T × . . .× ΩN,T ; ôóíêöiÿ ρ = ρ(u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

ˆ T

0

ˆ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ) dxdt =

=

ˆ T

0

ˆ bi

ai

gi(t, x, ρi, u
1
i ) dxdt,

∀ϕ ∈ C∞
0 ((0, T ) × (ai, bi)), ∀Ii ∈ I, ∀i = 1, N ;

(3.2)



ˆ T

0

ˆ bi

ai

(
|ρi − c|∂tϕ̃+ sgn(ρi − c)(fi(ρi) − fi(c))∂xϕ̃

)
dxdt ≤

≤
ˆ T

0

ˆ bi

ai

sgn(ρi − c)gi(t, x, ρi, u
1
i ) dxdt,

∀c ∈ R, ∀ϕ̃ ∈ C∞
0 ((0, T ) × (ai, bi)), ∀ϕ̃ ≥ 0,∀i = 1, N ;

(3.3)

ρi(0, x) = u0i (x), x ∈ (ai, bi) ∀i = 1, N ; (3.4) fj(ρj(·, a+j )) =

n∑
i=1

αjifi(ρi(·, b−i )),

∀J ∈ J , ∀j = n+ 1, . . . , n+m;

(3.5)

L(J, uk, ρ) :=
n∑
i=1

fi(ρi(·, b−i )) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åííÿ íà ïàði (uk, ρ) çà îáìåæåíü (3.2)�(3.5).

(3.6)
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Ïðèïóñòèìî, ùî

f = (f1, . . . , fN ) : R → RN ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâîþ ôóíêöi¹þ (3.7)

òà g ∈ L∞(ΩT ;C0,1
loc (R × Ω)), i äëÿ âñiõ Mu > 0 iñíóþòü êîíñòàíòè C1, C2 > 0

òàêi, ùî

g(t, x, ρ, u1)(ρ) ≤ C1 + C2|ρ|, ∀(t, x, ρ, u1) ∈ ΩT × R× [−Mu,Mu]m. (3.8)

Ïðè öüîìó ïiä åíòðîïiéíèì äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2)�(3.4) áóäåìî
ðîçóìiòè òàêå (äèâ. [2, 4]).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Äëÿ çàäàíèõ u = (u0, u1) ∈ Uad ôóíêöiþ ρ ∈ L∞(ΩT ) íàçè-
âàþòü åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.4), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ c ∈ R
òà

η(λ) := |λ− c|, qi(λ) := sgn(λ− c)(fi(λ) − fi(c)), ∀i = 1, . . . , N (3.9)

âèêîíó¹òüñÿ åíòðîïiéíà íåðiâíiñòü

(η(ρ))t + (q(ρ))x ≤ sgn(ρ− c)g(t, x, ρ, u1) íà ΩT (3.10)

òà

lim
t→0+

1

t

ˆ t

0
∥ρ(τ, ·) − u0∥L1(Ω)dτ = 0. (3.11)

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïàðà

(u, ρ) ∈ [L1(Ω) × L1(ΩT )] × [C([0, T ];L1(Ω)) × L∞(ΩT ) × L∞([0, T ];BV (Ω))]

¹ äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1), ÿêùî u =
(u0, u1) ∈ Uad, ρ ∈ Rad, J(u, ρ) < +∞ òà ρ = ρ(u) � âiäïîâiäíèé åíòðîïiéíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2)�(3.5) ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.1 òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.6)�
(3.7).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.1). Áóäåìî
êàçàòè, ùî ïàðà (u0, ρ0) ¹ îïòèìàëüíà äëÿ çàäà÷i (3.1), ÿêùî

(u0, ρ0) ∈ Ξ òà J(u0, ρ0) = sup
(u,ρ)∈Ξ

J(u, ρ).

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ U = L1(Ω) × L1(ΩT ),
Y = C([0, T ];L1(Ω)) òà ïðèïóñêàòè òàêå:

(I) Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1) ¹ ðåãóëÿðíà, ÿêùî iñíó¹ ùîíàé-
ìåíøå îäíà ïàðà (u, ρ) òàêà, ùî (u, ρ) ∈ Ξ.
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Ç îãëÿäó íà ôàçîâi îáìåæåííÿ, ââåäåíi íà ùiëüíiñòü òðàíñïîðòíîãî ïî-
òîêó, ðåãóëÿðíiñòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, òîáòî iñíóâàííÿ ùîíàé-
ìåíøå îäíi¹¨ äîïóñòèìî¨ ïàðè (u, ρ), ¹ âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ íàâiòü ó íàé-
ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ. Çâàæàþ÷è íà öå, äîöiëüíî ïîñëàáèòè óìîâè, ââåäåíi íà
äîïóñòèìi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ çàäà÷i, òà ïðèïóñòèòè, ùî óìîâà îïòèìàëüíî-
ñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (u, ρ) âèêîíó¹òüñÿ ç äåÿêîþ (ìîæëèâî, ìàëîþ) òî÷íiñòþ.
Áåðó÷è öå äî óâàãè, áóäåìî âèõîäèòè ç ïðèïóùåííÿ, ùî âèõiäíà çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìîæå íå ìàòè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

4. Àïðîêñèìàöiÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ïîâ'ÿæåìî ç ìåðåæîþ ΩT = Ω1,T × . . .× ΩN,T öiëüîâèé ïðîñòið L1(ΩT ), i
íåõàé τ � ñëàáêà òîïîëîãiÿ â L1(ΩT ). Ââåäåìî òàêi óìîâè:

(II) Íåõàé ôóíêöiîíàë J : U× Y −→ R ó çàäà÷i (3.1) ìà¹ âèãëÿä

J(u, ρ) =

ˆ T

0

ˆ
Ω
F (u, ρ)dxdt, (4.1)

äå âiäîáðàæåííÿ F : U × Y −→ L1(ΩT ) ¹ (Λ, σ × τ)�íí.çâ. íà U × Y ó
ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.8. Ó ïîäàëüøîìó ÷åðåç σ áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèëüíó
òîïîëîãiþ íà L1(Ω) × L1(ΩT ).

(III) Iñíó¹ ïàðà ôóíêöié φ,ψ ∈ L1(ΩT ) òàêà, ùî äëÿ âñiõ (u, ρ) ∈ Ξ, äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Q ⊆ Ω ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ˆ
Q
|ψ| dz ≤ ∥F (u(·, ·), y(·, ·))∥L1(Q) ≤

ˆ
Q
|φ| dz. (4.2)

Ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêó ñóêóïíiñòü çàäà÷ âåê-
òîðíî¨ îïòèìiçàöi¨:

Ðåàëiçóâàòè SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ) =

= SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ

[
F (u, ρ) + ε−1 (|l(y)| + l(y))

]
, (4.3)

äå ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξ îçíà÷åíà òàê: (u, ρ) ∈ Ξ òîäi i òiëüêè
òîäi, ÿêùî {

u = (u0, u1) ∈ Uad,
ρ ∈ C([0, T ];L1(Ω)) × L∞(ΩT ) × L∞([0, T ];BV (Ω)),

(4.4)

{
ρ = ρ(u) ¹ åíòðîïiéíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2)�(3.5)

ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (3.1) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.6)�(3.7).
(4.5)
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Çàóâàæåííÿ 4.1. ßê çàçíà÷åíî ó ðîáîòi [1], Ξ ⊂ Ξ äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 òà Ξ ̸=
∅. Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíà âiäíîñíî ω-çáiæíîñòi, äå
ïiä ω-çáiæíiñòþ ðîçóìi¹ìî òàêå: ïîñëiäîâíiñòü ïàð {(uk, ρk)}k∈N ⊂ Ξ ¹ ω-
çáiæíà äî ïàðè (u, ρ) ∈ [L1(Ω) × L1(ΩT )] × C([0, T ];L1(Ω)), ÿêùî u0k → u0 â
L1(Ω), u1k → u1 â L1(ΩT ) òà ρk → ρ â C([0, T ];L1(Ω)).

Îçíà÷åííÿ 4.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïàðà (ueffε , ρeffε ) ∈ Ξ ¹ (Λ, τ)-åôåêòèâ-
íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.3), ÿêùî (ueffε , ρeffε ) ðåàëiçó¹
(Λ, τ)-ñóïðåìóì âiäîáðàæåííÿ Fε : Ξ → L1(ΩT ), òîáòî

Fε(ueffε , ρeffε ) ∈ SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ) = SupΛ,τ

{
Fε(u, ρ) : ∀(u, ρ) ∈ Ξ

}
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Eff(Ξ;Fε; τ ; Λ) =
{

(ueffε , ρeffε ) ∈ Ξ : Fε(ueffε , ρeffε ) ∈ SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ)

}
ìíîæèíó âñiõ (Λ, τ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.3).

Ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà (äîâåäåííÿ äèâ. ó ðîáîòi [1]), ÿêà òîðêà¹òüñÿ ïðî-
áëåìè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.3).

Òåîðåìà 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ãiïîòåçè (I)-(III) âèêîíóþòüñÿ òà F : Ξ →
L1(ΩT ) ¹ (Λ, ω×τ)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó âiäîáðàæåííÿì. Òîäi çàäà÷à âåê-
òîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.3)�(4.5) ìà¹ íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó (Λ, τ)-åôåêòèâ-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ êîæíîãî ε > 0.

Ó ïîäàëüøîìó iç çàäà÷åþ (4.3) áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè òàêó ñêàëÿðíó îïòèìi-
çàöiéíó çàäà÷ó: {

Fλ
ε = ⟨λ,Fε(u, ρ)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) → sup

âiäíîñíî (u, ρ) ∈ Ξ ⊂ U× Y,
(4.6)

äå λ � åëåìåíò äóàëüíîãî êîíóñà K = Λ∗, çâiäñè

Λ∗ =

{
λ ∈ L∞(ΩT ) : < λ, f >L∞(ΩT );L1(ΩT )=

ˆ T

0

ˆ
Ω
λf dxdt ≥ 0, ∀f ∈ Λ

}
.

Îñêiëüêè ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî ω-êîìïàêòíà, òî ââåäåíà ñêàëÿðíà çà-
äà÷à (4.6) ìà¹ íåïîðîæíþ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî Fλ

ε (·) : Ξ → R ¹ âëàñ-
íîþ ω-íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ. Îäíàê õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ
çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.3) ¹ òîé ôàêò, ùî ç áóäü-ÿêèì (Λ, ω × τ)-
íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó âiäîáðàæåííÿì Fε : Ξ → L(ΩT ), ÿêå íå ¹ íi íà-
ïiâíåïåðåðâíå çâåðõó, íi êâàçi-íí. çâ., çàâæäè ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ñêàëÿðíó çà-
äà÷ó (4.6), äëÿ ÿêî¨ âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë âàðòîñòi Fλ

ε (·) : Ξ → R íå ¹
ω-íàïiâíåïåðåðâíèé çâåðõó íà Ξ. Äiéñíî, íåõàé (u0, ρ0) òàêà ïàðà ç ìíîæèíè
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Ξ, íà ÿêié âiäîáðàæåííÿ Fε íå ¹ êâàçi-íí. çâ., òîäi iñíó¹ ùîíàéìåíøå îäèí
åëåìåíò a∗ ∈ clτ (Fε(Ξ)) òàêèé, ùî

a∗ ∈ lim supΛ,τ

(u,ρ)
ω→(u0,ρ0)

Fε(u, ρ),

Fε(u0, ρ0) ∈ lim supΛ,τ

(u,ρ)
ω→(u0,ρ0)

Fε(u, ρ), òà a∗ ̸< Fε(u0, ρ0). (4.7)

Íåõàé {(uk, ρk)}∞k=1 ⊂ Ξ òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî

(uk, ρk)
ω→ (u0, ρ0) â U× Y òà Fε(uk, ρk)

τ→ a∗ â L1(ΩT ).

Îñêiëüêè a∗ ̸< Fε(u0, ρ0), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Fε(u0, ρ0) − a∗ ̸∈ Λ, i òîìó
iñíó¹ âåêòîð λ∗ ∈ K òàêèé, ùî

⟨λ∗,Fε(u0, ρ0) − a∗⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) < 0.

I ÿê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî

lim sup
k→∞

Fλ∗
ε (uk, ρk) = lim

k→∞
⟨λ∗,Fε(uk, ρk)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) =

= ⟨λ∗, a∗⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) > ⟨λ∗,Fε(u0, ρ0)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) = Fλ∗
ε (u0, ρ0).

Òàêèì ÷èíîì, Fλ∗
ε íå ¹ ω-íí. çâ. íà ïàði (u0, ρ0). Áiëüøå òîãî, äëÿ (Λ, ω×τ)-íí.

çâ. âiäîáðàæåíü Fε : Ξ → L1(ΩT ) ìà¹ ìiñöå âèïàäîê, êîëè æîäíà çi ñêàëÿðíèõ
ôóíêöié Fλ∗

ε (u, ρ) = ⟨λ,Fε(u, ρ)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) íå ¹ ω-íí. çâ. äëÿ áóäü-ÿêîãî
λ ∈ K♯, äå K♯ � ìíîæèíà âñiõ êâàçiâíóòðiøíiõ òî÷îê êîíóñà K, òîáòî λ ∈ K♯,
ÿêùî λ ∈ K i

⟨λ, b⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) > 0 äëÿ âñiõ b ∈ Λ \ {0}.

Ïîêëàâøè λ(t, x) = 1 ìàéæå ñêðiçü íà ΩT i ε = 0, äîõîäèìî òàêîãî âèñíîâêó:
öiëüîâèé ôóíêöiîíàë J : Uad×Y → R äëÿ çàäà÷i (3.1) ìîæå íå áóòè ω-íí. çâ.,
íàâiòü ÿêùî F : Ξ → L1(ΩT ) ¹ (Λ, ω × τ)-íí. çâ. âiäîáðàæåííÿì.

Ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî ãîëîâíó âëàñòèâiñòü ñêàëÿðíî¨ îïòèìiçàöiéíî¨
çàäà÷i (4.6).

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.7)�(3.8), iñíó¹ ïàðà (u0, ρ0) ∈ Ξ
i åëåìåíò λ ∈ K♯ òàêi, ùî

(u0, ρ0) ∈ Argmax(u,ρ)∈Ξ⟨λ,F
λ
ε (u, ρ)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ).

Òîäi (u0, ρ0) ¹ (Λ, τ)-åôåêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.3)�(4.5).

Äîâåäåííÿ. Çà ïî÷àòêîâèìè ïðèïóùåííÿìè ìà¹ìî:

Fλ
ε (u0, ρ0) −Fλ

ε (u, ρ) = (4.8)

= ⟨λ,Fε(u0, ρ0) −Fε(u, ρ)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) ≥ 0, ∀(u, ρ) ∈ Ξ.
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Íåõàé z åëåìåíò ç ìíîæèíè clτFε(Ξ). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {(uk, ρk)}∞k=1 ç
ìíîæèíè Ξ òàêà, ùî

Fε(uk, yk)
τ→ z â L1(ΩT ) çà k → ∞.

Çâiäñè, ç îãëÿäó íà (4.8), ìà¹ìî

⟨λ,Fε(u0, ρ0) −Fε(uk, ρk)⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) ≥ 0, ∀k ∈ N. (4.9)

Ïåðåéøîâøè äî ìåæi ó (4.9), îòðèìà¹ìî

⟨λ,Fε(u0, ρ0) − z⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) ≥ 0, ∀z ∈ clτFε(Ξ). (4.10)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ïàðà (u0, ρ0) ̸∈ Eff(Ξ;Fε; τ ; Λ). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò
h ∈ clτFε(Ξ) òàêèé, ùî h >Λ Fε(u0, ρ0). Òàêèì ÷èíîì, h−Fε(u0, ρ0) ∈ Λ \ {0}.
Òîìó, çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè K, ìà¹ìî

⟨h−Fε(u0, ρ0), λ⟩L∞(ΩT );L1(ΩT ) > 0,

à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi (4.10). Îòæå, (u0, ρ0) ∈ Eff(Ξ;Fε; τ ; Λ). Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ áóëè îòðèìàíi òàêi
ñóòò¹âi ðåçóëüòàòè.

Òâåðäæåííÿ 4.1. ßêùî iñíó¹ ïàðà çíà÷åíü ε1 > 0 i ε2 > 0 òàêèõ, ùî ε1 ̸= ε2
òà

SupΛ,τ
(u,ρ)∈ΞFε1(u, ρ) ∩ SupΛ,τ

(u,ρ)∈ΞFε2(u, ρ) ̸= ∅, (4.11)

òî çà ïðèïóùåíü òåîðåìè 4.1 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1) ¹ ðåãóëÿð-
íà, òîáòî Ξ ̸= ∅.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî ε1 < ε2. ßê ïîêàçó¹ òåîðåìà 4.1,
äëÿ çàäàíèõ ε1 > 0 òà ε2 > 0 âiäïîâiäíi ìíîæèíè (Λ, τ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
Eff(Ξ;Fε1 ; τ ; Λ) òà Eff(Ξ;Fε2 ; τ ; Λ) íå ¹ ïîðîæíi. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

Eff(Ξ;Fε1 ; τ ; Λ) ∩ Eff(Ξ;Fε2 ; τ ; Λ) = ∅.

Âîäíî÷àñ óìîâà (4.11) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ïàð

(u0ε1 , ρ
0
ε1) ∈ Eff(Ξ;Fε1 ; τ ; Λ) òà (u0ε2 , ρ

0
ε2) ∈ Eff(Ξ;Fε2 ; τ ; Λ)

òàêèõ, ùî
Fε1(u0ε1 , ρ

0
ε1) = Fε2(u0ε2 , ρ

0
ε2). (4.12)

Îñêiëüêè (u0ε2 , ρ
0
ε2) ̸∈ Eff(Ξ;Fε1 ; τ ; Λ), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Fε1(u0ε2 , ρ
0
ε2) ̸≥Λ Fε1(u0ε1 , ρ

0
ε1). (4.13)
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Ç iíøîãî áîêó, ç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó âiäîáðàæåííÿ Fε : Ξ → L1(ΩT ) òà óìîâó
(4.12) ìà¹ìî

Fε1(u0ε2 , ρ
0
ε2) ≤Λ Fε2(u0ε2 , ρ

0
ε2) = Fε1(u0ε1 , ρ

0
ε1).

Òîäi, çàëó÷àþ÷è óìîâó (4.13), ïðèõîäèìî äî òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

Fε1(u0ε1 , ρ
0
ε1) ̸≥Λ Fε1(u0ε1 , ρ

0
ε1).

Òîìó iñíó¹ ùîíàéìåíøå îäíà ïàðà (u∗, ρ∗) ∈ Ξ òàêà, ùî

(u∗, ρ∗) ∈ Eff(Ξ;Fε1 ; τ ; Λ) ∩ Eff(Ξ;Fε2 ; τ ; Λ).

Âiäòàê ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (4.11), îòðèìà¹ìî:

F (u∗, ρ∗) + ε−1
1 (|l(ρ∗)| + l(ρ∗)) = Fε1(u∗, ρ∗) =

= Fε2(u∗, ρ∗) = F (u∗, ρ∗) + ε−1
2 (|l(ρ∗)| + l(ρ∗)) ìàéæå ñêðiçü íà ΩT .

Çâiäñè (ε−1
1 − ε−1

2 ) (|l(ρ∗)| + l(ρ∗)) = 0. Îñêiëüêè ε1 ̸= ε2, òî

|l(ρ∗(t, x))| + l(ρ∗(t, x)) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (t, x) ∈ ΩT .

Îäíàê öå ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíå íåðiâíîñòi l(ρ∗(t, x)) ≤ 0 ìàéæå ñêðiçü
íà ΩT . Áåðè÷è äî óâàãè, ùî ρ∗ = ρ(u∗) ∈ C([0, T ];L1(Ω)) ÿê åíòðîïiéíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.2)�(3.5), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ρ∗ ∈ Rad, i òîìó
(u∗, ρ∗) ∈ Ξ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 4.2. ßêùî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1) ìà¹ õî÷à á
îäèí îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (u0, ρ0) ∈ Ξ, òî çà ïðèïóùåíü òåîðåìè 4.1 iñíó¹
çíà÷åííÿ ε0 > 0 òàêå, ùî

(u0, ρ0) ∈ Eff(Ξ;Fε; τ ; Λ), ∀ε ≤ ε0. (4.14)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå: íåõàé iñíó¹ ìîíîòîííî ñïàäíà
ïîñëiäîâíiñòü {εk}∞k=1 ⊂ R+ òàêà, ùî

lim
k→∞

εk = 0 i (u0, ρ0) ̸∈ Eff(Ξ;Fεk ; τ ; Λ).

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïàð
{

(u∗k, ρ
∗
k) ∈ Ξ

}
òàêà, ùî

Fεk(u∗k, ρ
∗
k) >Λ Fεk(u0, ρ0) ≡ F (u0, ρ0), ∀k ∈ N. (4.15)

Òîìó ìàéæå ñêðiçü íà ΩT , ∀k ∈ N ìà¹ìî

ε−1
k (|l(ρ∗k)| + l(ρ∗k)) <Λ F (u∗k, ρ

∗
k) − F (u0, ρ0). (4.16)

Îñêiëüêè ìíîæèíà Ξ ⊂ Uad × Y ¹ ñåêâåíöiéíî ω-êîìïàêòíà òà âiäîáðàæåííÿ
F : Ξ → L1(ΩT ) ¹ (Λ, ω × τ)-íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó, òî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâ-
íîñòi (4.16) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â L1(ΩT ) äëÿ k ∈ N. Îòæå, ïåðåõîäÿ÷è äî
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ìåæi ó (4.15) çà k → ∞, ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi ç îáìåæåíiñòþ ðiçíèöi
F (u∗k, ρ

∗
k)−F (u0, ρ0), ÿêùî òiëüêè (|l(ρ∗k)| + l(ρ∗k)) ̸= 0 íà äåÿêié ïiäìíîæèíi ç

ΩT ç äîäàòíîþ ìiðîþ Ëåáåãà. Òàêèì ÷èíîì, öÿ ñóïåðå÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
íîìåð k∗ ∈ N òàêèé, ùî |l(ρ∗k)|+ l(ρ∗k) = 0 ìàéæå ñêðiçü íà ΩT äëÿ âñiõ k > k∗.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ρk ∈ Rad äëÿ âñiõ k > k∗. Òîìó íåðiâíiñòü (4.16) îçíà-
÷à¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ F (u∗k, ρ

∗
k) >Λ F (u0, ρ0) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k > k∗,

âíàñëiäîê ÷îãî ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi ç ïî÷àòêîâèì ïðèïóùåííÿì

J(u0, ρ0) :=

ˆ T

0

ˆ
Ω
F (u0, ρ0)dxdt <

ˆ T

0

ˆ
Ω
F (u∗k, ρ

∗
k)dxdt, ∀k > k∗.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

5. Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ

Ó ðîáîòi áóëî çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä ùîäî ðåãóëÿðèçàöi¨ îäíi¹¨ ñêà-
ëÿðíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà òðàíñïîðòíié ìåðåæi ç ôàçîâèìè
îáìåæåííÿìè. Öåé ïiäõiä ãðóíòó¹òüñÿ íà ââåäåííi ñóêóïíîñòi ïàðàìåòðèçî-
âàíèõ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ òà ïîäàëüøî¨ ¨õ ñêàëÿðèçàöi¨. Îòðèìàíî
ðåçóëüòàòè, ÿêi âiäiãðàþòü âàãîìó ðîëü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ òàêîãî òèïó çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, à ñàìå: âñòàíîâëåíî óìîâè ðåãóëÿðíîñòi çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà óìîâè, çà ÿêèõ îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóäå åôåê-
òèâíèì äëÿ ε-ñóêóïíîñòi çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨.
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