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Äîñëiäæåíî îäèí êëàñ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ âèðîäæåíîãî ïà-

ðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå íà ìåæi îáëàñòi òà ç àïðiîði

çàäàíîþ ñòðóêòóðîþ îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ òàêèõ çàäà÷ iñíó-

þòü îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà çà óìîâè êîìïàêòíîñòi

îïåðàòîðiâ, ÿêi ôîðìóþòü îáåðíåíèé çâ'ÿçîê.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, íåðiâíiñòü Õàðäi � Ïóàíêàðå, ïàðàáîëi÷íå ðiâ-

íÿííÿ, àïðiîðíèé ñèíòåç.

1. Âñòóï

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåíü âèñòóïà¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
âèðîäæåíèì ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì

ρ(x)ẏ − ν div (ρ(x)∇y) = f(t, x) + p(t, x)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå íà ìåæi îáëàñòi çà óìîâè, ùî ¹ àïðiîði çàäàíà
ñòðóêòóðà êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

p(t, x) =

M∑
j=1

uj(t)Mj(y),

äå Mj : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

� ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè, à

ôóíêöi¨ u = [u1, . . . , uM ]T ∈ L2(0, T )M ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ.
Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ïîâ'ÿçàíèõ iç

íèìè ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ¹ òà îáñòàâèíà, ùî ïðîáëåìà ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi
ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòåé âàãîâî¨ ôóíêöi¨ ρ (äèâ., íàïð., [3, 7]). Òîé
ôàêò, ùî ôóíêöiÿ ρ ìîæå áóòè íåîáìåæåíîþ íà îáëàñòi Ω ÷è äîñÿãàòè íó-
ëÿ íà ïiäìíîæèíàõ íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, îçíà÷à¹, ùî äèôåðåíöiàëüíèé îïå-
ðàòîð div (ρ(x)∇) âòðà÷à¹ âëàñòèâiñòü êîåðöèòèâíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi íà
�����������������
c⃝ I. Ã. Áàëàíåíêî, Ï. I. Êîãóò, 2014
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L2(0, T ;H1
0 (Ω)). ßê íàñëiäîê, íàâåäåíi çàäà÷i ìîæóòü óñïàäêîâóâàòè íå¹äè-

íiñòü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà iíøi åôåêòè, ïðèòàìàííi íåêîðåêòíèì çàäà÷àì
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

ßê âiäîìî (äèâ., íàïð., [1, 2]), áàçîâèì ó òåîði¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷
äëÿ âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ ïîíÿòòÿ âàãîâîãî ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà
W 1,2

0 (Ω; ρ dx). Îñêiëüêè ïðîñòið ôiíiòíèõ ôóíêöié C∞
0 (Ω) íå ¹ â çàãàëüíîìó

âèïàäêó ùiëüíèé ó W 1,2
0 (Ω; ρ dx), òî öÿ îáñòàâèíà ïîðîäæó¹ ñóòò¹âi òðóä-

íîùi â îáãðóíòóâàííi ïðîáëåìè ¹äèíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ òà
îòðèìàííi âiäïîâiäíèõ àïðiîðíèõ îöiíîê äëÿ íèõ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àâòîðè
ïîêàçóþòü, ùî òàêå îáãðóíòóâàííÿ ñòà¹ ìîæëèâèì, ÿêùî âàãîâó ôóíêöiþ
ρ = ρ(x) íàäiëèòè ïåâíèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî íå âèâîäÿòü ¨¨
ç êëàñó íåîáìåæåíèõ òà âèðîäæåíèõ íà Ω ôóíêöié. Òàêîþ óìîâîþ ¹ ïðè-
íàëåæíiñòü ρ äî êëàñó ôóíêöié ïîòåíöiàëüíîãî òèïó. Â ðåçóëüòàòi, çàëó÷èâ-
øè íåðiâíiñòü òèïó Õàðäi � Ïóàíêàðå òà óìîâè êîìïàêòíîñòi äëÿ îïåðàòîðiâ
Mj , ñòàëî ìîæëèâèì óñòàíîâèòè, ùî çàäà÷à àïðiîðíîãî ñèíòåçó îïòèìàëüíî-
ãî êåðóâàííÿ äëÿ âèõiäíîãî âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé
îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó
îòðèìàíî òà îáãðóíòîâàíî àïðiîðíi îöiíêè.

Îêðiì öüîãî, ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ãåîìåòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç àïðiîði çàäàíîþ ñòðóêòóðîþ îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó, ÿêå
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îïåðàòîðè Mj îáèðàþòüñÿ ó âèãëÿäi

Mj(ϕ) = c
√
ρ(x)

ˆ
B(bj ,r)

ϕ(s)
√
ρ(s) ds, ∀ϕ ∈W 1,2

0 (Ω, ρ dx),

äå öåíòðè bj "ïîçèöiþâàííÿ" êóëü B(bj , r) ââàæàþòü íåâiäîìèìè i âîíè ïiä-
ëÿãàþòü âèçíà÷åííþ. Ïîêàçàíî, ùî òàêà çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê çà óìîâè, ùî
ïðèìåæîâèé øàð ìíîæèíè Ω ¹ íåäîïóñòèìèé äëÿ âèáîðó òî÷îê bj .

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ôàêòè

Íåõàé Ω ⊂ RN (N > 3) � îáìåæåíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ç äîñòàòíüî
ðåãóëÿðíîþ ìåæåþ ∂Ω. Íåõàé Q = (0, T ) × Ω ¹ öèëiíäðîì â R1 × RN , äå
T < +∞. ×åðåç Σ = (0, T ) × ∂Ω ïîçíà÷èìî éîãî áîêîâó ïîâåðõíþ. Íåõàé
H1

0 (Ω) ¹ ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà, ÿêèé óòâîðåíî çàìèêàííÿì ìíîæèíè C∞
0 (Ω) çà

íîðìîþ

∥y∥H1
0 (Ω) =

(ˆ
Ω
|∇y(x)|2RN dx

)1/2

.

Íåõàé ¹ çàäàíîþ ôóíêöiÿ ρ : Ω → R òàêà, ùî: ρ(x) > 0 ìàéæå ñêðiçü (ì.ñ.)
íà Ω,

ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇| ln ρ| ∈ L2(Ω;RN ) i ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω). (2.1)
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Íàäàëi áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè ç ôóíêöi¹þ ρ òàêi âàãîâi ïðîñòîðè L2(Ω, ρ dx),
L2(Ω, ρ−1 dx) òà W 1,2

0 (Ω, ρ dx), äå ÷åðåç W 1,2
0 (Ω, ρ dx) ïîçíà÷åíî âàãîâèé ïðî-

ñòið Ñîáîë¹âà, óòâîðåíèé åëåìåíòàìè ç W 1,1
0 (Ω), äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åííà íîðìà

∥y∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
:=

(ˆ
Ω
y2ρ dx+

ˆ
Ω
|∇y|2RNρ dx

)1/2

.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ρ : Ω → R+ ¹ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ïîòåí-
öiàëüíîãî òèïó, ÿêùî

(i) ρ > 0 ìàéæå ñêðiçü (ì.ñ.) íà Ω, ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω);

(ii) iñíó¹ ïiäîáëàñòü Ω∗ ⊂ Ω òàêà, ùî dist (∂Ω, ∂Ω∗) > δ > 0,

ρ ∈ C1(Ω \ Ω∗) i ρ(x) > σ íà Ω \ Ω∗ çà äåÿêîãî σ > 0; (2.2)

(iii) iñíóþòü ñòàëi C > 0, λ < λ∗ := (N − 2)2/4 òà ñèñòåìà âíóòðiøíiõ òî÷îê
{x∗1, x∗2, . . . , x∗K} ìíîæèíè Ω) òàêi, ùî

−C 6 V (x) 6 2λ

K

(
K∑
i=1

1

|x− x∗i |2RN

)
, ∀x ∈ Ω, (2.3)

äå ïîçíà÷åíî V (x) = −∆ ln ρ(x) − 1
2 |∇ ln ρ(x)|2RN .

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Íåõàé yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1 dx)), òà y0 ∈ L2(Ω) � çàäàíi
ôóíêöi¨. Íåõàé M ∈ N òà ν ̸= 0 � ôiêñîâàíi ñòàëi. Íåõàé U∂ � íåïîðîæíÿ
îïóêëà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â L2(0, T )M .

Ðîçãëÿíåìî â öèëiíäði Q = (0, T ) × Ω íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êå-
ðóâàííÿ äëÿ âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç àïðiîði çàäàíîþ ñòðóê-
òóðîþ çàêîíó îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó:

I(u, y) =

ˆ T

0

∥∥∥∥y(t, ·) − yad(t, ·)√
ρ

∥∥∥∥2
L2(Ω,ρ dx)

dt+

M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|uj(t)|2 dt −→ inf,

(3.1)

ρ(x)ẏ − ν div (ρ(x)∇y) = f(t, x) + p(t, x) â Q = (0, T ) × Ω, (3.2)

y(t, x) = 0 íà (0, T ) × ∂Ω, (3.3)√
ρ(x) y(0, x) = y0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω, (3.4)

p(t, x) =
M∑
j=1

uj(t)Mj(y), u = [u1, . . . , uM ]T ∈ U∂ . (3.5)
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Òóò Nj > 0 � çàäàíi ñòàëi, Mj : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

� ëiíiéíi

íåïåðåðâíi îïåðàòîðè òàêi, ùî∣∣∣⟨Mj(y), y⟩(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

∣∣∣ 6 C∥y∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
∥y∥L2(Ω,ρ dx) (3.6)

äëÿ âñiõ j = 1, . . . ,M çi ñòàëîþ C > 0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä y òà j.
Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.5), ÿêà

ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ôóíêöié (u01, . . . , u
0
M , y

0) ∈ L2(0, T )M ×L2(0, T ;Wρ) (íà-
äàëi ¨õ áóäåìî íàçèâàòè îïòèìàëüíèìè), ÿêi â ñëàáêîìó ñåíñi çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ (3.2)�(3.5) i íà ÿêèõ ôóíêöiîíàë (3.1) äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåí-
øîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ.

Ïîâ'ÿæåìî ç ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ çàäà÷åþ (3.2)�(3.4) ëiíiéíèé îïåðàòîð

A : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗
, çàëó÷èâøè ïðàâèëî:

⟨
Ay, v

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
=

ˆ
Ω

(∇y,∇v)RN ρ dx ∀v ∈W 1,2
0 (Ω, ρ dx).

ßñíî, ùî Ay = −div(ρ(x)∇y), à îòæå, ç îãëÿäó âèõiäíèõ ïðèïóùåíü îïåðàòîð

A : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó êîåðöèòèâíîñòi.

Äiéñíî, îñêiëüêè

⟨A(y), y⟩(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
=

ˆ
Ω
|∇y|2RN ρ dx ̸= ∥y∥2

W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

,

òî íåìà¹ æîäíèõ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè âèêîíàííÿ íàñòóïíî¨ óìîâè:

⟨A(y), y − v0⟩W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

∥y∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

→ +∞ ïðè ∥y∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
→ ∞.

Ó ðåçóëüòàòi ïðîáëåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨
çàäà÷i (3.1)�(3.5) íà êëàñi äîïóñòèìèõ êåðóâàíü çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïè-
òàííÿì.

Òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåðíîþ ðèñîþ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�
(3.5) ¹ òå, ùî çà ïåâíîãî âèáîðó ôóíêöi¨ ρ ç âëàñòèâîñòÿìè (2.1) âiäïîâiäíà
ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.1)�(3.5) ìîæå âèÿâèòèñÿ ïîðîæ-
íüîþ.

4. Ïîïåðåäíié àíàëiç çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.5)

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ W 1,2
0 (Ω, ρ dx) ìà¹ ìiñöå ïî-

äàííÿ y =
z
√
ρ
, äå z ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò y ∈ W 1,2
0 (Ω, ρ dx) i ïîêàæåìî, ùî

z = y
√
ρ ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω). Äiéñíî, ìà¹ìî

∥z∥2L2(Ω) =

ˆ
Ω
|y√ρ|2 dx =

(ˆ
Ω
y2ρ dx

)
6 C∥y∥2

W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

.
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Äàëi, çàëó÷àþ÷è ïåðåòâîðåííÿ

∇(
√
ρ y) = y

1

2
√
ρ
∇ρ+

√
ρ∇y =

√
ρ

(
∇y +

1

2ρ
y∇ρ

)
=

√
ρ
(
∇y +

y

2
∇ ln ρ

)
òà âëàñòèâîñòi âàãîâî¨ ôóíêöi¨ ρ(x), îòðèìà¹ìî

∥∇z∥L1(Ω;RN ) =

ˆ
Ω

∣∣∣√ρ(∇y +
y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣
RN

dx

6
ˆ
Ω
|√ρ∇y|RNdx+

1

2

ˆ
Ω
|√ρy∇ ln ρ|RNdx

6
(ˆ

Ω
ρ|∇y|RNdx

)1/2

|Ω|1/2 +
1

2

(ˆ
Ω
y2ρ dx

)1/2(ˆ
Ω
|∇ ln ρ|2RN

)1/2

6 C1∥y∥W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

.

Òàêèì ÷èíîì, z ∈ W 1,1(Ω) ∩ L2(Ω). Îêðiì òîãî, åëåìåíò z = y
√
ρ óñïàäêîâó¹

âëàñòèâîñòi ñëiäó âçäîâæ ìåæi îáëàñòi ∂Ω âiä åëåìåíòà y, i íàðåøòi, îòðè-
ìà¹ìî z ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íàñïðàâäi, âiäîáðàæåííÿ φ : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) → W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω), ùî âèçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê φ(y) = y

√
ρ, íå ¹ ñþð'¹êòèâíå. Ïðîòå ó ïðîñòîði W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω)

ìíîæèíà éîãî îáðàçiâ φ(W 1,2
0 (Ω, ρ dx)) ¹ ùiëüíà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî z ∈ C∞
0 (Ω) ⊂W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω), ìà¹ìî
z
√
ρ
∈W 1,2

0 (Ω, ρ dx). Äiéñíî,

∥∥∥∥ z
√
ρ

∥∥∥∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

ˆ
Ω
z2ρ dx+

ˆ
Ω

∣∣∣∣ 1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ρ
∣∣∣∣2
RN

ρ dx

6 ∥z2∥C(Ω)

ˆ
Ω
ρ dx+ 2

ˆ
Ω
|∇z|2RNdx+

1

2

ˆ
Ω
z2| ln ρ|2RN dx

6 ∥z2∥C(Ω)∥ρ∥L1(Ω) + 2∥|∇z|2RN ∥C(Ω) +
1

2
∥z2∥C(Ω)∥∇ ln ρ∥2L2(Ω;RN ) <∞.

Òàêèì ÷èíîì, ÿê î÷åâèäíèé íàñëiäîê ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó òà íåïåðåðâ-
íîñòi âêëàäåííÿ H1

0 (Ω) ⊂W 1,1
0 (Ω) ∩ L2(Ω), îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 4.1. Iñíó¹ ùiëüíà ìíîæèíà Dρ ⊂ H1
0 (Ω), òàêà ùî

z
√
ρ
∈W 1,2

0 (Ω, ρ dx), ∀ z ∈ Dρ.

Áåðó÷è äî óâàãè äàíå òâåðäæåííÿ, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêå ëiíiéíå âiäî-
áðàæåííÿ:

F : Dρ ⊂ H1
0 (Ω) →W 1,2

0 (Ω, ρ dx), äå Fz =
z
√
ρ
.



126 I. Ã. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎÃÓÒ

Îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Dρ äàíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ ùiëüíîþ ìíîæèíîþ
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó H1

0 (Ω), òî äëÿ F, ÿê ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà, iñíó¹
ñïðÿæåíèé îïåðàòîð F∗ : D (F∗) ⊂W−1,2(Ω, ρ−1dx) → H−1(Ω) òàêèé, ùî

⟨F∗v, z⟩H−1(Ω);H1
0 (Ω) = ⟨v,Fz⟩(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
, ∀ z ∈ Dρ i ∀ v ∈ D (F∗) ,

äå

D (F∗) =

{
v ∈W−1,2(Ω, ρ−1 dx)

∣∣∣∣∣ ∃C > 0 òàêèõ, ùî äëÿ âñiõ z ∈ Dρ∣∣∣⟨v,Fz⟩W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

∣∣∣ 6 C∥z∥H1
0 (Ω)

}
.

Ïðîòå, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, îïåðàòîð F∗ íå ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèé. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ âàæëèâó âëàñòèâiñòü îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ρ : Ω → R ¹ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî òèïó.
Òîäi

⟨A (Fz) ,Fv⟩(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
= ⟨B(z), v⟩H−1(Ω);H1

0 (Ω) , (4.1)

äå

B(z) = −△z − 1

2
V (x)z, (4.2)

V (x) = −△ ln ρ(x) − 1

2
|∇ ln ρ|2RN , (4.3)

i ëiíiéíèé îïåðàòîð B âèçíà÷à¹ içîìîðôiçì ïðîñòîðó H1
0 (Ω) â éîãî äóàëüíèé

ïðîñòið H−1(Ω).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé v òà z � äîâiëüíi åëåìåíòè ç Dρ ⊂ H1
0 (Ω). Òîäi, çà íàñëiä-

êîì 4.1, ìà¹ìî Fz,Fv ∈W 1,2
0 (Ω, ρ dx). Äàëi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà F,

ìîæíà îòðèìàòè òàêó íèçêó ïåðåòâîðåíü:

A (Fz) = −div (ρAθ∇ (Fz)) = −div

(
ρ∇

(
z
√
ρ

))
= −ρ1/2△z +

1

2
ρ−3/2

(
ρ△ρ− 1

2
|∇ρ|2RN

)
z

= −√
ρ△z − 1

2

√
ρ z

(
−△ρ

ρ
+

1

2

|∇ρ|2RN

ρ2

)
=

√
ρ(−△z − 1

2
z V (x)).

Îñêiëüêè

|∇ρ|2RN

ρ2
= |∇ ln ρ|2RN ,

△ ln ρ = div(∇ ln ρ) = div

(
∇ρ
ρ

)
=

△ρ · ρ− (∇ρ,∇ρ)RN

ρ2

=
△ρ · ρ
ρ2

−
|∇ρ|2RN

ρ2
=

△ρ
ρ

−
|∇ρ|2RN

ρ2
,
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òî ôóíêöiþ V (x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

V (x) = −△ ln ρ− 1

2

|∇ρ|2RN

ρ2
= −△ ln ρ− 1

2
|∇ ln ρ|2RN . (4.4)

Òàêèì ÷èíîì,⟨
A (Fz) ,Fv

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

⟨
−div

(
ρ∇
(
z
√
ρ

))
,
v
√
ρ

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

⟨
ρ1/2

(
− div (∇z) − 1

2
V (x)z

)
,
v
√
ρ

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

⟨
−△z − 1

2
V (x)z, v

⟩
H−1(Ω);H1

0 (Ω)

= ⟨B(z), v⟩H−1(Ω);H1
0 (Ω) .

Íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè ρ ¹ ôóíêöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî òèïó, òî ç (2.3) òà íåðiâ-
íîñòi Õàðäi � Ïóàíêàðå (äèâ. [2, 3])

ˆ
Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

K

(
K∑
i=1

1

|x− x∗i |2RN

)
y2

]
dx > C(Ω)

ˆ
Ω
y2 dx, (4.5)

âèïëèâà¹, ùî íîðìè
(´

Ω

[
|∇y|2RN − 1

2V (x)y2
]
dx
)1/2

òà
(´

Ω |∇y|2RN dx
)1/2

¹ åêâi-
âàëåíòíi â ïðîñòîði H1

0 (Ω), à öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð B âèçíà÷à¹ içîìîðôiçì
ìiæ H1

0 (Ω) òà H−1(Ω).

Áåðó÷è äî óâàãè äàíèé ðåçóëüòàò, ïåðåéäåìî ó ïî÷àòêîâî-êðàéîâié çàäà÷i
(3.2)�(3.4) äî ¨¨ åêâiâàëåíòíîãî îïèñó. Ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 4.2. y ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω, ρ dx)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2)�(3.4)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y(t) = z(t)√
ρ , äå z ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiä-
íîøåííÿˆ

Ω
ż(t)w dx+ ν

ˆ
Ω

(∇z(t),∇w)RN dx− ν

ˆ
Ω

1

2
V (x)z(t)w dx

=

M∑
j=1

uj(t)

ˆ
Ω
M̂j(z(t))w dx+

ˆ
Ω

f(t)
√
ρ
w dx, ∀w ∈ H1

0 (Ω), ì.ñ. (0, T ) (4.6)

lim
t→0+

(z(t), φ)L2(Ω) = (y0, φ)L2(Ω) , ∀φ ∈ C∞
0 (Ω). (4.7)

Òóò M̂j : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) → L2(0, T ;H−1(Ω)) ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè òàêè-

ìè, ùî M̂j(z) = 1√
ρMj(Fz) äëÿ âñiõ j = 1, . . . ,M , i ïðè öüîìó iñíó¹ ñòàëà âå-

ëè÷èíà C > 0, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ îöiíîê çà âñiõ z ∈ H1
0 (Ω):∣∣∣∣⟨M̂j(z), z

⟩
H−1(Ω);H1

0 (Ω)

∣∣∣∣ 6 C∥z∥H1
0 (Ω)∥z∥L2(Ω), ∀ j = 1,M. (4.8)
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Äîâåäåííÿ. Áåðó÷è äî óâàãè òåîðåìó 4.1 òà çàëó÷àþ÷è íåîáõiäiíi ìiðêóâàí-
íÿ ç [2, 3], äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ W 1,2

0 (Ω, ρ dx) iñíó¹
åëåìåíò w ∈ H1

0 (Ω) òàêèé, ùî v = Fw := w√
ρ . Îòæå, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi

ïåðåòâîðåííÿ:
ˆ
Ω
fvρ dx =

ˆ
Ω
f
w
√
ρ
dx =

ˆ
Ω

f
√
ρ
w dx, ∀w ∈ H1

0 (Ω),

ˆ
Ω

(∇y,∇v)RN ρ dx = ⟨div(ρ(x)∇y), v⟩(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

= ⟨div(ρ(x)∇(Fz)),Fw⟩(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=
⟨

div

(
ρ(x)∇

(
z
√
ρ

))
,
w
√
ρ

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=
⟨√

ρ(−△z − 1

2
z V (x)),

w
√
ρ

⟩
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗
;W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=
⟨
−△z − 1

2
V (x)z, w

⟩
H−1(Ω);H1

0 (Ω)

=

ˆ
Ω

(∇z,∇w)RN dx−
ˆ
Ω

1

2
V (x)zw dx,

ˆ
Ω
Mj(v)w dx =

ˆ
Ω
Mj(Fz))Fw dx =

ˆ
Ω

1
√
ρ
Mj(Fz))w dx, ∀ j = 1, . . . ,M.

Ùî òîðêà¹òüñÿ îöiíîê (4.8), òî âîíè ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì (3.6), òâåðäæåííÿ
4.1 òà îçíà÷åííÿ âàãîâèõ ïðîñòîðiâ W 1,2

0 (Ω, ρ dx) i L2(Ω, ρ dx).

Áåðó÷è äî óâàãè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íàñòóïíó çà-
äà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

J(u, z) =

ˆ T

0
∥z − yad∥2L2(Ω) dt+

M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|uj(t)|2 dt −→ inf (4.9)

çà îáìåæåíü

ż − ν∆z − ν

2
V (x)z = fρ−

1
2 (x) +

M∑
j=1

uj(t)M̂j(z) â Q = (0, T ) × Ω, (4.10)

z(t, x) = 0 íà (0, T ) × ∂Ω, (4.11)

z(0, x) = y0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω, (4.12)

u = [u1, . . . , uM ]T ∈ U∂ . (4.13)

ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4) òà (4.9)�
(4.13) ¹ â ïåâíîìó ñåíñi åêâiâàëåíòíi. Äiéñíî, ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ρ : Ω → R+ ¹ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî òè-
ïó. Íåõàé yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1 dx)) òà y0 ∈ L2(Ω) ¹ çàäàíèìè
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ôóíêöiÿìè, i íåõàé ëiíiéíi îïåðàòîðè Mj : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ îöiíêàì (3.6). Òîäi äîïóñòèìà ïàðà (u0, z0) ¹ îïòèìàëü-
íà â çàäà÷i (4.9)�(4.13) ó òîìó i òiëüêè ó òîìó ðàçi, êîëè

(u0, y0) =
(
u0,Fz0

)
:=

(
u0,

z0
√
ρ

)
(4.14)

¹ ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4). Ïðè öüîìó
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

inf J(u, z) = J(u0, z0) = I(u0, y0) = inf I(u, y). (4.15)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü äàíîãî ðåçóëüòàòó ëåãêî âñòàíîâèòè ó ñïîñiá, ïî-
âíiñòþ iäåíòè÷íèé äîâåäåííþ òåîðåìè 3.3 ç [2]. Ïðè öüîìó ïîòåíöiàëüíiñòü
âàãîâî¨ ôóíêöi¨ ρ, à îòæå, ñïðàâåäëèâiñòü íåðiíîñòi òèïó Õàðäi � Ïóàíêà-
ðå, òà îöiíêè (4.8) ãàðàíòóþòü (äåòàëi äèâ. [6, c.52]), ùî äëÿ äîâiëüíèõ f ∈
L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1 dx)), y0 ∈ L2(Ω) òà u ∈ U∂ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê z ïî÷àòêîâî-
êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.10)�(4.12) òàêèé, ùî

z ∈W (0, T ) :=
{
w : w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω), ẇ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))
}
.

5. Òåîðåìà iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç àïðiîði
çàäàíîþ ñòðóêòóðîþ îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

Äîâåäåìî ðîçâ'ÿçíiñòü âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4).

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé ρ : Ω → R+ ¹ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî òè-
ïó. Íåõàé yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1 dx)), òà y0 ∈ L2(Ω) ¹ çàäàíè-
ìè ôóíêöiÿìè, i íåõàé ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè Mj : W 1,2

0 (Ω, ρ dx) →(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ îöiíêàì (3.6) òà ¨õ îáðàçè

M̂j : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) → L2(0, T ;H−1(Ω))

¹ êîìïàêòíi ç ïðîñòîðó W (0, T ) â L2(0, T ;H−1(Ω)). Òîäi çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(u0, y0) ∈ L2(Ω)M × L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω, ρ dx)).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 4.2 çàäà÷i (4.9)�(4.13) òà (3.1)�(3.4) ¹ åêâiâàëåíòíi.
Îòæå, äëÿ îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (3.1)�(3.4) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
çàäà÷à (4.9)�(4.13) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
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Íåõàé
{

(uk, zk)
}∞
k=1

� äîâiëüíà ìiíiìiçàöiéíà ïîñëiäîâíiñòü äëÿ çàäà÷i
(4.9)�(4.13), òîáòî zk := z(uk) ¹ âiäïîâiäíèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (4.10)�(4.12)
i ïðè öüîìó

lim
k→∞

ˆ T

0
∥zk − yad∥2L2(Ω) dt+

M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|ukj (t)|2 dt

 = inf J(u, z) > 0. (5.1)

Îòæå, ìîæåìî ââàæàòè, ùî {uk}k∈N ¹ ñëàáêîçáiæíà ïîñëiäîâíiñòü. Íåõàé
u∗ ∈ L2(0, T )M � ¨¨ ñëàáêà ãðàíèöÿ. Îñêiëüêè {uk}k∈N ⊂ U∂ , òî, çâàæàþ÷è
íà çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ ùîäî ìíîæèíè U∂ òà çà òåîðåìîþ Ìàçóðà, îòðè-
ìó¹ìî: u∗ ∈ U∂ . Ïîêàæåìî, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {zk}k∈N ¹
îáìåæåíà â ïðîñòîði W (0, T ). Äiéñíî, äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ
(4.10)�(4.12) ó âàðiàöiéíié ôîðìi(

dzk(t)

dt
, ϕ

)
L2(Ω)

+ ν
(
∇zk(t),∇ϕ

)
L2(Ω)N

− ν

2

(
ϕ, V zk(t)

)
L2(Ω)

=

(
f
√
ρ
, ϕ

)
L2(Ω)

+

M∑
j=1

ukj (t)
(
M̂j(z

k), ϕ
)
L2(Ω)

, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (5.2)

Çàëó÷àþ÷è íåðiâíiñòü (4.5) òà âëàñòèâiñòü ïîòåíöiàëüíîñòi ôóíêöi¨ âàãè ρ,
îòðèìà¹ìî:

ˆ
Ω

[
|∇y|2RN − 1

2
V (x)y2

]
dx

(2.3)
>
ˆ
Ω

[
|∇y|2RN − λ

K

(
K∑
i=1

1

|x− x∗i |2RN

)
y2
]
dx

=

(
1 − λ

λ∗

) ˆ
Ω
|∇y|2RN dx+

+
λ

λ∗

ˆ
Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

K

(
K∑
i=1

1

|x− x∗i |2RN

)
y2

]
dx

(4.5)
>
(

1 − λ

λ∗

) ˆ
Ω
|∇y|2RN dx+

λC(Ω)

λ∗

ˆ
Ω
y2 dx.

Ïîêëàäåìî òåïåð â (5.2) ϕ = zk(t) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïîïåðåäíüîþ íåðiâíiñòþ.
Ìà¹ìî:

1

2

d

dt
∥zk(t)∥2L2(Ω) + C1∥zk(t)∥2H1

0 (Ω) + C2∥zk(t)∥2L2(Ω)

6 C

M∑
j=1

|ukj (t)|∥zk(t)∥L2(Ω)∥zk(t)∥H1
0 (Ω) + ∥f(t) ρ−1/2∥H−1(Ω)∥zk(t)∥H1

0 (Ω)

6 C1

2
∥zk(t)∥2H1

0 (Ω) + C3

M∑
j=1

|ukj (t)|2∥zk(t)∥2L2(Ω) + C4∥f(t) ρ−1/2∥2H−1(Ω).
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Îñêiëüêè ab 6 ε
2a

2 + 1
2εb

2 äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0, òî

∥zk(t)∥2L2(Ω) + C5

ˆ t

0
∥zk(s)∥2H1

0 (Ω) ds

6 C6

ˆ t

0

(
1 + |uk(s)|2RM

)
∥zk(s)∥2L2(Ω) ds

+ C6

ˆ t

0
∥f(s) ρ−1/2∥2H−1(Ω) ds+ |y0|2.

Â ðåçóëüòàòi, çàëó÷àþ÷è iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà, ïðè-
õîäèìî äî òàêèõ àïðiîðíèõ îöiíîê:

∥zk(t)∥2L2(Ω) 6 Ĉ :=

[
|y0|2 + C6

ˆ T

0
∥f(s) ρ−1/2∥2H−1(Ω) ds

]
× exp

(
C6

[ˆ T

0

(
1 + |uk(s)|2RM

)
ds

])
, (5.3)

ˆ T

0
∥zk(s)∥2H1

0 (Ω) ds 6 ĈC−1
6 , ∀ k ∈ N. (5.4)

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {zk}k∈N ¹ îáìåæåíà, à îòæå, i ñëàáêîêîìïàêòíà
â ïðîñòîði W (0, T ). Òîìó, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè,
ùî iñíó¹ åëåìåíò z∗ ∈ W (0, T ) òàêèé, ùî zk ⇀ z∗ ñëàáêî â W (0, T ). Áåðó-
÷è äî óâàãè âëàñòèâiñòü êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðiâ M̂j : H1

0 (Ω) → H−1(Ω),
îòðèìó¹ìî:

M̂j(z
k) → M̂j(z

∗) ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)), ∀ j = 1,M. (5.5)

Îá'¹äíóþ÷è öåé ôàêò ç âëàñòèâiñòþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi êåðóâàíü uk ⇀ u∗ â
ïðîñòîði L2(0, T )M , äîõîäèìî âèñíîâêó:

ukj (t)M̂j(z
k) ⇀ u∗j (t)M̂j(z

∗) ñëàáêî â L1(0, T ;H−1(Ω)), ∀ j = 1,M. (5.6)

Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð äî ãðàíèöi â iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi (5.2) ç óðàõóâàííÿì
âëàñòèâîñòåé (5.5)�(5.6), ëåãêî áà÷èòè, ùî ïàðà (u∗, z∗) ¹ äîïóñòèìà äëÿ çàäà-
÷i (4.9)�(4.13). Ùî ñòîñó¹òüñÿ îïòèìàëüíîñòi öi¹¨ ïàðè òà ¨¨ ¹äèíîñòi, òî äàíà
îáñòàâèíà ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ (5.1), ñòðîãî¨ îïóêëîñòi ôóíê-
öiîíàëà J òà éîãî íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó âiäíîñíî çáiæíîñòåé (5.5)�(5.6).

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 4.2, ïàðà (u∗, y∗) :=
(
u∗, z

∗
√
ρ

)
¹ ¹äèíèé îïòèìàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4), ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.

Áåðó÷è äî óâàãè óìîâè òåîðåìè 5.1, äîðå÷íî íàâåñòè ïðèêëàäè îïåðàòîðiâ

Mj : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗
, ÿêi òàêèì óìîâàì ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ.

Íåõàé {Ωj}Mj=1 ¹ çàäàíîþ ñóêóïíiñòþ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Ω ç
íåíóëüîâîþ ëåáåãîâîþ ìiðîþ. Ïîêëàäåìî

Mj(ϕ) =

√
ρ(x)

|Ωj |

ˆ
Ωj

ϕ(s)
√
ρ(s) ds, ∀ j = 1, . . . ,M. (5.7)
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Ïîêàæåìî äëÿ ïî÷àòêó, ùî Mj : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) →

(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗
. Äiéñíî,

îñêiëüêè äóàëüíèé ïðîñòið
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

ìîæíà óòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì

W−1,2(Ω, ρ−1 dx), òî òèïîâèì ïðåäñòàâíèêîì ïðîñòîðó
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗

¹ òà-

êèé ôóíêöiîíàë:

< F, y >(W 1,2
0 (Ω,ρ dx))

∗
,W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
=

ˆ
Ω
f0y dx+

N∑
i=1

ˆ
Ω
fiDiy dx 6

6
(ˆ

Ω
f20ρ

−1 dx

)1/2

∥y∥L2(Ω,ρ dx) +
N∑
i=1

(ˆ
Ω
f2i ρ

−1 dx

)1/2

∥Diy∥L2(Ω,ρ dx) 6

6
N∑
i=0

(ˆ
Ω
f2i ρ

−1 dx

)1/2

∥y∥
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
,

Îòæå, âèõîäÿ÷è ç (5.7), ìà¹ìî:

∥Mj(ϕ)∥2
(W 1,2

0 (Ω,ρ dx))
∗ 6
ˆ
Ω

(√
ρ(x)

|Ωj |

ˆ
Ωj

ϕ(s)
√
ρ(s) ds

)2
1

ρ
dx

6 1

|Ωj |2

ˆ
Ω

ˆ
Ωj

ϕ2(s)ρ(s) ds

ˆ
Ωj

ds dx

6 |Ω|
|Ωj |

∥ϕ∥2L2(Ω,ρ dx) 6
|Ω|
|Ωj |

∥ϕ∥2
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
,

ùî îçíà÷à¹ Mj ∈ L
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx),
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗)

çà âñiõ j = 1, . . . ,M .

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè M̂j : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) → L2(0, T ;H−1(Ω)) ¹

êîìïàêòíi ç ïðîñòîðóW (0, T ) â L2(0, T ;H−1(Ω)). Äiéñíî, çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî
(äèâ. òâåðäæåííÿ 4.2)

M̂j(z) =
1
√
ρ
Mj(Fz) =

1

|Ωj |

ˆ
Ωj

z(s) ds, ∀ j = 1, . . . ,M, ∀ z ∈ H1
0 (Ω).

Îòæå, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü
{
zk
}
k∈N çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â W (0, T ) äî äåÿêîãî

åëåìåíòà z∗ ∈ W (0, T ), òî çà òåîðåìîþ ïðî êîìïàêòíå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó
W (0, T ) â L2(0, T ;L2(Ω)) (äèâ. [4]) îòðèìó¹ìî:

zk → z∗ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà çáiæíiñòü ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi:

M̂j(z
k) :=

1

|Ωj |

ˆ
Ωj

zk(s) ds −→ 1

|Ωj |

ˆ
Ωj

z∗(s) ds = M̂j(z
∗),

ùî îçíà÷à¹:

M̂j(z
k) → M̂j(z

∗) ñèëüíî â L2(0, T ;H−1(Ω)).
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Îòæå, âëàñòèâiñòü êîìïàêòíîñòi âñòàíîâëåíî.

6. Ãåîìåòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ç àïðiîði çàäàíîþ ñòðóêòóðîþ îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

Íåõàé âñþäè â öüîìó ïàðàãðàôi E ¹ çàìêíåíà íåïîðîæíÿ âèìiðíà ïiäìíî-
æèíà ìíîæèíè Ω òàêà, ùî dist (E, ∂Ω) > r > 0. Ç äîâiëüíîþ òî÷êîþ b ∈ E
äàëi áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè âiäêðèòó êóëþ B(b, r) =

{
x ∈ RN : |x− b| < r

}
.

Íåõàé c−1 = |B(b, r)| ¹ ëåáåãîâà ìiðà òàêî¨ êóëi. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêó
ñóêóïíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ:

Mj(ϕ) = c
√
ρ(x)

ˆ
B(bj ,r)

ϕ(s)
√
ρ(s) ds, ∀ j = 1, . . . ,M, ∀ϕ ∈W 1,2

0 (Ω, ρ dx),

(6.1)
äå {b1, . . . , bM} ¹ äåÿêà ñèñòåìà òî÷îê â E. ßê ëåãêî áà÷èòè (äèâ. ïîïåðåäíié
ïàðàãðàô),

Mj ∈ L
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx),
(
W 1,2

0 (Ω, ρ dx)
)∗)

, ∀ j = 1, . . . ,M.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4),
ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ÿêîãî âiä ïîñòàíîâêè (3.1)�(3.4) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî "ïîçè-
öiþâàííÿ" bj ∈ E àïðiîðíî çàäàíîãî çàêîíó îáåðíåíîãî çâÿçêó ó ôîðìi (3.5)
¹ íåâiäîìå i ïiäëÿãà¹ âèçíà÷åííþ:

I(u, b, y) =

ˆ T

0

∥∥∥∥y(t, ·) − yad(t, ·)√
ρ

∥∥∥∥2
L2(Ω,ρ dx)

dt+
M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|uj(t)|2 dt −→ inf,

(6.2)

ρ(x)ẏ − ν div (ρ(x)∇y) = f(t, x) + p(t, x) â Q = (0, T ) × Ω, (6.3)

y(t, x) = 0 íà (0, T ) × ∂Ω, (6.4)√
ρ(x) y(0, x) = y0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω, (6.5)

p(t, x) =

M∑
j=1

uj(t)Mj(y) = c
√
ρ(x)

M∑
j=1

uj(t)

ˆ
B(bj ,r)

y(t, s)
√
ρ(s) ds, (6.6)

u = [u1, . . . , uM ]T ∈ U∂ , b = [b1, . . . , bM ]T ∈ EM . (6.7)

Òóò Nj > 0 � çàäàíi ñòàëi; U∂ � íåïîðîæíÿ îïóêëà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â
L2(0, T )M .

Ó ïîâíié àíàëîãi¨ äî òåîðåìè 4.2 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (6.2)�(6.7) ¹
åêâiâàëåíòíà (â ñåíñi ái¹êöi¨ (u, b, z) 7→ (u, b,Fz)) íàñòóïíié çàäà÷i îïòèìàëü-
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íîãî êåðóâàííÿ:

J(u, b, z) =

ˆ T

0
∥z − yad∥2L2(Ω) dt+

M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|uj(t)|2 dt −→ inf, (6.8)

ż − ν∆z − ν

2
V (x)z = fρ−

1
2 (x) + q(t, x) â Q = (0, T ) × Ω, (6.9)

z(t, x) = 0 íà (0, T ) × ∂Ω, (6.10)

z(0, x) = y0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω, (6.11)

q(t, x) = c
M∑
j=1

uj(t)

ˆ
B(bj ,r)

z(t, s) ds, (6.12)

u = [u1, . . . , uM ]T ∈ U∂ , b = [b1, . . . , bM ]T ∈ EM . (6.13)

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (6.8)�(6.13) ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèìè
ðåçóëüòàòàìè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè ç ðîçïîäiëåíèìè ïà-
ðàìåòðàìè (äèâ., íàïð., [5, 6]).

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé ρ : Ω → R+ ¹ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî òè-
ïó. Íåõàé yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1 dx)), òà y0 ∈ L2(Ω) ¹ çàäà-
íèìè ôóíêöiÿìè. Íåõàé E ¹ çàìêíåíîþ íåïîðîæíüîþ âèìiðíîþ ïiäìíîæè-
íîþ ìíîæèíè Ω òàêîþ, ùî dist (E, ∂Ω) > r > 0. Òîäi çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ (6.2)�(6.7) ¹ ðîçâ'ÿçíà, òîáòî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí íàáið ôóíê-
öié (u0, b0, y0) ó ïðîñòîði L2(Ω)M × EM × L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω, ρ dx)) òàêèé, ùî
u0 ∈ U∂, b

0 ∈ EM , y0 = y(u0, b0) i ïðè öüîìó

J(u0, b0, y0) 6 J(u, b, y), äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ íàáîðiâ (u, b, y).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
{

(uk, bk, zk)
}∞
k=1

� äîâiëüíà ìiíiìiçàöiéíà ïîñëiäîâíiñòü
äëÿ çàäà÷i (6.8)�(6.13). Îòæå, uk ∈ U∂ , bk ∈ EM , zk = z(uk, bk) ¹ âiäïîâiä-
íèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (6.9)�(6.11) i ïðè öüîìó

lim
k→∞

ˆ T

0
∥zk − yad∥2L2(Ω) dt+

M∑
j=1

Nj

ˆ T

0
|ukj (t)|2 dt

 = inf J(u, b, z) > 0.

(6.14)
Îñêiëüêè ìíîæèíà E ¹ îáìåæåíà òà çàìêíåíà, òî çíàéäåòüñÿ âåêòîð b∗ =
[b∗1, . . . , b

∗
M ] ∈ EM òàêèé, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi ìà¹ìî:

bk → b∗ â RMN çà k → ∞. (6.15)

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî âåëè÷èíà c â (6.12) (c−1 ¹ ëåáåãîâîþ ìiðîþ ìíîæèí
B(bkj , r) ∩ Ω ) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó öåíòðiâ bkj ∈ E, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ
àðãóìåíòàìè ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1 òà îòðèìàíèìè òàì àïðiîðíèìè îöiíêà-
ìè ùîäî êîìïàêòíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé

{
uk
}
k∈N ⊂ U∂ òà

{
zk
}
k∈N ⊂ W (0, T ).
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Îòæå, iñíóþòü åëåìåíòè u∗ ∈ U∂ òà z∗ ∈W (0, T ) òàêi, ùî ìàþòü ìiñöå ñëàáêi
çáiæíîñòi (íà âiäïîâiäíèõ ïiäïîñëiäîâíîñòÿõ)

zk ⇀ z∗ â W (0, T ), uk ⇀ u∗ â L2(0, T )M . (6.16)

Ïîêàæåìî, ùî ãðàíè÷íi åëåìåíòè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì z∗ = z(u∗, b∗).
Öå îçíà÷à¹, ùî z∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.9)�(6.11) çà u =
u∗ òà b = b∗. Äiéñíî, ÿê âèïëèâà¹ iç ñòðóêòóðè iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi (5.2),
äëÿ öüîãî äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî çà êîæíîãî çíà÷åííÿ iíäåêñà j = 1, . . . ,M
ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà çáiæíiñòü:

ukj (t)

ˆ
B(bkj ,r)

zk(t, s) ds ⇀ u∗j (t)

ˆ
B(b∗j ,r)

z∗(t, s) ds ñëàáêî â L1(Q). (6.17)

Ïðîòå, áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâiñòü (6.16)2, äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (6.17) äî-
ñèòü ãàðàíòóâàòè, ùî

ˆ
B(bkj ,r)

zk(t, s) ds→
ˆ
B(b∗j ,r)

z∗(t, s) ds ñèëüíî â L2(Q). (6.18)

Ç öi¹þ ìåòîþ çàóâàæèìî òàêå: îñêiëüêè
ˆ
B(bkj ,r)

zk(t, s) ds−
ˆ
B(b∗j ,r)

z∗(t, s) ds

=

ˆ
B(bkj ,r)

(
zk(t, s) − z∗(t, s)

)
ds

−
ˆ
B(b∗j ,r)∆B(bkj ,r)

z∗(t, s) ds = gk + hk,

äå ïîçíà÷åíî

B(b∗j , r) ∆B(bkj , r) =
[
B(b∗j , r) \B(bkj , r)

]
∪
[
B(bkj , r) \B(b∗j , r)

]
, (6.19)

òî, áåðó÷è äî óâàãè êîìïàêòíiñòü âêëàäåííÿ W (0, T ) ↪→ L2(0, T ;H−1(Ω)) òà
âëàñòèâiñòü (6.16)1, ìà¹ìî:

ˆ
Q
|gk|2 dzdt =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(ˆ
B(bkj ,r)

(
zk(t, s) − z∗(t, s)

)
ds

)2

dxdt

6 |Ω|2
ˆ T

0

ˆ
Ω

∣∣∣zk(t, x) − z∗(t, x)
∣∣∣2 dxdt→ 0 çà k → ∞.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ âiäõèëåííÿ hk, òî, âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íèõ ìiðêóâàíü, ìà¹ìî
òàêó îöiíêó äëÿ ëåáåãîâî¨ ìiðè ìíîæèí (6.19):∣∣∣B(b∗j , r) ∆B(bkj , r)

∣∣∣ 6 C∗|bkj − b∗j |RN ,
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äå ñòàëà C∗ íå çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ öåíòðiâ êóëü bkj òà b
∗
j . Îòæå, çà íåðiâ-

íiñòþ Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî òà âëàñòèâiñòþ (6.15), äîõîäèìî âèñíîâêó:

ˆ
Q
|hk(t, x)|2 dxdt =

ˆ T

0

ˆ
Ω

(ˆ
B(b∗j ,r)∆B(bkj ,r)

z∗(t, s) ds

)2

dxdt

6 C∗|bkj − b∗j |RN

ˆ T

0

ˆ
Ω

(ˆ
Ω
|z∗(t, x)|2 ds

)
dxdt

= C∗|Ω| ∥z∗∥2L2(Q)|b
k
j − b∗j |RN → 0 çà k → ∞.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâè (6.18), à îòæå, i (6.17), âñòàíîâëåíî. Îòðèìàíèé ðåçóëü-
òàò äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè äî ãðàíèöi â iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi (5.2) çà k → ∞ i
ïîêàçàòè, ùî òðiéêà åëåìåíòiâ (u∗, b∗, z∗) ¹ äîïóñòèìà äëÿ çàäà÷i (6.8)�(6.13).
Ùî ñòîñó¹òüñÿ îïòèìàëüíîñòi öüîãî ðîçâ'ÿçêó, òî äàíà îáñòàâèíà ¹ ïðÿìèì íà-
ñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ (6.14) òà âëàñòèâîñòi íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ôóíê-
öiîíàëà J âiäíîñíî çáiæíîñòåé (6.15)�(6.16). Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 4.2,
êåðóâàííÿ (u∗, b∗) ¹ îïòèìàëüíå i äëÿ çàäà÷i (6.2)�(6.7), ùî i ïîòðiáíî áóëî
âñòàíîâèòè.
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