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Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíå äîñëiäæåííÿ äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðî-

ñòîðîâî-îñåñèìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà, îäèí ç ÿêèõ ¹ ðåãóëÿðíèé ó âñüîìó

ïðîñòîði é îïèñó¹ ðåãóëÿðíó ñèñòåìó âèõðîâèõ êiëåöü, à iíøèé � ñèíãóëÿðíèé

ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïîêàçàíî, ùî ïîïðè îñîáëèâiñòü â íóëi ñèíãóëÿðíèé ðîç-

â'ÿçîê ïîðîäæó¹ òå÷iþ çi ñêií÷åííèìè iíòåãðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè òà ñèñ-

òåìàìè âèõðîâèõ êiëåöü, ïîäiáíèìè äî ðåãóëÿðíîãî âèïàäêó i áëèçüêèìè ç íèì

çà ãëîáàëüíîþ ñòðóêòóðîþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiäðîäèíàìi÷íi ðiâíÿííÿ, ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ðåãóëÿðíèé i

ñèíãóëÿðííèé äèïîëi.

1. Âñòóï

Ó îñíîâîïîëîæíié ñòàòòi [1] áóëî îòðèìàíî îêðåìèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ãiä-
ðîäèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà äëÿ ñôåðè÷íî-îñåñèìåòðè÷íî¨ âèõðîâî¨ òå÷i¨;
âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ òå÷i¨ Ψ(y, θ) ìà¹ âèãëÿä

Ψ =

[
C1y

2 + C2

(
cos y − sin y

y

)
+ C3

(
sin y +

cos y

y

)]
sin2 θ, (1.1)

äå (r, θ, φ) � ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè; y = C0r, C0 � ñòàëà, ïàðàìåòð îáåðòàííÿ.
Ïëàíåòàðíèì âèõîðîì áóëî íàçâàíî [1�3] íåïåðåðâíèé âàðiàíò îêðåìîãî

ðîçâ'ÿçêó (1.1) çà C3 = 0, ÿêèé îïèñó¹ ñêëàäíó îñåñèìåòðè÷íó ñèñòåìó òîðî-
¨äíèõ âèõîðiâ, öåíòðàëüíi ç ÿêèõ (n) çíàõîäÿòüñÿ ó çàìêíóòèõ íåïðîíèêíèõ
ñôåðàõ, à çîâíiøíi (m) � çîâíi îñòàííüî¨ ñôåðè � âiëüíî ¾âèñÿòü¿ ó ïðî-
ñòîði é îáòiêàþòüñÿ íàñêðiçíèìè ëiíiÿìè òå÷i¨ (ðèñ. 1). Êîæíié òàêié âèõðî-
âié ñòðóêòóði (n,m) âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α = = C1/C2.
Öåíòðè (öåíòðàëüíi êîëà) òîðî¨äíèõ êiëåöü ëåæàòü ó åêâàòîðiàëüíié ïëî-
ùèíi, ïðè÷îìó âñi çîâíiøíi âèõðîâi êiëüöÿ îáåðòàþòüñÿ â îäèí áiê íà çðàçîê
êîñìi÷íèõ ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì, çîêðåìà Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè. Ó ïîïåðåäíiõ ðî-
áîòàõ [2,3] ðîçãëÿíóòî ðåãóëÿðíèé ïëàíåòàðíèé âèõîð ÿê ðåãóëÿðíèé âàðiàíò
�����������������
c⃝ Ì. Ì. Îñèï÷óê, Â. I. Ïåðåõðåñò, 2014
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ðîçâ'ÿçêó (1.1) ó ðàçi, êîëè C3 = 0. Íàðàçi âäàìîñÿ äî äîñëiäæåííÿ ñèíãó-
ëÿðíî¨ ÷àñòèíè ðîçâ'ÿçêó (1.1) çà óìîâè C2 = 0 òà ïðîâîäåìî ïîðiâíÿííÿ
õàðàêòåðèñòèê òà ñòðóêòóð öèõ âèõîðiâ.

2. Ñèíãóëÿðíèé òà ðåãóëÿðíèé âèõîðè, ïîðiâíÿííÿ ñòðóêòóð

Ïåðø íiæ ðîçãëÿäàòè ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê (1.1) ç òðüîìà äîäàíêàìè, ðîçãëÿ-
íåìî ñèíãóëÿðíèé âèõîð, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñóìîþ ïåðøîãî òà òðåòüîãî äî-
äàíêiâ, à ñàìå ôóíêöiþ

Ψ = C3

(
αy2 + δ

(
cos y

y
+ sin y

))
sin2 θ = C3Φ̃ (y) sin2 θ, (2.1)

äå C3 âèðàæà¹ iíòåíñèâíiñòü ñèíãóëÿðíîãî äèïîëÿ ó öåíòði, à α = C1/C3 �
ñïiââiäíîøåííÿ iíòåíñèâíîñòåé äèïîëÿ òà ðóõó çàêðó÷åíîãî ïðîñòîðó, ÿê öå
áóëî i äëÿ ðåãóëÿðíîãî âèõîðó [3]; δ � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi ñèíãóëÿðíîãî
äèïîëÿ, ÿêèé ñïî÷àòêó ïîêëàäåìî δ = 1.

Ðèñ. 1. Ãëîáàíi òîïîëîãi÷íi êàðòèíè ðåãóëÿðíîãî � a
òà ñèíãóëÿðíîãî � á âèõîðiâ

Î÷åâèäíî, ùî äðóãèé äîäàíîê ó (2.1) ¹ íåîáìåæåíèé â îêîëi y = 0 ç
îñîáëèâiñòþ ïîðÿäêó O(y−1). Çà [4] øâèäêîñòi ïðåäñòàâèìî òàê:

Ṽr = −2B̃
Φ̃ (y)

y2
cos θ , Ṽθ = B̃

Φ̃′ (y)

y
sin θ, Ṽφ = B̃

Φ̃ (y)

y
sin θ; (2.2)
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óñi âîíè ¹ ðîçðèâíi ó öåíòði âèõîðó y0 = 0; B̃ = C3C
2
0 .

Ñòðóêòóðè (n,m) âèõîðiâ âèçíà÷àþòüñÿ êiëüêiñòþ n çàìêíóòèõ ñôåð ó
öåíòðàëüíié éîãî ÷àñòèíi òà êiëüêiñòþ m âèõðîâèõ êiëåöü çîâíi (ðèñ. 1). Óìî-
âè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàäióñiâ ñôåð, íà ÿêèõ Vr = 0, çà (2.2) çâîäÿòüñÿ äî
ðiâíÿííÿ

Φ̃ (y) ≡ αy2 + δ

(
sin y +

cos y

y

)
= 0, (2.3)

ìíîæèíà êîðåíiâ ÿêîãî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ α òà δ.

Òàáëèöÿ 1. Ïîðiâíÿííÿ ïàðàìåòðiâ i ñòðóêòóð ðåãóëÿðíîãî òà ñèíãóëÿðíîãî
âèõîðiâ

� α = −0, 00655 α = −0, 01

Ðåãóë. Ñèíã. Ðåãóë. Ñèíã.
δ = 1 δ = −1 δ = 1 δ = −1

1 2,79026* 2,74592 2,85506 2,81522* 2,71977 2,88695

2 4,63822 4,54624* 4,41880* 4,72386 4,58097* 4,38626*
3 6,03419* 6,39602 5,88819 5,99136* 6,57362 5,77659

4 7,35970 7,62038* 7,82848* 7,17975 7,56702* 7,88551*
5 9,44279* 8,78520 10,04195 9,51132* 8,50600 10,68491
6 12,32219 11,0504* 10,7598* 12,23621 11,1306* 14,3599*
7 15,8543* 13,88153 11,4521 15,9709* 13,78431 16,87375
8 18,54972 17,4523* 14,2554* 18,41734 17,5816* 20,8018*
9 22,2421* 20,10369 16,99568 22,4117* 19,95900 23,03927
10 24,76168 23,8378* 20,6470* 24,57767 24,0219* 27,2438*
11 28,6239* 26,31331 23,20932 28,8552* 26,11521 29,18729
12 30,96569 30,2192* 27,0287* 30,72128 30,4679* 33,6973*
13 35,0055* 32,51571 29,41463 35,3138* 32,25416 35,31507
14 37,16352 36,6012* 33,4110* 36,84314 36,9327* 40,1786*
15 41,3897* 38,71202 35,61436 41,8074* 38,36869 41,41052
16 43,35503 42,98658* 39,7939* 42,92616 43,4417* 46,7397*
17 47,7794* 44,90179 41,80706 48,4230* 44,43555 47,42714
18 49,53891 49,37805* 46,1813* 48,88485
19 54,1779* 51,08340 47,99377
20 55,71247 55,7794* 52,5778*
21 60,5908* 57,25372 54,17023
22 61,87051 62,1975* 58,98640*
23 67,0306* 63,40646 60,33291
24 68,00099 68,6480* 65,4170*
25 73,5428* 69,52603 66,47235
26 74,05844 75,2137* 71,9000*
27 75,52983 72,55635

Ñòðóêò. (2, 11) (3, 11) (4, 10) (2, 7) (3, 6) (2, 7)
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Áóäåìî ïîðiâíþâàòè õàðàêòåðèñòèêè ðåãóëÿðíîãî òà ñèíãóëÿðíîãî âèõî-
ðiâ îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíîñòi, òîáòî çà C2 = C3 = 1 òà δ = 1; ïðè öüîìó
ïàðàìåòð α áóäå ñïiëüíèì. Ãðóíòóþ÷èñü íà ðåçóëüòàòàõ, îòðèìàíèõ â [3],
ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ çà äâîõ çíà÷åíü: α = −0, 00655 òà α = −0, 01, ÿêèì
âiäïîâiäàþòü ñòðóêòóðè (2, 11) òà (2, 7) ðåãóëÿðíèõ âèõîðiâ [3].

Ïîðiâíÿííÿ ïðîâîäèëè ïiñëÿ òîãî, ÿê áóëè ÷èñåëüíî ïîðàõîâàíi âñi êîðåíi
ðiâíÿííÿ (2.3) òà äâîõ ðiâíÿíü:

Φ′ (y) = 2αy +

(
− sin y +

sin y

y2
− cos y

y

)
= 0 (ðåãóëÿðíèé âèõîð), (2.4)

Φ̃′ (y) = 2αy + δ

(
cos y − sin y

y
− cos y

y2

)
= 0 (ñèíãóëÿðíèé âèõîð), (2.5)

ÿêi âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ îñîáëèâèõ òî÷îê ó ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi âèõîðó
θ = π/2, çà δ = ±1. Çàçíà÷èìî, ùî çìiíi çíàêà êîåôiöi¹íòà δ âiäïîâiäà¹ çìiíà
íàïðÿìó âèêèäó îá'¹ìó öåíòðàëüíèì äèïîëåì âiäíîñíî íàïðÿìó øâèäêîñòi
V∞ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ïðîñòîðó âçäîâæ îñi Oz: çà δ = 1 âêàçàíi íàïðÿìè ¹
îäíàêîâi, çà δ = −1 âîíè ¹ ïðîòèëåæíi.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çâåäåíî â òàáëèöþ 1. Ðàäióñè, âèäiëåíi æèðíèì
øðèôòîì, âiäïîâiäàþòü íåïðîíèêíèì ñôåðàì, à êîæíîìó çîâíiøíüîìó êiëü-
öþ âiäïîâiäàþòü 2 òî÷êè: ðàäióñ öåíòðà êiëüöÿ (âiäçíà÷åíèé çiðî÷êîþ *) òà
ðàäióñ òî÷êè ñàìîïåðåòèíó ïåòëi ñåïàðàòðèñè, ÿêà âèäiëÿ¹ äàíå âèõðîâå êiëü-
öå (ðèñ. 1).

ßê áà÷èìî ç òàáë. 1, ðåãóëÿðíèé òà ñèíãóëÿðíèé äèïîëi ç îäíàêîâîþ ií-
òåíñèâíiñòþ C2 = C3 = 1 òà îäíàêîâèì çîâíiøíiì ïîòîêîì ç õàðàêòåðèñ-
òèêîþ α ïîðîäæóþòü áëèçüêi çà ñòðóêòóðîþ ïëàíåòàðíi âèõîðè, ÿêi ìàþòü
ìàéæå îäíàêîâèé íàáið çîâíiøíiõ âèõðîâèõ êiëåöü. Äëÿ ïåðøîãî ïðèêëàäó
ç α = −0, 01 ðåãóëÿðíèé âèõîð ìà¹ ñòðóêòóðó (2, 7), à ñèíãóëÿðíèé � (3, 6),
òîáòî êiëüêiñòü çàìêíóòèõ ñôåð ó ñèíãóëÿðíîìó âèõîði íà 1 áiëüøà, à çîâíiø-
íiõ âèõîðiâ � íà 1 ìåíøà. Ó âèõîðiâ ç α = −0, 00655 ñòðóêòóðè ðåãóëÿðíîãî
(2, 11) i ñèíãóëÿðíîãî (3, 11) ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü çîâíiøíiõ êiëåöü � 11,
àëå, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, êiëüêiñòü âíóòðiøíiõ ñôåð ó ñèíãóëÿðíîìó
íà 1 áiëüøà (ðèñ. 1).

Òàêèì ÷èíîì, ÿê áà÷èìî, ùî iíòåãðàëüíà ïîòóæíiñòü öèõ äèïîëiâ ó ñìèñëi
ïîðîäæåííÿ íèìè çîâíiøíiõ ñåðié âèõðîâèõ êiëåöü ìàéæå îäíàêîâà. Ñóòò¹âî
âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ñòðóêòóðè ñàìèõ öåíòðàëüíèõ äèïîëiâ (ðèñ. 2). Ó ðåãó-
ëÿðíîìó âèõîði öåíòð ¹ çâè÷àéíîþ òî÷êîþ iç ñêií÷åííîþ øâèäêiñòþ V0 =
= 51, 89V∞, öåíòðàëüíèé òîð çàïîâíþ¹ ïåðøó ñôåðó ç öåíòðîì, ùî ¹ îñîá-
ëèâîþ òî÷êîþ òèïó ¾öåíòð¿ âñåðåäèíi ñôåðè. Ñèãíóëÿðíèé äèïîëü òàêîæ
ìiñòèòüñÿ ó öåíòðàëüíié ñôåði, i ¹äèíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ òèïó ¾âóçîë¿ ¹
öåíòð âèõîðó y0 = 0, äå óñi ïàðàìåòðè ðóõó íåîáìåæåíi. Çîâíi ïåðøîãî äèïîëÿ
êàðòèíè îáîõ òå÷ié òîïîëîãi÷íî ïîäiáíi: ìiæ ñóñiäíiìè ñôåðàìè ìiñòèòüñÿ
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îäíå òîðîâå êiëüöå, à ñêií÷åííà íèçêà çîâíiøíiõ êiëåöü îáåðòà¹òüñÿ â îäèí
áiê (ðèñ. 1).

Ðèñ. 2. Ïîðiâíÿííÿ ñòðóêòóð öåíòðàëüíèõ âèõðîâèõ äèïîëiâ:
à � ðåãóëÿðíèé äèïîëü; á � ñèíãóëÿðíèé äèïîëü

3. Iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ðåãóëÿðíîãî i ñèíãóëÿðíîãî
âèõîðiâ

Ó îñîáëèâîìó âèõîði ñàìi øâèäêîñòi (2.2) ó öåíòði (0, 0) ðîçðèâíi, àëå ìè
ïîêàæåìî, ùî îñüîâèé êiíåòè÷íèé ìîìåíò ïåðøî¨ ñôåðè-äèïîëÿ ¹ ñêií÷åííèé.

Äëÿ ðóõîìî¨ òî÷êè ñêëàäîâà êóòîâîãî ìîìåíòà âiäíîñíî îñi Oz äîðiâíþ¹

Iz = |r × V |z = Vφr sin θ, (3.1)

äå r � ðàäióñ-âåêòîð; V � âåêòîð øâèäêîñòi; Vφ � êîëîâà øâèäêiñòü (2.2).
Êiíåòè÷íèé ìîìåíò ðóõó òå÷i¨ âiäíîñíî îñi Ox òàêîæ âiäìiííèé âiä íóëÿ

i äîðiâíþ¹
Ix = |r × V |x = Vθr. (3.2)

Iíòåãðó¹ìî êiíåòè÷íi ìîìåíòè (3.1) i (3.2) åëåìåíòàðíèõ îá'¹ìiâ

dQ = r2dr sin θ dθ dφ (3.3)

çà îá'¹ìàìè ïåðøèõ ñôåð y1 ðåãóëÿðíîãî i ỹ1 ñèíãóëÿðíîãî âèõîðiâ. Ìà¹ìî

Iz =
B
C4

0

´ 2π
0 dφ

´ π
0 sin3 θ dθ

´ y1
0

(
αy2 + cos y − sin y

y

)
y2dy,

Ĩz =
B̃
C4

0

´ 2π
0 dφ

´ π
0 sin3 θ dθ

´ ỹ1
0

(
αy2 + cos y

y + sin y
)
y2dy.

(3.4)

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ óñiõ iíòåãðàëiâ îòðèìó¹ìî:

Iz =
8πB
3C4

0

[
αy51
5 + 3y1 cos y1 +

(
y21 − 3

)
sin y1

]
,

Ĩz =
8πB̃
3C4

0

[
αỹ51
5 − ỹ21 cos ỹ1 + 3ỹ1 sin ỹ1 − 3 (1− cos ỹ1)

]
.

(3.5)
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Çà ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ãóñòèíè ó îáëàñòi âèõîðiâ äîöiëüíî ââåñòè ïèòîìi
êóòîâi ìîìåíòè

µz = Iz/Q, (3.6)

äå Q =
4πy31
3C3

0
� îá'¹ì âiäïîâiäíî¨ êóëi.

Òîäi âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïèòîìèõ ìîìåíòiâ äîðiâíþþòü

µ̃z =
2β̃

ỹ31

[
αỹ51
5

− ỹ21 cos ỹ1 + 3ỹ1 sin ỹ1 − 3 (1− cos ỹ1)

]
(3.7)

äëÿ ñèíãóëÿðíîãî äèïîëÿ i

µz =
2β

y31

[
αy51
5

+ 3y1 cos y1 +
(
y21 − 3

)
sin y1

]
(3.8)

äëÿ ðåãóëÿðíîãî, äå β = C0C2 � ïàðàìåòð êóòîâîãî ìîìåíòà â ì2/ñåê. Àíà-
ëîãi÷íî îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàëè äëÿ êiíåòè÷íèõ ìîìåíòiâ Ix, ÿêi ¹ òàêîæ íå-
îñîáëèâi:

Ix = B
C4

0

´ 2π
0 dφ

´ π
0 sin2 θ dθ

´ y1
0

(
2αy − sin y + sin y

y2
− cos y

y

)
y2dy,

Ĩx = B̃
C4

0

´ 2π
0 dφ

´ π
0 sin2 θ dθ

´ ỹ1
0

(
2αy + cos y − sin y

y − cos y
y2

)
y2dy,

(3.9)

i îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî ïèòîìi êóòîâi ìîìåíòè:

µx =
3πβ

4y31

[
αy41
2

− 3y1 sin y1 − 4 (cos y1 − 1) + y21 cos y1

]
, (3.10)

µ̃x =
3πβ̃

4ỹ31

[
αỹ41
2

+
(
ỹ21 − 4

)
sin ỹ1 + 3ỹ1 cos ỹ1

]
. (3.11)

Ïîðàõîâàíi çíà÷åííÿ ïèòîìèõ êóòîâèõ ìîìåíòiâ äëÿ ðåãóëÿðíîãî i ñèíãóëÿð-
íîãî äèïîëiâ ç îäíàêîâèì çíà÷åííÿì α = −0, 00655 i C2 = C3 = 1 íàâåäåíî â
òàáë. 2. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (3.7), (3.8), (3.11) òà çíà÷åííÿìè ç òàáë. 1,
y1 = 4, 6382251 òà ỹ1 = 2, 745922, îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïèòîìèõ
ìîìåíòiâ:

µz = −0, 4470785β

µ̃z = +0, 4018318β̃

µE = +0, 355688β,

µ̃E = −0, 73095β̃.
(3.12)

Çà îòðèìàíèìè çíà÷åííÿìè ïèòîìèõ ìîìåíòiâ (3.12) ìîæíà áà÷èòè, ùî, íåç-
âàæàþ÷è íà òå, ùî lim

y→0
Ṽφ (y) = lim

y→0
Ṽθ = +∞, iíòåãðàëüíi çíà÷åííÿ êóòîâèõ

ìîìåíòiâ öåíòðàëüíî¨ ñôåðè ñèíãóëÿðíîãî äèïîëÿ ¹ ñêií÷åííi i ìàþòü îäèí
ïîðÿäîê ç êóòîâèìè ìîìåíòàìè ðåãóëÿðíîãî äèïîëÿ ç òàêîþ æ îäèíè÷íîþ
iíòåíñèâíiñòþ (òàáë. 2). Ïðîòå çà δ = +1 îáåðòàííÿ ó öåíòðàëüíîìó äèïîëi
áóäå äîäàòíèì, ùî çà íàÿâíîñòi 3 ñôåð ç ÷åðãóâàííÿì íàïðÿìiâ îáåðòàíü íà
íèõ çàáåçïå÷ó¹ îäíàêîâå (çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ) îáåðòàííÿ çîâíiøíüî¨
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ñåði¨ âèõîðiâ. Îñòàíí¹ äëÿ îáîõ âèõîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiëüíèì ïàðàìåòðîì α
i çà α < 0 áóäå âiä'¹ìíèì, îñêiëüêè

ω∞ = lim
y→∞

BΦ (y) = lim
y→∞

BΦ̃ (y) = Bα. (3.13)

Ó ðàçi δ = −1 âèêèä ìàñè öåíòðàëüíèì äèïîëåì ¹ ïðîòèëåæíèé äî íàïðÿìó
øâèäêîñòi V∞ ïðîñòîðó, à éîãî îáåðòàííÿ � âiä'¹ìíå. Òîìó â öüîìó âàðiàíòi
âèíèêà¹ 2 ñôåðè, ùî çàáåçïå÷ó¹ òàêîæ âiä'¹ìíå îáåðòàííÿ çîâíiøíiõ êiëåöü.

Îöiíèìî ùå âèòðàòíi õàðàêòåðèñòèêè öåíòðàëüíèõ äèïîëiâ îáîõ âèõîðiâ.
Õàðàêòåðíèì äëÿ äèïîëüíèõ äæåðåë îá'¹ìó (ìàñè) ¹ òå, ùî ñóìàðíèé ïî-

òiê øâèäêîñòi ÷åðåç ñôåðè, ùî îòî÷óþòü äèïîëüíå äæåðåëî, äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Òî÷íiøå, ç îãëÿäó íà àíòèñèìåòðiþ äîäàòíèé ïîòiê ÷åðåç îäíó ïiâñôå-
ðó êîìïåíñó¹òüñÿ òàêèì æå âiä'¹ìíèì ïîòîêîì ÷åðåç äðóãó ïiâñôåðó. Òîìó
iíòåíñèâíiñòü àáî ìîìåíò äèïîëüíîãî äæåðåëà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîòîêîì âåêòîðà
øâèäêîñòi ÷åðåç îäíó ïiâñôåðó.

Ïîòiê q =
˜
S

VndS âåêòîðíîãî ïîëÿ

Vn = Vr = −2B
Φ(y0)

y20
cos θ, dS = r20 sin θ dθ dφ (3.14)

÷åðåç âåðõíþ ïiâñôåðó S ðàäióñà r0 âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì

q = −BΦ(y0)

C2
0

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π/2

0
sin 2θ dθ = −2πC2Φ(y0) (3.15)

äëÿ ðåãóëÿðíîãî äèïîëÿ i

q̃ = −B̃Φ̃ (y0)

C2
0

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π/2

0
sin 2θ dθ = −2πC3Φ̃ (y0) (3.16)

äëÿ ñèíãóëÿðíîãî. Çâiäñè âèäíî, ùî êîíñòàíòè C2 i C3 ¹ âèòðàòíèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè öèõ äèïîëiâ ç ðîçìiðíiñòþ ì3/ñåê.

Ç (3.15) i (3.16) âèäíî, ùî âèòðàòè äëÿ îáîõ äèïîëiâ ïî ïiâñôåðàõ ðàäióñiâ
0 < y0 ≤ y1 ¹ ñêií÷åííi, àëå

lim q (y0) = 0,
y0→0

lim
y0→0

q̃ (y0) = −∞, (3.17)

ïðè÷îìó q (y1) = q̃ (ỹ1) = 0, áî ñôåðè ðàäióñiâ y1, ỹ1 ¹ íåïðîíèêíi ç âëà-
ñòèâiñòþ Vr(y1) = 0.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîâíî¨ âèòðàòè ðåãóëÿðíîãî äèïîëÿ òðåáà
ó (3.15) ïîêëàñòè y0 = y∗1 � ðàäióñó öåíòðà ïåðøîãî êiëüöÿ âñåðåäèíi ïåðøî¨
ñôåðè, i òîäi iíòåãðàë (3.15) ïî ñôåði ðàäióñà y∗1

q = −2πC2Φ(y∗1) (3.18)

äà¹ òàêîæ ïîòiê âåêòîðà ïî êðóãó ðàäióñà y∗1, ùî ¹ îñíîâîþ çàìêíóòî¨ ïiâêóëi.
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Äëÿ îöiíêè âèòðàòíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñèíãóëÿðíîãî äèïîëÿ äî ðîçðèâíî¨
ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó (3.16) çàñòîñó¹ìî iíòåãðàëüíó òåîðåìó ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åí-
íÿ ïî êðóãó [0, ỹ1], òîáòî ïiäðàõó¹ìî iíòåãðàë

q̃∗ =
2πC3

πỹ21

ˆ 2π

0
dφ

ˆ ỹ1

0
Φ̃ (y) ydy (3.19)

ÿêèé, î÷åâèäíî, âæå ¹ çáiæíèé, à éîãî îá÷èñëåííÿ äà¹ âåëè÷èíó

q̃∗ =
4πC3

ỹ21

(
αỹ41
4

+ 2 sin ỹ1 − ỹ1 cos ỹ1

)
. (3.20)

ßêùî âèòðàòè (3.19) i (3.20) ïîäiëèòè íà îá'¹ìè âiäïîâiäíèõ ïiâêóëü (3.6), òî
îäåðæèìî êîåôiöi¹íòè óñåðåäíåíî¨ äèâåðãåíöi¨ ó öèõ äèïîëÿõ

kv = 2q
Q =

3C2C3
0

y31

(
αy21 + cos y1 − sin y1

y1

)
,

k̃v =
6C3C3

0

y51

(
αỹ41
4 + 2 sin ỹ1 − ỹ1 cos ỹ1

)
.

(3.21)

Äëÿ âèõîðó ç α = −0, 00655, ỹ1 = 2, 745922, y∗1 = 2, 790261; îá÷èñëåíi çà (3.21)
ïðè C2 = C3 = C0 = 1 êîåôiöi¹íòè âèòðàò íàâåäåíî òàêîæ ó òàáë. 2. Òàì æå
íàâåäåíî îá'¹ìè Q öåíòðàëüíèõ ñôåð îáîõ äèïîëiâ.

Òàáëèöÿ 2. Ïîðiâíÿííÿ iíòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê äâîõ äèïîëiâ,
α = −0, 00655

Òèï Ñòðóê. Q kv Vθ(y1) Vθ(yn) µz(y1) µx(y1)

Ðåã. (2, 11) 418,515 0,15373 +0, 1953 −0, 1392 −0, 447 0,3356
Ñèíã. (3, 11) 86,8401 0,12343 −0, 3556 −0, 1109 0,4018 −0, 731

Ðóõ âiä öåíòðàëüíèõ äèïîëiâ ïåðåäà¹òüñÿ íàçîâíi ÷åðåç ìåðèäiîíàëüíi
øâèäêîñòi íà ïåðøèõ ñôåðàõ, òîáòî

Vθ1 =

(
B
Φ′ (y)

y
sin θ

)
y=y1

i Ṽθ1 =

(
B̃
Φ̃′ (y)

y
sin θ

)
y=ỹ1

, (3.22)

îñêiëüêè ç îãëÿäó íà (2.2) i (2.3) íà öèõ ñôåðàõ Vr(y1) = Vφ(y1) = 0. Ïîêëà-
äåìî ó ôîðìóëàõ δ = C3 = C2 = 1, òîáòî ïîðiâíÿ¹ìî âèõîðè ç îäíàêîâîþ
îäèíè÷íîþ ïîòóæíiñòþ ¨õ öåíòðàëüíèõ äèïîëiâ. Î÷åâèäíî, ùî ìàêñèìàëüíi
çíà÷åííÿ ôóíêöié (3.16) äîñÿãàþòüñÿ çà θ = π/2 i ¨õ îá÷èñëåííÿ äà¹ âåëè÷èíè,
íàâåäåíi ó òàáë. 2. Òàì æå íàâåäåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ ìåðèäiîíàëüíèõ
øâèäêîñòåé íà êðàéíiõ ñôåðàõ (ó ðåãóëÿðíîìó íà 2-é ç y2 = 7, 359704, ó
ñèíãóëÿðíîìó � íà 3-é ç y3 = 8, 785201), ÿêi ïåðåäàþòü ðóõ íà çîâíiøíi
êiëüöÿ.

4. Ïîðiâíÿííÿ, âèñíîâêè

Ç ïîðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê äèïîëiâ (òàáë. 2) áà÷èìî, ùî îá'¹ì ñèíãóëÿð-
íîãî öåíòðàëüíîãî äèïîëÿ ¹ ó 5 ðàçiâ ìåíøèé çà îá'¹ì ðåãóëÿðíîãî äèïîëÿ.
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Àëå ðåãóëÿðíèé i ñèíãóëÿðíèé äèïîëi ìàþòü ïèòîìi êiíåòè÷íi ìîìåíòè îäíî-
ãî ïîðÿäêó (òàáë. 2) òà ïîðîäæóþòü ìåðèäiîíàëüíi øâèäêîñòi òàêîæ îäíîãî
ïîðÿäêó. Âiäïîâiäíî íà ïåðøié êðàéíié 3-é ñôåði ñèãíóëÿðíîãî âèõîðó i íà
êðàéíié 2-é ñôåði ðåãóëÿðíîãî âèõîðó øâèäêîñòi ìàéæå îäíàêîâi, òîìó â öi-
ëîìó îáèäâà äèïîëi ïîðîäæóþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü, 11 çîâíiøíiõ âèõðîâèõ
êiëåöü. Êîåôiöi¹íòè äèâåðãåíöi¨ îáîõ âèõîðiâ áëèçüêi çà âåëè÷èíîþ ç âiäíî-
øåííÿì 1, 25 íà êîðèñòü ðåãóëÿðíîãî âèõîðó.

Îòæå, iíòåãðàëüíà ïîòóæíiñòü ðåãóëÿðíîãî é ñèíãóëÿðíîãî âèõîðiâ ñòî-
ñîâíî ïîðîäæåííÿ íèìè ñåði¨ çîâíiøíiõ òîðî¨äíèõ êiëåöü ìàéæå îäíàêîâà,
ãëîáàëüíi òîïîëîãi÷íi êàðòèíè öi¹¨ ñèñòåìè êiëåöü òàêîæ iäåíòè÷íi. Ñóòò¹âî
âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè öåíòðàëüíèõ äèïîëiâ (ðèñ. 2), àëå,
íåçâàæàþ÷è íà iñíóâàííÿ â ñèíãóëÿðíîìó âèõîði ðîçðèâíî¨ îñîáëèâîñòi â íóëi,
iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ðóõó â öüîìó äèïîëi (êiíåòè÷íèé ìîìåíò, iíòå-
ãðàëüíà âèòðàòà) ¹ îáìåæåíèìè âåëè÷èíàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ñèíãóëÿðíèé âèõðîâèé äèïîëü (2.1) ¹ îäèí iç ôóíäàìåí-
òàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ãiäðîäèíàìiêè, ùî ñòî¨òü ó ðÿäó òàêèõ
êëàñè÷íèõ îñîáëèâîñòåé ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿê ïðîñòîðîâå äæå-
ðåëî (1/r), âèõðîäæåðåëî ln r òà ií., äå ñàìi ôóíêöi¨ ¹ ðîçðèâíi â íóëi, à
iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ðóõó ñåðåäîâèùà äëÿ íèõ iñíóþòü i ¹ ñêií÷åííi.

Íàñïðàâäi ìè íå çíà¹ìî, ÿêèì ¹ äiéñíå ñïiââiäíîøåííÿ iíòåíñèâíîñòåé ðå-
ãóëÿðíîãî i ñèíãóëÿðíîãî äèïîëiâ ó ðàçi óòâîðåííÿ ðåàëüíèõ êîñìi÷íèõ âèõî-
ðiâ ç óñiìà òðüîìà äîäàíêàìè ó (1.1). Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî iäåÿ ¾ñèíãóëÿðíî-
ñòi¿ ïðèñóòíÿ ó áiëüøîñòi ñó÷àñíèõ àñòðîôiçè÷íèõ òåîðié óòâîðåííÿ êîñìi÷-
íèõ ñèñòåì, çîêðåìà ó ïîíÿòòi Âåëèêîãî Âèáóõó, íàïðèêëàä: ¾Ç òî÷êè çîðó
ìàòåìàòèêè ìîìåíò Âåëèêîãî Âèáóõó ¹ òèì, ùî íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíiñòþ
àáî îñîáëèâiñòþ. Ó îêîëi òàêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi êðèâèíà ïðîñòîðó-÷àñó ïðÿìó¹
äî íåñêií÷åííîñòi¿ [5]. Ïðîöèòó¹ìî ùå êëàñèêà àñòðîôiçèêè Äæ. Äæèíñà,
ÿêèé ãîâîðèòü: ¾Ïðèïóùåííÿ, ÿêå íàñòiéíî âèíèêà¹, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî öåí-
òðè òóìàííîñòåé ìàþòü õàðàêòåð ¾ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê¿. Ó öèõ òî÷êàõ ìàòåðiÿ
âòiêà¹ ó íàø ñâiò ç ÿêîãîñü iíøîãî i çîâñiì ñòîðîííüîãî ïðîñòîðó. Òèì ñàìèì
ìåøêàíöþ íàøîãî ñâiòó ñèíãóëÿðíi òî÷êè óÿâëÿþòüñÿ ìiñöÿìè, äå ïîñòiéíî
íàðîäæó¹òüñÿ ìàòåðiÿ¿ [6].

Òîìó íà ÷åðçi äîñëiäæåííÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó (1.1), òîáòî âèõðîâèõ ñòðóê-
òóð, ÿêi âií ïîðîäæó¹, òà àíàëiç âïëèâó iíòåíñèâíîñòåé C2, C3 ðåãóëÿðíî¨ òà
ñèíãóëÿðíî¨ ñêëàäîâèõ íà ñòðóêòóðè ïåðâèííèõ âèõîðiâ, ùî ìîæå ïðèâåñòè
çà ìåòîäèêîþ ðîáiò [7, 8] äî óòî÷íåííÿ çàêîíó ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé òà éîãî
êðàùî¨ âiäïîâiäíîñòi åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì.
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