
ISSN 2312�4547. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". 2014. Âèï. 6, � 8. C. 99�110

Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

òà òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ÓÄÊ 532.5 + 523.2

ÏÐÎ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍI ÏÎËß I ÓÌÎÂÈ ÊÎÍÄÅÍÑÀÖI�
ÃÀÇIÂ ÒÓÌÀÍÍÎÑÒÅÉ Ó ÏËÀÍÅÒÀÐÍÎÌÓ ÂÈÕÎÐI

Ë. Â. Êëþ÷èíñüêà∗, Â. I. Ïåðåõðåñò∗∗

∗ Ñåâàñòîïîëüñüêèé iíñòèòóò áàíêiâñüêî¨ ñïðàâè,
99057, Ñåâàñòîïîëü, E-mail: klyuch.luda.1983@mail.ru
∗∗ Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñÿ Ãîí÷àðà,

49050, Äíiïðîïåòðîâñüê, E-mail: prokhrest@i.ua

Íîâèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñôåðè÷íî-îñåñèìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà, íàçâà-

íèé ïëàíåòàðíèì âèõîðîì, çàñòîñîâàíî äî ïðîáëåìè óòâîðåííÿ â ïëàíåòàðíèõ

òóìàííîñòÿõ çàðîäêiâ ïëàíåò çàâäÿêè êîíäåíñàöi¨ ãàçiâ ó çîíàõ âèõðîâèõ çáó-

ðåíü � êiëüöÿõ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó. Ïîêàçàíî, ùî âèõðîâi çáóðåííÿ ñïðè÷èíÿ-

þòü ïåðåïàäè òèñêó òà òåìïåðàòóðè, çà ÿêèõ ãàçè òóìàííîñòåé êîíäåíñóþòüñÿ,

óòâîðþþ÷è ïëàíåòîçèìàëi � çàðîäêè ïëàíåò.

Êëþ÷îâi ñëîâà:âèõðîâà òå÷iÿ, êîñìi÷íà òóìàííiñòü, òåìïåðàòóðíå ïîëå, êîíäåíñàöiÿ

ãàçiâ.

1. Âñòóï

Â àñòðîíîìi÷íié íàóöi òåîðiÿ óòâîðåííÿ çiðîê i ïëàíåò ó ãàçîïèëîâèõ òó-
ìàííîñòÿõ ¹ íàéìåíø ðîçðîáëåíà i çiñòàâíà ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè.
Îñíîâíèé ïiäõiä, ÿêèé äîìiíó¹ é äî ñüîãîäíi � öå âèïàäêîâi ñòîõàñòè÷íi çáó-
ðåííÿ ôiçè÷íèõ ïîëiâ òóìàííîñòi, ÿêi ñïðè÷èíÿþòü ïåâíó íåñòàáiëüíiñòü ¨¨
îäíîðiäíîãî ñòàíó (ðîòàöiéíó, òóðáóëåíòíó, òåðìî-, ãiäðî-, ìàãíiòîäèíàìi÷íó
òîùî), ùî çðåøòîþ ïðèçâîäèòü äî êîíäåíñàöi¨ ãàçiâ òà óòâîðåííÿ çàðîäêiâ
ñêóï÷åííÿ ðå÷îâèíè ó òàê çâàíi ïëàíåòîçèìàëi [6, 7]. Çà ëîãiêîþ òàêîãî ïiä-
õîäó âèïàäêîâi ó ïðîñòîði é ÷àñi ïðîöåñè ïðèâåëè á i äî âèïàäêîâèõ i íå
çiñòàâíèõ çàêîíiâ ðîçïîäiëó ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé ó Ñîíÿ÷íié òà iíøèõ åêçî-
ïëàíåòíèõ ñèñòåìàõ. Îäíàê åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi [19] ïåðåêîíëèâî ãîâîðÿòü
ïðî ¹äèíó çàêîíîìiðíiñòü çàêîíiâ ðîçïîäiëó ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé ó âñiõ çið-
êîâèõ ñèñòåìàõ: iç çáiëüøåííÿì íîìåðiâ ïëàíåò âçà¹ìíi âiäñòàíi ìiæ íèìè
çáiëüøóþòüñÿ.

×èñëåííi òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ áàãàòüîõ àñòðîôiçèêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ [5,7]
òà âiäïîâiäíi îöiíêè çà ðåàëüíèõ ïàðàìåòðiâ òóìàííîñòåé íå äàëè âèðàçíèõ
åôåêòiâ íåñòàáiëüíîñòi, ôðàãìåíòàöi¨ òà óòâîðåííÿ çàðîäêiâ ôîðìóâàííÿ ïëà-
íåò [7]. Íàéáiëüø çíà÷óùèì ðåçóëüòàòîì öèõ äîñëiäæåíü ¹ òåîðiÿ ¾äîâæèíè i
ìàñè¿ Äæèíñà òà âiäïîâiäíèé êðèòåðié Äæèíñà [5], ÿêèé âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó
äîâæèíó õâèëüîâîãî çáóðåííÿ ïîëiâ òóìàííîñòi, ç ïåðåâèùåííÿì ÿêî¨ íàñòà¹
�����������������
c⃝ Ë. Â. Êëþ÷èíñüêà, Â. I. Ïåðåõðåñò, 2014



100 Ë. Â. ÊËÞ×ÈÍÑÜÊÀ, Â. I. ÏÅÐÅÕÐÅÑÒ

¨ ¨ íåñòàáiëüíiñòü i ôðàãìåíòàöiÿ, � öèì êðèòåði¹ì àñòðîôiçèêè åôåêòèâíî
ïîñëóãîâóþòüñÿ i ñüîãîäíi [13,14].

Äëÿ ïîäîëàííÿ âêàçàíèõ íåãàòèâíèõ ðåçóëüòàòiâ ó îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ
iíòåíñèâíî ðîçâèâàëèñü òåõíîëîãi¨ ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ ãiäðîäèíàìi÷íèõ
ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà, óñêëàäíåíèõ íàÿâíiñòþ òåðìî- òà ìàãíiòîäèíàìi÷íèõ
ïîëiâ [12�15]. Ó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü âíîñèëè ïåâíi ïî÷àòêîâi ÷è ïîñòiéíî
äiþ÷i íåðiâíîìiðíîñòi � çáóðåííÿ ïîëiâ ãóñòèíè ÷è òèñêó, i ó äåÿêèõ âèïàäêàõ
îòðèìóâàëè íåñòàáiëüíi âèõðîâi ôîðìè, ÿêiñíî ñõîæi íà ðåàëüíi êîñìi÷íi ñòðó-
êòóðè. Íà ñüîãîäíi íà öüîìó øëÿõó ðåàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ íå îòðèìàíî, ïðî
ùî ñâiä÷àòü òàêi âèñíîâêè ïðîâiäíèõ àñòðîôiçèêiâ: ¾Õî÷à áóëî äîñëiäæåíî
ðiçíi ïðàâäîïîäiáíi iäå¨, çàãàëüíî¨ ïîäiáíîñòi òåîði¨ òà ñïîñòåðåæåíü íå áóëî
âñòàíîâëåíî¿ [13].

Ñó÷àñíèé çíà÷íèé ïðîãðåñ åêñïåðèìåíòàëüíî¨ àñòðîíîìi¨, ïîâ'ÿçàíèé çi
ñïîñòåðåæåííÿìè ç ñó÷àñíèõ ïîòóæíèõ òåëåñêîïi÷íèõ ñèñòåì (Hubble, Spit-
zer, Subaru, VLT, Kepler etc.) íà çåìëi é ó êîñìîñi, ïîñòàâèâ íèçêó íîâèõ
ïðîáëåì i çìóñèâ ñóòò¹âî ïåðåãëÿíóòè äåÿêi çàñòàðiëi êîíöåïöi¨ òà âèðiøóâàòè
íîâi é íîâi çàäà÷i [12]. Çîêðåìà, àñòðîôiçèêè äiéøëè âèñíîâêó ïðî íåîáõiä-
íiñòü ïåðåãëÿäó òåðìiíiâ ôîðìóâàííÿ çiðîê òà ¨õ ïëàíåòíèõ ñèñòåì, � âîíè
ìàþòü áóòè ñóòò¹âî çìåíøåíi [16, 18]. Âiäïîâiäíî ç'ÿâèëèñÿ äîñëiäæåííÿ òà
ñòàòòi ç ëåéòìîòèâîì ¾rapid¿ � øâèäêèé [17,18].

Iíøèé âèñíîâîê åêñïåðèìåíòàëüíî¨ àñòðîíîìi¨ çâîäèòüñÿ äî òâåðäæåííÿ,
ùî ïëàíåòè ôîðìóâàëèñÿ íå ó òèõ çîíàõ, äå âîíè çíàõîäÿòüñÿ çàðàç, òîáòî
ìîâà éäå ïðî çíà÷íó ìiãðàöiþ ïëàíåò [12,14,15].

Áiëüøiñòü ç óêàçàíèõ ïðîáëåìíèõ ïèòàíü âèðiøó¹ ñòâîðåíà çà îñòàííi 5 ðî-
êiâ òåîðiÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó [1�3], ÿêà ïî-ñóòi äîâîäèòü ïðàâèëüíiñòü âèõ-
ðîâî¨ ãiïîòåçè Ê. Âàéöçåêåðà [4] ïðî ñòâîðåííÿ Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè ïîòóæíèì
ïðîñòîðîâèì âèõîðîì, ÿêèé ìàâ ñòiëüêè âèõðîâèõ çîí-êiëåöü, ñêiëüêè ¹ âå-
ëèêèõ ïëàíåò ó ñèñòåìi. Õî÷à iäåÿ Ê.Âàéöçåêåðà ÷åðåç âiäñóòíiñòü ðåàëüíèõ
ðåçóëüòàòiâ-ðîçâ'ÿçêiâ íà òîé ÷àñ áóëà âiäêèíóòà, ïðîâiäíi àñòðîôiçèêè ôàê-
òè÷íî çàðàç äî íå¨ ïîâåðòàþòüñÿ, äîñëiäæóþ÷è ãiäðîäèíàìi÷íi ðiâíÿííÿ, ÿêi
çà ÷èñåëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ÷àñòî ïîðîäæóþòü ïåâíi âèõðîâi ñòðóêòóðè [13,18].

2. Ïëàíåòàðíèé âèõîð i éîãî õàðàêòåðèñòèêè

Íàøå äîñëiäæåííÿ òåìïåðàòóðíèõ ïîëiâ ó âèõîði ãðóíòó¹òüñÿ íà òî÷íîìó
ðîçâ'ÿçêó ñôåðè÷íî-îñåñèìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà [8],
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òà ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi
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äå (r, θ, ϕ)� ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè; Vr, Vθ, Vϕ � êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèäêîñòi
â öèõ êîîðäèíàòàõ; p, ρ � òèñê i ãóñòèíà íåñòèñëèâîãî ñåðåäîâèùà â îáëàñòi
òå÷i¨.

Ïiñëÿ ââåäåííÿ ôóíêöi¨ òå÷i¨ Ψ(r, θ) çàëåæíîñòÿìè [9]

Vr = −(r2 sin θ)−1∂Ψ

∂θ
, Vθ = (r sin θ)−1∂Ψ

∂r
, Vϕ =

Ñ0Ψ

r sin θ
(2.3)

ïîäà¹ìî ¨¨ ó âiäîêðåìëåíèõ çìiííèõ

Ψ = Φ(r)Θ(θ) (2.4)

ç âèáîðîì Θ = sin2 θ, ÿê öå ïîêëàäàëîñü ó áiëüøîñòi äîñëiäæåíü òå÷ié öüîãî
êëàñó [8�10], à ôóíêöiþ òèñêó øóêà¹ìî ó âèãëÿäi âiäðiçêó ðÿäó Ôóð'¹ çà
êóòîì θ

p = p0 +
ρ

2
(f0(r) + f(r) cos 2θ) (2.5)

äå f0(r), f(r) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨; p0 � òèñê ó òî÷öi ñïîêîþ.
Öi ïiäñòàíîâêè äàþòü ìîæëèâiñòü âiäîêðåìèòè çìiííi é îòðèìàòè äëÿ

âèçíà÷àëüíî¨ ôóíêöi¨ Φ(r) ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 3-ãî ïîðÿäêó,
ÿêå iíòåãðó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî ó ñôåðè÷íèõ ôóíêöiÿõ Áåññåëÿ [1], ïîäiáíî ÿê ó
ðîáîòàõ [10,11]. Âiäòàê îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê
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[
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sin2 θ, (2.6)

äå y = C0r � áåçðîçìiðíà ðàäiàëüíà êîîðäèíàòà; C1, C2, C3 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ñóòò¹âîþ ïåðåâàãîþ íàøîãî ðîçâ'ÿçêó (2.6) ¹ éîãî çàãàëüíèé ìåòîä ïî-

áóäîâè, íà âiäìiíó âiä Í.Â. Ñàëòàíîâà [10] i À.Ã. ßðìiöüêîãî [11] ÿêi ñëiäîì
çà Õiëëîì [9] çàñòîñîâóþòü äåùî øòó÷íó ñõåìó ñïðÿæåííÿ íà ñôåði ôóíêöié
òå÷i¨ ïîñòóïàëüíî-ãâèíòîâîãî ðóõó òà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ 2-ãî ïîðÿäêó ç ãiïî-
òåòè÷íîþ ôóíêöi¹þ åíåðãi¨. Âiäïîâiäíî ðîçâ'ÿçîê (2.6) ìà¹ 3 äîâiëüíi ñòàëi C1,
C2, C3 òà ïàðàìåòð îáåðòàííÿ C0, âàðiþâàííÿ ÿêèõ ñïðè÷èíÿ¹ âåëèêå ðiçíî-
ìàíiòòÿ âèõðîâèõ ñòðóêòóð (òàáë. 1).

Òàáëèöÿ 1. Âèõðîâi ñòðóêòóðè (n,m) çàëåæíî âiä ïàðàìåòðà α

Iíòåðâàëè α n m
0, 01186812676 < α < 1/3 1 0− 6

−0, 02872363139 < α < −0, 006519887466 2 2− 11

0, 00412853209 < α < 0, 01186812676 3 5− 18

−0, 006519887466 < α < −0, 00285071083 4 10− 26
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Öi ñòðóêòóðè ìîæóòü çîâñiì íå ìàòè íåïðîíèêíèõ ñôåð àáî æ ìàòè ¨õ
1, 2, 3, . . .Äàëi ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé âàðiàíò ðîçâ'ÿçêó (2.6) çà C3 = 0, ÿêèé
ìiñòèòü 2 êîíñòàíòè C2 i α = C1/C2. Ïàðàìåòð α, çðåøòîþ, ìîæíà âèðàçèòè
÷åðåç ïîñòóïàëüíó øâèäêiñòü ïðîñòîðó V∞ i ïàðàìåòðè C0, C2 òàêèì ÷èíîì:

α = −V∞/2C2
0C2 (2.7)

� âií i âèçíà÷à¹ ñòðóêòóðè (n,m) âèõîðiâ òà óìîâè ¨õ áiôóðêàöi¨ (òàáë. 1).

Ðèñ. 1. Çàãàëüíèé âèãëÿä ïëàíåòàðíîãî âèõîðó ñòðóêòóðè (2,11) �
ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç

Ðîçâ'ÿçîê (2.6) îïèñó¹ ñêëàäíó ñèñòåìó òîðî¨äíèõ âèõðîâèõ êiëåöü, âíóò-
ðiøíÿ ÷àñòèíà n ÿêèõ ëåæèòü ó çàìêíóòèõ íåïðîíèêíèõ ñôåðàõ, à çîâíiøíi
m êiëåöü âèîêðåìëþþòüñÿ ïåòëÿìè ñåïàðàòðèñ i îáåðòàþòüñÿ ó îäèí áiê íà
çðàçîê ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì çiðîê (ðèñ. 1, 2).

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ïëàíåòàðíèé âèõîð ñòðóêòóðè (2, 11), ÿêîìó âiäïî-
âiäà¹ ïàðàìåòð α = −0, 00655 i ÿêèì ìè ó ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ ìîäåëþâàëè
ïåðâèííèé âèõîð, ùî ïîðîäèâ Ñîíÿ÷íó ñèñòåìó; ãåîìåòðiþ çîâíiøíüîãî âèõ-
ðîâîãî êiëüöÿ âiäòâîðåíî íà ðèñ. 2, ãåîìåòðè÷íi æ ïàðàìåòðè óñiõ êiëåöü
öüîãî âèõîð íàâåäåíî â òàáë. 2.

Ðèñ. 2. Ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè çîâíiøíüîãî âèõðîâîãî êiëüöÿ
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Ïèòàííÿ ïðî óòâîðåííÿ i ïðèðîäó öåíòðàëüíîãî âèõðîâîãî äèïîëÿ, ùî
ïîðîäæó¹ âèõîð, òóò íå ïîðóøó¹òüñÿ � âií ¹ ñòàöiîíàðíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè âèõiäíèõ ðiâíÿíü (2.1), ùî îïèñó¹ òàê çâàíèé ¾ïëàíåòàð-
íèé âèõîð¿ [2].

Òàáëèöÿ 2. Ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè êiëåöü âèõîðó ñòðóêòóðè (2, 11)

� êiëüöÿ y1 y∗ y2 θ∗ ðàä.
1-Ñôåðà 0 2,790261 4,638225 0
2-Ñôåðà 4,638225 6,034193 7,359705 0
3 (1) 7,364163 9,442798 12,322191 0,053788
4 (2) 14,054792 15,854359 18,549720 0,773685
5 (3) 20,651323 22,242096 24,761679 1,025749
6 (4) 27,209576 28,623985 30,965688 1,176713
7 (5) 33,749232 35,005535 37,163518 1,278034
8 (6) 40,281229 41,389783 43,355026 1,351129
9 (7) 46,813972 47,779428 49,538901 1,406816
10 (8) 53,356269 54,177900 55,712465 1,451239
11 (9) 59,92070 60,590865 61,870496 1,488292
12 (10) 66,532530 67,030608 68,000987 1,520926
13 (11) 73,283037 73,542814 74,058441 1,552969

Óêàçàíèé âèõðîâèé äèïîëü òà ïîðîäæåíà íèì íèçêà êiëåöü âèõðîâî¨ òå÷i¨
¹ çáóðåííÿì ïåðâèííîãî ãâèíòîâîãî ðóõó ïðîñòîðó, ÿêèé äî òîãî ïåðåáóâàâ ó
ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ç ôiçè÷íèìè ïàðàìåòðàìè {p∞, ρ∞, V∞, T∞},
ÿêi çáåðiãàþòüñÿ ó çáóðåíié òå÷i¨ çà θ = 0, r → ∞.

3. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó
òà iíòåãðàë åíåðãi¨

Äàëi âèõîäèìî ç ïðèïóùåííÿ, ùî ìàòåðiàë òóìàííîñòåé ¹ iäåàëüíèì ãàçîì
ç àäiàáàòè÷íèì çàêîíîì äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ òà ðiâíîâàæíèìè ïà-
ðàìåòðàìè ρ∞ = 10−12ã/ñì3, T∞ = 100K, γ = cp/cv = 1.67. Çà ñó÷àñíèìè
îöiíêàìè àñòðîôiçèêiâ, ñêëàäîâèìè ïðîòîïëàíåòíèõ òóìàííîñòåé ¹: 85− 90%
âîäíþ, 10− 15% ãåëiþ òà äî 1% àòîìiâ ëåãêèõ ìåòàëiâ [6].

Çà äàíèõ ïðèïóùåíü ïîêëàäåìî â îñíîâó äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ åíåð-
ãåòè÷íîãî áàëàíñó [8]

ρ
d

dt

(
U +

V 2

2

)
= ρF · V − div(pV ), (3.1)

äå U = cvT�âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ; ρ, p, T � ãóñòèíà, òèñê i òåìïåðàòóðà ñåðåäî-
âèùà; V (Vt, Vθ, Vϕ) � âåêòîð øâèäêîñòi; F � âåêòîð çîâíiøíüî¨ ìàñîâî¨ ñèëè;
cv i cp � òåïëî¹ìíîñòi ñåðåäîâèùà çà ñòàëèõ îá'¹ìó òà òèñêó âiäïîâiäíî.
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Çàñòîñîâóþ÷è çàêîí Êëàïåéðîíà p = ρRT òà ââîäÿ÷è åíòàëüïiþ h = cpT
ðiâíÿííÿ (3.1) çâîäèìî äî âèãëÿäó

ρ
d

dt

(
h+

V 2

2
− p

ρ

)
= ρF · V − div(pV ),

à ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿíü ðóõó é íåðîçðèâíîñòi òà óìîâè ñòàöiîíàð-
íîñòi ïîëiâ ∂/∂t() = 0 îñòàòî÷íî ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ [8]

V · grad
(
h+

V 2

2
+ Π

)
= 0, (3.2)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âçäîâæ ëiíié òå÷i¨ L âåëè÷èíà(
cpT +

V 2

2
+ Π

)
L

= const ≡ EL, (3.3)

äå Π � ïîòåíöiàë çîâíiøíüî¨ ñèëè.

4. Òåìïåðàòóðíi ïîëÿ â ïëàíåòàðíîìó âèõîði

Âèõðîâà òå÷iÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó âèíèêà¹ âíàñëiäîê çáóðåííÿ ãâèíòî-
âîãî ðóõó ïðîñòîðó: ïîñòóïàëüíîãî ðóõó çi øâèäêiñòþ V∞ òà òâåðäîòiëüíîãî
îáåðòàííÿ ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω∞ = −(C0V∞)/2. Âiäïîâiäíå íåçáóðåíå ïîëå
øâèäêîñòåé ìà¹ âèãëÿä

Ṽr = −V∞ cos θ,

Ṽθ = V∞ sin θ,

Ṽϕ = ω∞r sin θ = −V∞
2

y sin θ.

(4.1)

Ïîâíå ïîëå øâèäêîñòåé ó ïëàíåòàðíîìó âèõîði çà (2.3) i (2.6) ìà¹ òàêi âèðàçè:

Vr = −2B
Φ(y)

y2
cos tθ,

Vθ = B
Φ′(y)

y
sin θ,

Vϕ = B
Φ(y)

y
sin θ,

(4.2)

äå B = C2C
2
0 � ïàðàìåòð iç ðîçìiðíiñòþ øâèäêîñòi; C2 � iíòåíñèâíiñòü öåíò-

ðàëüíîãî âèõðîâîãî äèïîëÿ. Ôóíêöi¨ Φ òà Φ′ ìàþòü ïîäàííÿ

Φ(y) = y2(α+ u(y)), Φ′(y) = y(2α− us(y)), (4.3)

äå ââåäåíî ôóíêöi¨-çáóðåííÿ âiä öåíòðàëüíîãî äèïîëÿ

u =
1

y2

(
cos y − sin y

y

)
, us =

sin y

y
+ u(y) (4.4)
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ç âëàñòèâîñòÿìè
u(0) = −1/3, lim

y→∞
u(y) = 0,

us(0) = 2/3, lim
y→∞

us(y) = 0.
(4.5)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìiæ ïàðàìåòðàìè çàäà÷i ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) àáî

α = −V∞/2B aáo V∞ = −2Bα, ω∞/V∞ = −C0/2, (4.6)

ïîâíå ïîëå øâèäêîñòåé (4.2) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó íåçáóðåíîãî ïîëÿ
(4.1) òà çáóðåíü, ùî ìiñòÿòü ôóíêöi¨ äèïîëÿ u òà us:

Vr = (V∞ − 2Bu) cos θ, Vθ = −(V∞ +Bus) sin θ, Vϕ = Ṽϕ +Buy sin θ. (4.7)

Ïiäðàõó¹ìî òåïåð êâàäðàò øâèäêîñòi V 2, âèäiëèâøè â íüîìó êâàäðàòè íåçáó-
ðåíèõ øâèäêîñòåé (4.1):

V 2

2
=

1

2

(
Ṽ 2
r + Ṽ 2

θ + Ṽ 2
ϕ

)
+

(
−2BV∞u+ 2B2u2

)
cos2 θ+

+

(
BV∞us +

1

2
B2u2s

)
sin2 θ +BṼ∞uy sin θ +

1

2
B2y2u2 sin2 θ.

(4.8)

Ç óðàõóâàííÿì (4.1) ðîçãëÿíåìî âèðàç iíòåãðàëà (3.3) âçäîâæ îñi Oz, ÿêà,
î÷åâèäíî, ¹ ëiíi¹þ òå÷i¨ (ðèñ. 1). Íà íié θ = 0, Vϕ = 0, V (∞) = V∞. Ç (4.1) â
áóäü-ÿêié òî÷öi îñi ìà¹ìî

V 2/2 = V 2
∞/2− 2BV∞u+ 2B2u2.

Âèçíà÷èâøè êîíñòàíòó â (3.3) ç óìîâè çà y → ∞ ÷åðåç V∞, T∞, âçäîâæ îñi
Îz ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

cpT + V 2
∞/2− 2BV∞u+ 2B2u2 = cpT∞ + V 2

∞/2,

ÿêå ïiñëÿ ñïðîùåííÿ çâåäåìî äî âèãëÿäó

τ0 ≡
(

T

T∞

)
θ=0

= 1− kT

(
u2

α2
+

2u

α

)
= 1− kT

(
(u+ α)2

α2
− 1

)
, (4.9)

äå kT = V 2
∞/(2cpT∞) � áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷à¹ ñïiââiäíîøåííÿ

îñíîâíèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.
Ç (4.9) âèçíà÷èìî òåìïåðàòóðíèé ïàðàìåòð τ = T/T∞ ó òî÷öi ïåðåòèíó

âåðòèêàëüíî¨ îñi ç ïåðøîþ ççîâíi ñôåðîþ ðàäióñîì y = y1, ÿêà òåæ ¹ ëiíi¹þ
òå÷i¨ i íà ÿêié ç óìîâè Vr = 0 ç îãëÿäó íà (4.2) i (4.3) u(y1) + α = 0. Îòæå, â
òî÷öi (y1, 0) ìà¹ìî

τ1 = 1 + kT i T1 = (1 + kT )T∞. (4.10)

Çâiäñè T1 > T∞, i â îêîëi âåðòèêàëüíî¨ îñi âèõîðó êîíäåíñàöiÿ íå âèíèêà¹,
ïðî ùî ñâiä÷èòü áiëüøiñòü çíiìêiâ òàêèõ ïðîòîçiðêîâèõ òóìàííîñòåé.
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Òåïåð çàñòîñó¹ìî iíòåãðàë (2.3) äî ëiíi¨ òå÷i¨ � êîëà y = y1, 0 ≤ θ ≤ π/2.
Íà íié ó òî÷öi (y1, 0) V = 0 i êîíñòàíòà EL = cpT1, òîìó âçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨(

cpT +
V 2

2

)
y1

= cpT1 = cpT∞ +
V 2
∞
2

, (4.11)

à êiíåòè÷íà åíåðãiÿ äà¹òüñÿ âèðàçîì (4.1) çà θ = π/2.
Ïåðåéäåìî âçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨ â ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó θ = π/2 i ïåðåïè-

øåìî âèðàç (4.5) ç óðàõóâàííÿì (4.8) òàê:

cpT +
V 2
∞
2

[
1 +

(
u2s
4α2

− us
α

)
+ y2

(
(u+ α)2

4α2
− 1

4

)]
+

V 2
∞y2

2 · 4
= cpT∞ +

V 2
∞
2

àáî ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ i çàñòîñóâàííÿ óìîâè u(y1) + α = 0

T2 = T∞ − V 2
∞

2cp

[
u2s
4α2

− us
α

]
y=y1

, τ2 = 1− kT

[
u2s
4α2

− us
α

]
y=y1

(4.12)

Î÷åâèäíî, ùî íà ðiçíèõ ëiíiÿõ òå÷i¨, ÿêi ïåðåòèíàþòü ãîðèçîíòàëüíó âiñü θ =
π/2, ïîâíà åíåðãiÿ (3.3) áóäå íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ (T, y), òîáòî

EL(T, y) = cpT +
V 2
∞
2

[
1 +

(
u2s
4α2

− us
α

)
+ y2

(
(u+ α)2

4α2
− 1

4

)]
+
Ṽ 2
ϕ

2
y1 ≤ y ≤ ∞.

(4.13)

Ïðè öüîìó âiäîìi ¨¨ çíà÷åííÿ ó òî÷êàõ y = y1 (4.12) òà çà y → ∞, äå V = V∞,
T = T∞.

Óçäîâæ íåçàìêíóòèõ ëiíié òå÷i¨, ÿêi ïî âåðòèêàëi ïðÿìóþòü äî z → ∞,
âèðàç (4.13) ôiêñó¹òüñÿ ó òî÷öi ó i çáåðiãà¹òüñÿ âçäîâæ êîæíî¨ òàêî¨ ëiíi¨,
ìàþ÷è ó íåñêií÷åííî âiääàëåíié ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi çíà÷åííÿ

EL(∞, y) = cpT∞ +
V 2
∞
2

+
Ṽ 2
ϕ

2
y1 ≤ y ≤ ∞. (4.14)

Ïðèðiâíþþ÷è âèðàçè (4.13) i (4.14), áóäó¹ìî ôóíêöiþ T (y) íà ãîðèçîíòàëüíié
îñi ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè:

T = T∞ − kTT∞

[(
u2s
4α2

− us
α

)
+ y2

(
(u+ α)2

4α2
− 1

4

)]
+ Tc. (4.15)

Îñòàííþ âèçíà÷èìî ç óìîâè, ùîá ó òî÷öi ïåðåòèíó êîëà y = y1 ç ãîðèçîíòà-
ëüíîþ âiññþ òåìïåðàòóðà T áóëà íåïåðåðâíîþ. Âiäòàê îòðèìó¹ìî

Tc = −kT
y21
4
T∞. (4.16)
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Ôîðìóëi (4.15) ç äîïîìîãîþ (4.6) ìîæíà íàäàòè òàêîãî âèãëÿäó:

τ (y) = 1− kB
[(
u2s − 4αus

)
+ α2y21 + y2

(
u2 + 2αu

)]
, (4.17)

äå kB = B2/2cpT∞. Çîáðàæåííÿ (4.17) çðó÷íå òèì, ùî ìîæíà âàðiþâàòè
øâèäêiñòü çáóðåííÿ B òà çäiéñíþâàòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä B → 0 âiäïîâiä-
íî τ → 1, T → T∞.

Âðàõîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöié u(y) òà us(y) iç (4.4) òà
(4.5) çà óìîâè y → ∞, ç (4.17) îòðèìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó

τ∞ ≈ 1− kB
(
2α cos y + α2y21

)
, (4.18)

ÿêó ïiäòâåðäæó¹ ãðàôiê çàëåæíîñòi (4.17) íà ðèñ. 3. Íà ðèñ. 5, à âèäíî, ÿê â
òóìàííîñòi Egg Nebula çàâäÿêè ïåðiîäè÷íèì çáóðåííÿì ïðîñòîðó âèíèêàþòü
ïåðiîäè÷íi êiëüöåâi çîíè êîíäåíñàöi¨, ùî ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹ íàøié òåîði¨
(ðèñ. 3). Äëÿ âèáðàíîãî ÷èñëîâîãî ïðèêëàäó ç kB = 45 êîëèâàííÿ ìàþòü
ðîçìàõ âiä 20K äî 140K, ÿêùî T∞ = 100K.

Ðèñ. 3. Òåìïåðàòóðíèé êîåôiöi¹íò óçäîâæ îñi Oy (1 âiäïîâiäà¹ T = T∞)

Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðíèé êîåôiöi¹íò óçäîâæ îñi Oz (1 âiäïîâiäà¹ T = T∞)

Ãðàôiê çìiíè òåìïåðàòóðè âçäîâæ îñi âèõîðó Oz (ðèñ. 4) ñâiä÷èòü, ùî
òåìïåðàòóðíi õâèëi çáóðåííÿ, ÿêi ¹ çíà÷íi ó çîíi ïåðøèõ äâîõ ñôåð, äàëi äî-
ñèòü øâèäêî çíèêàþòü, à êîëèâàííÿ ìàþòü ïîðÿäîê ±1 − 2K. Öå îçíà÷à¹,
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ùî âçäîâæ îñi âèõîðó êîíäåíñàöiÿ ïðàêòè÷íî íå âèíèêà¹, ùî é äåìîíñòðó-
þòü ÷èñëåííi çíiìêè ïëàíåòàðíèõ òóìàííîñòåé, ó ÿêèõ ôîðìó¹òüñÿ çiðêà òà
¨¨ ïëàíåòíà ñèñòåìà (ðèñ. 5, á).

Ðèñ. 5. Ïðîòîçiðêîâi òóìàííîñòi: à � òóìàííiñòü Egg Nebula (ôðîíòàëüíèé
âèãëÿä); á � òóìàííiñòü Ì-3 (âèãëÿä çáîêó)

Ó òàáë. 3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ìiíiìóìiâ òåìïåðàòóð òà òî÷êè y = ymin,
äå âîíè äîñÿãàþòüñÿ; ïàðàëåëüíî âêàçàíî êîîðäèíàòè y∗ íàéáëèæ÷èõ äî íèõ
öåíòðiâ âèõðîâèõ êiëåöü âèõîðó (2, 11). Ïîðiâíÿííÿ min ç äàíèìè y1 òà y∗

(òàáë. 2) ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ìiíiìàëüíi òåìïåðàòóðè ìàþòü ìiñöå ó îáëàñòi
âèõðîâèõ êiëåöü. Öå ñïðèÿ¹ óòâîðåííþ íà ¨õ öåíòðàõ çàðîäêiâ ïëàíåò, îñêiëü-
êè çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [20] ó ðàçi ïîäàëüøî¨ åâîëþöi¨ âèõîðó öåíòðàëüíi
êîëà ïåðåòíóòü óñi âíóòðiøíi òîðî¨äè êiëüöÿ, ÿêi, òàêèì ÷èíîì, áóäóòü íàìî-
òóâàòèñÿ íà íèõ, ñòèêàòèñÿ i çëèïàòèñÿ.

Òàáëèöÿ 3. Ìiíiìàëüíi òåìïåðàòóðè, ¨õ êîîðäèíàòè òà ðàäióñè öåíòðiâ
êiëåöü ó âèõîði (2, 11)

� êiëåöü Tmin ymin y∗

1 −0, 26940 9 9,4428
2 0,111901 15,5 15,854
3 0,215930 22 22,242
4 0,234861 28 28,624
5 0,267108 34,5 35,006
6 0,279138 41 41,39
7 0,285947 47 47,779
8 0,292221 53,5 54,178
9 0,298558 59,5 60,59
10 0,304273 66 67,03
11 0,309321 72,5 73,543
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5. Âèñíîâêè

1. Öåíòðàëüíèé âèõðîâèé äèïîëü, çäàòíèé ïîðîäèòè ñèñòåìó êiëåöü ïî-
ðÿäêó 10, ¹ äóæå ïîòóæíèì çáóðåííÿì êâàçiñòàöiîíàðíîãî ïîëÿ òóìàííîñòi, i
â îêîëi éîãî öåíòðó, äî y ≈ 10, òåîðåòè÷íi ïàäiííÿ òèñêó é òåìïåðàòóð ïåðå-
âèùóþòü óìîâè âàêóóìó i òîìó ¹ ôiçè÷íî íåïðèéíÿòíi. ßê óæå çàçíà÷àëîñü
íàìè [2, 3], ó äàíîìó âèïàäêó ãîëîâíèìè ïîâèííi áóòè iíøi ôiçè÷íi ÷èííèêè
é çàêîíîìiðíîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ÿäåðíèìè é åëåêòðîìàãíiòíèìè ïðîöåñàìè.

2. Ó ìåæàõ çîâíiøíiõ âèõðîâèõ êiëåöü ðåçóëüòàòè òåðìîäèíàìi÷íîãî àíà-
ëiçó ¹ áiëüø ïðèéíÿòíi. Çâåðòà¹ìî óâàãó íà ðiçíó ïîâåäiíêó òåìïåðàòóðíèõ
ïîëiâ óçäîâæ îñi âèõîðó Oz òà ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi Oy, à ñàìå: óçäîâæ îñi
âèõîðó Oz ïiñëÿ ðiçêîãî ïàäiííÿ â öåíòði òåìïåðàòóðà øâèäêî ñòàáiëiçó¹òüñÿ
â îêîëi 1 (T∞), òîäi ÿê ó ïëîùèíi âèõîðó êîëèâíi çáóðåííÿ òåìïåðàòóðè ¹
ïðàêòè÷íî íåçãàñàþ÷èìè i äëÿ âèáðàíîãî ÷èñëîâîãî âàðiàíòà êîëèâàþòüñÿ
ìiæ 1, 4 − 0, 2 âiä T∞. Çà T∞ = 100K öi êîëèâàííÿ ñòàíîâëÿòü 20K − 140K,
i çðîçóìiëî, ùî ó ðàçi òàêèõ ïåðåïàäiâ âîäåíü, ãåëié òà àçîò êîíäåíñóþòüñÿ
ó êiëüöåâèõ çîíàõ ìiíiìàëüíèõ òåìïåðàòóð. Äëÿ íèõ òåìïåðàòóðè êèïiííÿ
TH2 = 20, 28K, THe = 4, 21K, TN2 = 77, 4K.

3. Óêàçàíi çîíè êîíäåíñàöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â îêîëàõ öåíòðiâ âèõðîâèõ êiëåöü
(òàáë. 2,3), i öåé ôàêòîð ¹ ñïðèÿòëèâèé äëÿ óòâîðåííÿ ç öèõ êiëåöü òâåðäèõ
ïëàíåò íà ¨õ öåíòðàëüíèõ êîëàõ, ðóõ íà ÿêèõ ¹ ñòiéêèé, ùî áóëî äîâåäåíî
íàìè ðàíiøå [21].

Áiáëiîãðàôi÷íi ïîñèëàííÿ

1. Ïåðåõðåñò Â. I. Íîâèé ðîçâ'ÿçîê ãiäðîäèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà äëÿ ñôå-
ðè÷íèõ âèõðîâèõ òå÷ié / Â. I. Ïåðåõðåñò, Ð. Â. Iâàíîâ // Âiñíèê ÄÍÓ. Ñåðiÿ:
Ìåõàíiêà. � Ä. : Âèä-âî ÄÍÓ. � 2002. � Âèï. 6, ò. 1. � Ñ. 60�64.

2. Ïåðåõðåñò Â. I. Ïëàíåòàðíèé âèõîð òà ãiïîòåçè Ëàïëàñà i Âàéöçåêåðà / Â. I. Ïå-
ðåõðåñò // Âiñíèê ÄÍÓ. Ñåðiÿ: Ìåõàíiêà. � Ä. : Âèä-âî ÄÍÓ. � 2009. � Âèï. 13,
ò. 2. � Ñ. 113�124.

3. Ïåðåõðåñò Â. I. Çàêîí ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé ó âèõðîâié òåîði¨ ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì
/ Â. I. Ïåðåõðåñò // Âiñíèê ÄÍÓ. Ñåðiÿ: Ìåõàíiêà. � Ä. : Âèä-âî ÄÍÓ. � 2011.
� Âèï. 15, ò. 1. � C. 21�33.

4. Weizs�acker C. F. �Uber die Entstehung des Planetensystems / C. F. Weizs�acker //
Z. Astrophys. � 1943. � P. 319�355.

5. Jeans J. H. Astronomy and cosmogony / J. H. Jeans. � Cambridge, 1929. � 320 p.
6. Êîíîíîâè÷ Ý. Â. Îáùèé êóðñ àñòðîíîìèè / Ý. Â. Êîíîíîâè÷, Â. È. Ìîðîç �

Ì. : Ýäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2004. � 544 ñ.
7. Ñàôðîíîâ Â. Ñ. Ýâîëþöèÿ äîïëàíåòíîãî îáëàêà è îáðàçîâàíèå Çåìëè è ïëàíåò /

Â. Ñ. Ñàôðîíîâ � Ì. : Íàóêà, 1969. � 245 ñ.
8. Ëîéöÿíñêèé Ë. Ã.Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà / Ë. Ã. Ëîéöÿíñêèé � Ì. : Äðîôà,

2003. � 840 ñ.
9. Ìèëí-Òîìïñîí Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà / Ìèëí-Òîìïñîí. � Ì. : ÈË,

1964. � 655 ñ.
10. Ñàëòàíîâ Í. Â. Âèõðü íà ñôåðå âî âíåøíåì ïîòåíöèàëüíîì ïîòîêå è åãî ñâÿçü

ñ âèõðåì Õèëëà / Í. Â. Ñàëòàíîâ, Â. Í. Ñàëòàíîâ// Ê. : Äîïîâiäi ÍÀÍÓ. �
1988. � � 9. � Ñ. 70�75.



110 Ë. Â. ÊËÞ×ÈÍÑÜÊÀ, Â. I. ÏÅÐÅÕÐÅÑÒ

11. ßðìèöêèé À. Ã. Ñôåðè÷åñêèå âèõðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÿäðîì è îáîëî÷êîé / À. Ã. ßð-
ìèöêèé // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. � 2001. � � 3. � Ñ. 21�27.

12. Boss A. P. Edited Vince Maunings / A. P. Boss, S. S. Russel // Protostars&Planets
IV, Arizona Press. � 2000. � 378 p.

13. Bodenheimer P.Multiple fragmentataion of protostars / P. Bodenheimer, A. Burkert,
R. Klein, A. Boss // Protostars&Planets IV, Arizona Press. � 2000. � P. 675�701.

14. Wuchterl G. Giant planet formation / G. Wuchterl, T. Guillot, J. Lissauer //
Protostars&Planets IV, Arizona Press, 2000. � P. 1081�1109.

15. Ward W. R. Disk-planet interactions and the formation of planetary systems /
W. R. Ward, J. Hahn // Protostars&Planets IV, Arizona Press. � 2000. � P. 1135�
1155.

16. Êñàíôîìàëèòè Ë. Â. Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà, ïëàíåòíûå ñèñòåìû çâ¼çä è òåîðèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîé àêêðåöèè / Ë. Â. Êñàíôîìàëèòè // Êèíåìàòèêà è ôèçèêà
íåáåñíûõ òåë. � Ê. : ÃÀÎ ÍÀÍÓ. � 2010. � Ò. 26, � 4. � Ñ. 84�106.

17. Mudryk I. R. RAPID: A fast, high resolution, �ux-conservative algorithm desined
for planet-disk interaction [Electronic resources] / I. R. Mudryk, N. W. Murray //
The Journal of New Astronomy. � 2009. � [Cited 2008, 15 Dec.]. � Available from:
http://arxiv.org/abs/0812.2938.

18. Boss A. P. Rapid formation of outer giant planets by disk instabiliny / A. P. Boss //
Astroph. Journal, 10 December. � 2003. � P. 577�581.

19. The Exoplanet Data Explorer [Electronic resources] � Available from: http: //
exoplanets.org/table?datasets=explorer,kepler,other

20. Ïåðåõðåñò Â. I. Iíâàðiàíòíi âëàñòèâîñòi êiëåöü ïëàíåòàðíîãî âèõîðó òà ¨õ âïëèâ
íà åâîëþöiþ âèõîðó / Â. I. Ïåðåõðåñò, Ë. Â. Êëþ÷èíñüêà // Âiñíèê ÄÍÓ. Ñåðiÿ:
Ìîäåëþâàííÿ. � Ä. : Âèä-âî ÄÍÓ. � 2013. � Bèï. 5, ò. 21, � 8. � Ñ. 107�117.

21. Ïåðåõðåñò Â. I. Ïðî ñòiéêiñòü i ðåçîíàíñè ðóõiâ ó òîðîâèõ êiëüöÿõ ïëàíåòàðíîãî
âèõîðó / Â. I. Ïåðåõðåñò, Ì. Ì. Îñèï÷óê, Ë. Â. Êëþ÷èíñüêà // Âiñíèê ÄÍÓ.
Ñåðiÿ: Ìîäåëþâàííÿ. � Ä. : Âèä-âî ÄÍÓ. � 2013. � Bèï. 5, ò. 21, � 8. � Ñ. 98�
106.

Íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 31.01.2014


