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Аннотация 

Рассмотрены векторные пучки Ханкеля с круговой поляризацией. Эти пучки являются 
обобщением сферической волны, в которую внедрен оптический вихрь. Получены явные 
аналитические выражения для всех шести проекций электрического и магнитного векторов 
напряженности электромагнитного поля. Эти выражения точно удовлетворяют системе 
уравнений Максвелла. Показано отличие в характере распространения в пространстве для 
пучков Ханкеля с левой и правой круговыми поляризациями. Получены также выражения в 
дальней зоне дифракции для проекций векторов Умова–Пойнтинга и углового момента. 
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Введение 

Векторных лазерных пучков, которые удовлетво-
ряют уравнениям Максвелла и для которых получены 
явные аналитические выражения для проекций элек-
трического и магнитного векторов, известно не мно-
го. Наиболее известные из этих пучков – это пучки 
Бесселя. В [1] рассмотрен симметричный пучок Бес-
селя нулевого порядка, для которого получены выра-
жения для всех 6 проекций электрического и магнит-
ного векторов в каждой точке пространства. В [2 – 5] 
получены проекции электрического и магнитного 
векторов не для самого пучка Бесселя, а для его ТЕ- и 
ТМ-модовых состояний. Выражения для векторного 
пучка Бесселя произвольного порядка с линейной и 
круговой поляризациями получены в [6]. В [6] век-
торный пучок Бесселя получен методом потенциалов 
Герца. Недавно авторы этой статьи рассмотрели еще 
один (наряду с пучком Бесселя) векторный пучок, ко-
торый поддается полному аналитическому описанию. 
Были рассмотрены непараксиальные скалярные [7] и 
векторные [8, 9] пучки Ханкеля с линейной поляри-
зацией. Эти пучки были получены методом разложе-
ния по плоским волнам [10]. Известны также вектор-
ные цилиндрические пучки с радиальной или азиму-
тальной поляризациями [11]. Однако замкнутых 
выражений для проекций электрического и магнитно-
го векторов для таких пучков не получено, а получе-
ны лишь формулы для расчёта с помощью интегра-
лов. Цилиндрические пучки анализируются с помо-
щью формул Ричардса–Вольфа и используются для 
острой фокусировки света [12]. При острой фокуси-
ровке лазерного пучка, например, для оптического 
захвата и вращения микрочастиц, нельзя заранее 
знать распределение поля в фокусе, а значит, и дей-
ствия силы и момента силы со стороны света на по-
мещенную в фокус микрочастицу. Действительно, те 
же пучки Лагерра–Гаусса, которые используются для 
вращения микрочастиц, являются параксиальными и 

не удовлетворяют уравнениям Максвелла. Распреде-
ление такого поля в фокусе линзы с высокой число-
вой апертурой не имеет аналитического выражения. 

Явные формулы для проекций электрического и 
магнитного векторов лазерного пучка позволяют по-
лучать аналитические выражения для векторов Пойн-
тинга и углового момента светового поля [13, 14, 6, 9]. 

В этой работе авторы расширяют результаты, по-
лученные в [9]: получены явные выражения для про-
екций электрического и магнитного векторов пучков 
Ханкеля с правой и левой круговой поляризацией. Из 
полученных выражений можно сделать вывод, что 
для пучка Ханкеля с топологическим зарядом n ам-
плитуда продольных составляющих электрического и 
магнитного поля имеет топологический заряд n + 1 
для правой и n – 1 для левой круговой поляризации. 

1. Проекции векторов электромагнитного поля 
для правой и левой круговой поляризации 

Известно, что если некоторая функция цилиндри-
ческих координат P(r, ϕ, z) является точным решени-
ем уравнения Гельмгольца, т.е. ∇2P + k2P = 0, то её 
производная по продольной координате ∂P/∂z также 
является решением этого уравнения. Тогда, если по-
перечные составляющие электрической напряжённо-
сти описываются функцией ∂P/∂z, т.е. Ex = αx∂P/∂z и 
Ey = αy∂P/∂z, где αx и αy – произвольные постоянные, 
то остальные составляющие могут быть легко найде-
ны с помощью уравнений Максвелла: 

z x y

P P
E

x y

∂ ∂= −α − α
∂ ∂

,  

rot
i

k
=

µ
H E .  

В [8, 9] этим методом были рассмотрены непарак-
сиальные векторные пучки Ханкеля с линейной поля-
ризацией (αx = 1, αy = 0, а функция P совпадает с опи-
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санной ниже составляющей Ex в выражении (1)). Бы-
ли получены явные аналитические выражения для 
всех проекций электрической и магнитной напряжён-
ности (формулы (17) – (21) в [8]). Аналогично методу 
расчета, изложенному в [8, 9], можно найти все про-
екции электрического E = (Ex, Ey, Ez) и магнитного 
H = (Hx, Hy, Hz) векторов пучка Ханкеля с правой 
Ex + iEy и левой Ex – iEy круговой поляризацией. Будем 
обозначать амплитуды проекций электрического и 
магнитного векторов верхними индексами + и – для 
обозначения правой и левой круговой поляризации. 
Тогда для пучка Ханкеля с правой поляризацией по-
лучим (n ≥ 0): 

( ) ( ) ( ) ( )1/2
3/2, , , ,

nn i
ny nx nE r z iE r z i z re R+ ϕ

+ϕ = ϕ = πλ ψ ,(1) 

где 

( )
( ) ( ) ( )
1

1/22 2,n
n n

H kR
R R z r

R
+ν

+ν +νψ = = + , (2) 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

1 1/2
1/2

11 1/2
3/2

, ,

,

nz

nn i
n

nn i
n

E r z

i
i i re R

k x y

i re R

+

− ϕ
+

++ ϕ
+

ϕ =

 − ∂ ∂= − πλ ψ = ∂ ∂ 

= πλ ψ

 (3) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 3/2

3/2

2 2
5/2

( , , )

2
2

sin ,

xz
nx

n
ni

n

i
n

EEi
H r z i

k y z

i
re n R

k z ir e R

+
+

−
ϕ

+

ϕ
+

 ∂∂
ϕ = − = µ ∂ ∂ 

λ
= + ψ −µ

− − ϕ ψ


 (4) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3/2

3/2

2 2
5/2

( , , )

2
2

cos ,

xz
ny

n
ni

n

i
n

EEi
H r z

k x z

i
re n R

k z r e R

+
+

ϕ
+

ϕ
+

 ∂∂
ϕ = − + = µ ∂ ∂ 

λ
= + ψ −µ

− + ϕ ψ


 (5) 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

1 1/2
3/2

1 1/2
1

5/2

, ,

.

nz

nn i
n

n
ni

n

H r z

i
i i z re R

k x y

i z
re R

+

− ϕ
+

− +ϕ
+

ϕ =

 ∂ ∂= − πλ ψ = µ ∂ ∂ 

πλ= ψ
µ

 (6) 

Для пучка Ханкеля с левой поляризацией полу-
чим: 
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Из сравнения (1) – (6) и (7) – (11) видно, что правая 
круговая поляризация при положительном топологи-
ческом заряде увеличивает на единицу этот заряд у 
амплитуд продольных проекций электрического nzE+  

и магнитного nzH +  векторов, и, наоборот, левая круго-

вая поляризация уменьшает на единицу топологиче-
ский заряд оптического вихря n у амплитуд продоль-
ных проекций электрического nzE−  и магнитного nzH −  

векторов. У остальных проекций топологический за-
ряд не изменяется и остается равным n. Это приводит 
к тому, что при отсутствии оптического вихря (n = 0) 
продольные компоненты пучка Ханкеля с левой и 
правой поляризациями представляют собой оптиче-
ские вихри с топологическими зарядами, равными 1: 
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и на оптической оси (r = 0) отличны от нуля только 
поперечные составляющие электромагнитного поля 
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Из (15) – (16) видно, что на некоторых расстояни-
ях z поперечные магнитные составляющие могут 
быть равны нулю. При n > 1 на оптической оси (r = 0) 
все проекции поля пучка Ханкеля равны нулю. При 
n = 1 на оптической оси (r = 0) отличны от нуля только 
продольные компоненты пучка Ханкеля с левой по-
ляризацией 

( ) ( )3/2
1 3/20, ,zE r z z− = ϕ = λ ψ , (17) 

( ) ( )
3/2
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z
H r z R− λ= ϕ = ψ

µ
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а при n = –1 на оптической оси (r = 0) отличны от нуля 
только продольные компоненты пучка Ханкеля с 
правой поляризацией 
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Это приводит к тому, что при n = 1 и левой круго-
вой поляризации на малых расстояниях z вместо све-
тового кольца формируется световое пятно, которое 
затем преобразуется в кольцо. Это видно на рис. 1, на 
котором показаны распределения интенсивности 
пучка Ханкеля с единичным топологическим зарядом 
(n = 1) с линейной (Ey = 0) (рис. 1а, г, ж), правой кру-
говой (рис. 1б, д, з) и левой круговой (рис. 1в, е, и) по-
ляризацией на расстояниях z = λ/4 (рис. 1а – в), z = λ/2 
(рис. 1г – е) и z = λ (рис. 1ж – и). На рис. 1а – в показана 
область –λ/2 ≤ x, y ≤ λ/2, на рис. 1г – е показана область 
–3λ/2 ≤ x, y ≤ 3λ/2, а на рис. 1ж – и показана область    
–λ ≤ x, y ≤ 3λ. 
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Рис. 1. Распределения интенсивности I =  |Ex|2 +  |Ey|2 +  |Ez|2 
(негатив) пучка Ханкеля (n =  1) с линейной (а, г, ж), правой 
круговой (б, д, з) и левой круговой (в, е, и) поляризацией 
на расстояниях z =  λ/4 (а – в), z =  λ/2 (г – е) и z =  λ (ж – и) 

Из рис. 1 видно, что если для линейной поляриза-
ции пучок Ханкеля не обладает круговой симметрией 
(и вращается в ближней зоне), то пучки Ханкеля с 
круговой поляризацией обладают круговой симмет-
рией и имеют вид светового круга или кольца. По-
следнее видно и из выражения для интенсивности для 
правой круговой поляризации, которое не зависит от 
азимутального угла: 

( ) 22 2 2 2
3/2( , ) 2 ( )n

n nI r z r z r R+
+= π λ + ψ . (21) 

Выражение для интенсивности пучка Ханкеля с 
левой круговой поляризацией более громоздкое, но 
тоже не зависит от азимутального угла: 
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где Re(...) – действительная часть числа. Из (22) вид-
но, что при n = 1 на оптической оси (r = 0) интенсив-
ность будет убывать с ростом z: 
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2. Вихревые векторные пучки Ханкеля  
с круговой поляризацией в дальней зоне 

При z >> λ формулы упрощаются. Пользуясь 
асимптотикой функции Ханкеля (x >> 1) 
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вместо (2) получим 
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Подставляя (25) в (1) – (6), для пучка Ханкеля с 
правой поляризацией получим: 
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Аналогично вместо (7)–(11) для пучка Ханкеля с 
левой поляризацией получим в дальней зоне: 
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Распределения интенсивности в дальней зоне для 
правой и левой поляризаций вместо (21) и (22) будут 
равны: 
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Из выражений (36) и (37) видно, что при n > 0 ин-
тенсивность пучка Ханкеля с левой круговой поляри-
зацией всегда больше, чем интенсивность пучка с 
правой круговой поляризацией. Это объясняется тем, 
что продольная составляющая Ez у пучка с левой кру-
говой поляризацией имеет большую энергию, как 

видно из (27) и (32), хотя поперечные составляющие 
(26) и (31) у пучков обеих поляризаций одинаковы. 

Максимум интенсивности для правой круговой 
поляризации лежит на световом кольце с радиусом, 
равным: 

2

max

3 2 9

2

n n n
r z+ − + + += . (38) 

Этот радиус равен нулю (то есть максимум интен-
сивности на оптической оси) только при n = 0. При 
больших топологических зарядах (n >> 1) радиус све-
тового кольца, на котором находится максимум ин-
тенсивности, увеличивается с ростом z как 

maxr z n+ = . В случае левой круговой поляризации 

уравнение для максимума интенсивности сложнее: 
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но, так как предполагается, что z >> λ, знаменатели в по-
следних трех слагаемых являются большими величина-
ми и потому можно оставить только первые три слагае-
мых. В этом случае из (39) получается выражение для 
максимума интенсивности, совпадающее с выражением 
для правой круговой поляризации, т.е. max maxr r− +≈ . 

Комплексный вектор Умова–Пойнтинга S = E*
 × H 

может быть рассчитан для пучков Ханкеля с круговой 
поляризацией, пользуясь выражениями для проекций 
электрического и магнитного векторов (1) – (11). Но 
эти выражения будут громоздкими, и их анализ будет 
затруднителен. Выражения же для проекций вектора 
Умова–Пойнтинга для пучка Ханкеля с круговой по-
ляризацией в дальней зоне выглядят менее громозд-
кими. Приведем выражения только для поперечных 
проекций вектора S, которые участвуют в определе-
нии осевой проекции вектора углового момента. То-
гда для правой круговой поляризации: 
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и для левой круговой поляризации: 
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Проекции на ось z векторов плотности углового мо-
мента j = Re[r × S] для пучков Ханкеля в дальней зоне с 
правой и левой круговой поляризациями имеют вид: 
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При r = 0 плотность ОУМ (44), (45) не стремится к 
бесконечности, а равна нулю независимо от поляри-
зации. Из (44) следует, что полный угловой момент 
пучка Ханкеля бесконечный. Заметим, что при n = 0 у 
пучка Ханкеля остается спиновый угловой момент: 

( ) ( )
2 2

0 0 4

2
, , , ,z z

r
j r z j r z

k R
+ − λϕ = − ϕ = −

µ
. (46) 

Заключение 

В работе получены следующие результаты. По-
лучены явные аналитические выражения для всех 
шести проекций электрического и магнитного век-
торов напряженности электромагнитного поля для 
векторных вихревых пучков Ханкеля с круговой 
поляризацией. Эти выражения точно удовлетворя-
ют системе уравнений Максвелла. Показано отли-
чие в характере распространения в пространстве 
для пучков Ханкеля с левой и правой круговыми 
поляризациями. Так, для пучка Ханкеля с тополо-
гическим зарядом n амплитуда продольных состав-
ляющих электрического и магнитного поля имеет 
топологический заряд n + 1 для правой и n – 1 для 
левой круговой поляризации. Получены выражения 
для полной интенсивности электрического поля во 
всем пространстве. Эти выражения оказались раз-
ными для пучков Ханкеля с левой и правой круго-
вой поляризацией. Из этих выражений видно, что 
пучки Ханкеля с круговой поляризацией обладают 
в поперечном сечении круговой симметрией. Пуч-
ки Ханкеля с линейной поляризацией круговой 
симметрией не обладают [9]. Получены также вы-
ражения в дальней зоне дифракции для проекций 
векторов Умова–Пойнтинга и углового момента. 
При нулевом топологическом заряде у пучка Хан-
келя с круговой поляризацией остается отличным 
от нуля спиновый угловой момент. 
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VECTORIAL VORTEX HANKEL BEAMS WITH CIRCULAR POLARIZATION 
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Abstract 

We have considered circularly polarized vectorial Hankel beams. These beams are a generaliza-
tion of the spherical wave with embedded optical vortex. Explicit analytical expressions have been 
derived for all six components of the electric and magnetic vectors of the electromagnetic field. 
These expressions are an exact solution of Maxwell's equations. We have shown the difference in 
free space propagation for Hankel beams with left and right circular polarization. For the far field, we 
also obtained expressions for the components of the Umov-Poynting vector and angular momentum 
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