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Аннотация 
Предложен метод расчёта функции эйконала светового поля из условия формирования 

требуемого распределения интенсивности в заданной области фокальной плоскости. Для 
повышения эффективности решения задачи фокусировки разработана модификация метода 
согласованных прямоугольников, который обеспечивает расчет дифракционных оптических 
элементов для фокусировки в плоские области. Новизна состоит в методе восстановления 
эйкональной функции по известному лучевому соответствию между точками на дифракци-
онных оптических элементах и точками в фокальной плоскости. Представлены результаты 
фокусировки в ромб Результаты моделирования показывают высокое качество фокусировки 
и подтверждают работоспособность предложенного метода.  

Ключевые слова:  геометрическая оптика, эйкональная функция, фокусировка, метод со-
гласованных прямоугольников, лучевое соответствие. 

Цитирование: Харитонов, С.И. Решение обратной задачи фокусировки лазерного излучения 
в плоские области в рамках геометрической оптики / С.И. Харитонов, Л.Л. Досколович, 
Н.Л. Казанский // Компьютерная оптика. – 2016. – Т. 40, № 4. – С. 439-450. – DOI: 10.18287/2412-
6179-2016-40-4-439-450. 

Введение 
Задача расчёта оптического элемента из условия 

формирования заданного распределения интенсивно-
сти в плоской области относится к классу обратных 
задач математической физики. В случае точечного 
источника излучения и дифракционного оптического 
элемента (ДОЭ) на плоской поверхности задача сво-
дится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения в частных производных второго порядка 
эллиптического типа.  

Впервые идея использования голографических оп-
тических элементов, синтезированных на компьюте-
ре, была предложена в работе [1]. Теоретической ос-
новой этой статьи была работа [2]. 

Постановка задачи фокусировки лазерного излуче-
ния с помощью плоских ДОЭ была рассмотрена в ра-
ботах [2 – 3]. В работах [4 – 5] впервые была поставлена 
и решена задача фокусировки лазерного излучения в 
произвольную фокальную кривую с помощью ДОЭ на 
плоской поверхности. Эти результаты были обобщены 
в работах [6 – 8] и до сих пор вызывают интерес уче-
ных [9]. Фокусировка в линию используется для ла-
зерной резки [10 – 11], маркировки [12], сверления [13], 
подсветки [14 – 15]; фокусировка в набор точек – для 
маркировки и освещения [16 – 17]. В то же время су-
ществует ряд актуальных задач (лазерной технологи-
ческой обработки [18 – 20], светотехники [15, 21], ме-
дицины [22 – 23]), для решения которых необходимо 
сформировать требуемое (чаще всего равномерное) 
распределение интенсивности света в заданной плос-
кой области. Для формирования такого распределения 
создано множество методов и оптических элементов 
[24 – 47]. В частности, для фокусировки в плоскую об-
ласть и выравнивания гауссовского пучка были ис-
пользованы «перемешивающие» дифракционные ре-
шетки [24 – 25, 35], итерационные методы расчета мно-
гоуровневых ДОЭ [28, 32, 38, 42], бинарные и голо-
графические оптические элементы [27, 30, 32, 34, 35, 

37, 39, 47]. К сожалению, голографические оптические 
элементы имеют недостаточную энергетическую эф-
фективность, а с помощью бинарных элементов не-
возможно сфокусировать в несимметричные области 
(невозможно рассчитать высокоэффективную бинар-
ную призму). Вычислительная сложность итерацион-
ных методов резко возрастает с увеличением линей-
ных размеров ДОЭ. Аналитический геометрооптиче-
ский подход, основанный на лучевом преобразовании 
координат [2 – 9], обеспечивает хорошую эффектив-
ность и получил достаточное распространение [29, 33, 
36, 40, 41], но ограничен использованием простейших 
симметричных областей фокусировки.  

Приближенные методы решения задачи фокуси-
ровки лазерного излучения с помощью ДОЭ рассмот-
рены в работе [48]. В данной работе используется ме-
тод приближенного решения уравнения Монжа –
Ампера. Метод основан на сведении решения исход-
ного уравнения к решению нелинейного уравнения в 
частных производных первого порядка.  

Настоящая работа посвящена решению обратной 
задачи фокусировки в плоские области в рамках гео-
метрической оптики. В работе предложен модифици-
рованный метод, основанный на методе согласован-
ных прямоугольников, изложенном в работе [48]. Но-
визна состоит в методе восстановления эйкональной 
функции по известному лучевому соответствию меж-
ду точками на ДОЭ и точками в фокальной плоско-
сти. Рассмотрены также новые приближенные мето-
ды поиска лучевого соответствия для непрямоуголь-
ных областей, основанные на решении линейного 
дифференциального уравнения в частных производ-
ных первого порядка. 

1. Задача фокусировки в двумерную область 
в декартовых координатах 

Дифракционные оптические элементы осуществ-
ляют преобразование комплексной амплитуды в плос-
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кости, непосредственно прилегающей к ДОЭ, в ком-
плексную амплитуду в области фокусировки. В рамках 
геометрической оптики каждой точке в фокальной об-
ласти соответствует одна или несколько точек в плос-
кости, непосредственно прилегающей к ДОЭ.  

Рассмотрим дифракционный оптический элемент, 
который осуществляет некоторое отображение точек, 
расположенных в плоскости ДОЭ (z = 0), в точки фо-
кальной области (z =  f). Обозначим функции, описы-
вающие данное отображение, в виде  

( ) ,x x u v= ,  (1) 

( ) ,y y u v= ,  (2) 

где (u, v) – декартовые координаты точек в области F 
ДОЭ, (x, y) – декартовые координаты в области фоку-
сировки G (см. рис. 1). Отметим, что не любое преоб-
разование координат можно осуществить с использо-
ванием ДОЭ. Для того, чтобы данное преобразование 
было физически реализуемо, необходимо, чтобы су-
ществовала эйкональная функция ДОЭ. Эйкональная 
функция ДОЭ – это функция, описывающая распре-
деление эйконала световой волны в плоскости непо-
средственно за ДОЭ.  

 
Рис. 1. Постановка задачи фокусировки 

в двумерную область 

Пусть φ(u, v) – функция эйконала в плоскости 
непосредственно за ДОЭ, тогда преобразование коор-
динат (1) имеет вид [1 – 2, 4 – 9] 
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Приведенные выражения получены в результате 
решения уравнения эйконала в однородной среде и 
представляют собой решения характеристической си-
стемы уравнений, которые соответствуют уравнению 
эйконала (уравнению в частных производных первого 
порядка).  

Из этих соотношений следует, что, если известны 
функции, связывающие координаты в области ДОЭ и 
координаты в фокальной плоскости, то эйкональная 
функция ДОЭ имеет вид  
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ξ, η – переменные интегрирования, интегрирование 
проводится вдоль некоторого пути Ω, соединяюще-
го точку с координатами u, v с фиксированной точ-
кой в ДОЭ.  

Следует отметить, что в общем случае нельзя вос-
становить эйкональную функцию ДОЭ только по из-
вестным функциям x(u, v), y(u, v).  

Для корректного восстановления функции должно 
выполняться условие  
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( ) .
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 (5) 

Данное условие получается из условия равенства 
смешанных производных эйкональной функции. По-
сле преобразования и упрощения условие восстанов-
ления эйкональной функции приобретает вид  
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В рамках асимптотической теории (геометриче-
ской оптики) уравнение Гельмгольца, которое описы-
вает распространение поля в рамках скалярной опти-
ки, распадается на уравнение эйконала и уравнение 
переноса. Уравнение переноса описывает распро-
странение света вдоль световых трубок. Лучевая 
трубка представляет собой поверхность, которая «со-
ткана» из лучей, которые, в свою очередь, описыва-
ются решениями характеристической системы урав-
нений для уравнения эйконала. Энергия светового 
поля внутри лучевых трубок сохраняется. Это следу-
ет из свойств уравнения переноса. Это позволяет 
сформулировать закон сохранения энергии вдоль лу-
чевых (световых трубок). Интенсивность в фокальной 
плоскости и интенсивность освещающего пучка в об-
ласти ДОЭ связаны соотношением, полученным из 
закона сохранения светового потока вдоль лучевой 
трубки:  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

0( )/( ) ,

,u v v u

I x u v y u v I u v J u v

J u v x y x y

, , , = , ,

, = −
 (7) 

где J(u, v) – якобиан лучевого преобразования. 
Для того, чтобы воспользоваться выражением (7) 

для расчёта интенсивности в некоторой точке (x, y), 
необходимо определить точку выхода луча. Для 
определения точки выхода луча нужно обратить лу-
чевое преобразование (1). Обратить лучевое преобра-
зование возможно, если якобиан преобразования не 
обращается в нуль. На практике существует множе-
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ство точек, в которых якобиан преобразования обра-
щается в нуль. Примером могут служить каустики и 
фокальные точки. Для практического применения пе-
репишем выражение в интегральной форме  

( ) ( )
( ) ( )( )

0

d d .

I x y I u v

x x u v y y u v u v

, = , ×

×δ − , , − ,

∫
 (8) 

Таким образом, если известны функции, описы-
вающие соответствие между точками на ДОЭ и точ-
ками фокальной области, то можно получить выра-
жение для интенсивности в фокальной плоскости. 
Недостатком подобного интегрального представле-
ния является наличие в ядре интегрального преобра-
зования сингулярной функции. На практике сингу-
лярную функцию заменяют ее регулярной аппрокси-
мацией, например, функцией Гаусса. Размер функции 
Гаусса должен выбираться исходя из размеров фото-
электрического детектора, который используется при 
регистрации оптического излучения.  

В силу закона сохранения энергии можно пред-
ставить соотношение (7) в следующей интегральной 
форме: 

( ) ( )0 d d d d
F G

I u v u v I x y x y, = ,∫∫ ∫∫ , (9) 

где F – некоторая область в плоскости (u, v), а G – об-
раз области F при отображении (1), (2). 

В этой форме закон сохранения энергии по луче-
вым трубкам используется для решения ряда задач 
фокусировки. 

Для приближённого решения прямых и обратных 
задач дифракции часто используется параксиальное 
(малоугловое) приближение. Параксиальное прибли-
жение можно использовать, если размеры области фо-
кусировки и размер апертуры ДОЭ малы по сравнению 
с расстоянием от ДОЭ до области фокусировки.  

В параксиальном приближении  

( )( ) ( )2 2/ 1x u v u L u v, − , << . (10) 

В этом случае выражение (4) для эйкональной 
функции ДОЭ принимает вид:  
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Условие интегрируемости (5) в параксиальном 
приближении может быть записано в более простой 
форме:  

( ) ( )/ /y u v u x u v v∂ , ∂ = ∂ , ∂ . (12) 

Связь интенсивности в фокальной плоскости и 
освещающего пучка имеет прежний вид (8).  

Приведенные выражения (7), (12) можно рассмат-
ривать как систему дифференциальных уравнений 
относительно искомых функций x(u, v), y(u, v) при 
решении обратных задач фокусировки. Решение этих 
уравнений имеет простой вид в случае, если интен-

сивности освещающего пучка и интенсивность пучка 
в фокальной области имеет вид [4, 8] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0I u v I u I v I x y I x I y, = , , = . (13) 

В этом случае задача сводится к решению уравне-
ний в обыкновенных производных. Отметим также, 
что в этом случае условие восстановления эйкональ-
ной функции выполняется точно и задача расчета эй-
кональной функции ДОЭ имеет точное решение [46].  

Постановка задачи фокусировки  

Пусть имеется ДОЭ с апертурой F, представляю-
щей плоскую двумерную область в плоскости z =  0. 
Распределение интенсивности в области ДОЭ – 
I0 (u, v). Область фокусировки G представляет собой 
плоскую двумерную область в плоскости z =  f. Рас-
пределение интенсивности в области фокусировки 
описывается функцией I  (x, y). Требуется найти луче-
вое соответствие x(u, v), y(u, v) на основе решения 
уравнений (7), (12). В некоторых случаях апертуру 
ДОЭ будем представлять в виде фигуры, которая 
сверху, снизу, справа и слева ограничена кривыми, 
описываемыми уравнениями v =  f2(u), v =  f1(u), u =  a, 
u =  b. Область фокусировки будем представлять в ви-
де фигуры, которая сверху, снизу, справа и слева 
ограничена кривыми, описываемыми уравнениями 
y = g2 (x), y =  g1(x), x =  A, x =  B. 

2. Аналитические решения задачи фокусировки 

С помощью методов, изложенных в работах [3 – 9], 
могут быть рассчитаны различные ДОЭ для формиро-
вания заданных распределений интенсивности. В неко-
торых случаях может быть получено аналитическое вы-
ражение для эйкональной функции. В дальнейшем по-
лученные аналитические решения будут использованы 
для нахождения эйкональной функции ДОЭ, формиру-
ющих более сложные распределения интенсивности. 

2.1. Фокусировка Гауссова пучка в прямоугольник 
Рассмотрим фокусировку Гауссова пучка  

( ) ( )2 2 2 2
0 1 2, ( /2 ) ( /2 )I u v exp u v= − σ − σ   

с прямоугольной апертурой a × b в прямоугольную 
область A × B с постоянной интенсивностью I  (x, y) = I.  

В данном случае задача фокусировки разделяется 
на две одномерные задачи [46] и отображение (1) 
принимает вид: 

( ) ( ), ,x x u y y v= =  (14) 
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Согласно (15), эйкональная функция имеет вид: 
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( ) ( )

( )

2 2

0

0

(( )/2 ) (1/ ) d

(1/ ) d .

u

v

u v u v f f x

f y

ϕ , = − + + ξ ξ +

+ ξ ξ

∫

∫
 (17) 

Функция ДОЭ, осуществляющего фокусировку в 
прямоугольник, повернутый на угол π / 4, имеет вид: 

( )
( )

( )
( )

( )2 2

2 2

0 0

( )/2

(1/ ) d (1/ ) d .
u v u v

u v u v f

f x f y
+ −

ϕ , = − + +

+ ξ ξ + ξ ξ∫ ∫
 (18) 

Приведённую функцию можно использовать для 
решения задачи фокусировки из ограниченного круг-
лого Гауссова пучка в квадрат. 

2.2. Фокусировка ограниченного Гауссова пучка в круг 
Рассмотрим фокусировку Гауссова пучка 

I0(r) = exp[–(r2
 / 2σ2)], 2 2 ,r u v= +  r ≤ R в круг с рав-

номерным распределением интенсивности I(ρ) = I, 
2 2x yρ = + , ρ ≤  ρ0. В этом случае в уравнении (8) 

перейдем к полярным координатам и получим сле-
дующее обыкновенное дифференциальное уравнение:  

( )2 2exp ( /2 ) (d /d )r r I r− σ = ρ ρ . (19) 

Функция лучевого соответствия ρ = ρ(r) имеет 
вид: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
0[ 1 exp / 2 / 1 exp / 2 ]r rρ = ρ − − σ − − σ . (20) 

При σ >> R функция лучевого соответствия при-
нимает вид:  

( ) 0( / )r R rρ = ρ . (21) 

При этом эйкональная функция имеет вид:  

( ) ( )2

0
( /2 ) (1/ ) d .

r
r r f fϕ = − + ρ ξ ξ∫  (22) 

Лучевое соответствие в декартовых координатах 
имеет вид  

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

( / ) ,

( / ) ,

x u v u u v u v

y u v v u v u v

 
 
 
 

 
 
 
 

, = + ρ +

, = + ρ +
 (23) 

где ρ(r) имеет вид (20).  
Данную функцию далее будем использовать для 

фокусировки ограниченного круглого Гауссова пучка 
в квадрат.  

3. Поиск лучевых отображений  
и восстановление эйкональной функции 
для фокусировки в двумерные области  

В предыдущем параграфе были получены диффе-
ренциальные уравнения в частных производных, необ-
ходимые для постановки и решения обратной задачи 
фокусировки когерентного излучения с помощью 
ДОЭ.  

Следует отметить, что, несмотря на простоту за-
писи, приведенная система уравнений не имеет ана-
литического решения. Применение численных мето-

дов для решения также связано с большими вычисли-
тельными трудностями. 

Обычно нам неизвестно отображение, которое 
осуществляет ДОЭ. В этом случае в качестве лучево-
го преобразования будем использовать лучевое пре-
образование, которое осуществляет фокусировку в 
область, близкую к требуемой. Например, необходи-
мо сфокусировать круглый пучок с равномерным по 
сечению распределением интенсивности в прямо-
угольник также с равномерной интенсивностью, а из-
вестно отображение, которое осуществляет фокуси-
ровку в эллипс, размеры которого приблизительно 
совпадают с размерами требуемого прямоугольника.  

Другим примером является фокусировка круглого 
пучка с равномерным распределением интенсивности 
в квадрат, если известно отображение, которое фоку-
сирует в круг такой же площади, как и квадрат. Отоб-
ражения легко записываются в аналитическом виде, 
если эйкональная функция ДОЭ представляет собой 
сумму двух функций, каждая из которых зависит от 
своей пространственной координаты или является 
радиально-симметричной. 

В данном параграфе предложен модифицирован-
ный метод, улучшающий метод прямоугольников, 
изложенный в работе [48]. Рассмотрены также метод 
приближенного поиска лучевого соответствия для 
непрямоугольных областей на основе отображения с 
помощью радиальных прямых. 

3.1. Поиск лучевого соответствия 
 на основе отображения прямых в кривые 

В предыдущих параграфах рассмотрены отобра-
жения, которые можно использовать в качестве нуле-
вого приближения. 

Во многих случаях отображение строится на ос-
нове предположения, что прямые, параллельные оси 
u в области оптического элемента, отображаются в 
прямые, которые параллельны оси y в области фоку-
сировки. Это предположение основано на том, что 
при фокусировке «круга в круг» или «круга в эллипс» 
это выполняется точно.  

Рассмотрим более сложное отображение. Для 
упрощения рассмотрим случай постоянных интен-
сивностей в области ДОЭ и в области фокусировки. 
Пусть известно, что существует ДОЭ, которое осу-
ществляет близкое отображение. Пусть такое отоб-
ражение задается уравнениями  

( )
( )

,

.

x x u v

y y u v

= ,

= ,
 (24) 

Сопоставим этому лучевому отображению семей-
ство линий, покрывающих область фокусировки 

( )
( )

,

.

x x t

y y t

= ξ,

= ξ,
 (25) 

Параметр ξ определяет кривую в данном семей-
стве, t – параметр вдоль кривой.  
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Пусть также известно, что кривая c параметром ξ 
пересекает область фокусировки в точках (x1, y1), 
(x2, y2), которые определяются параметрами t1(ξ), t2(ξ).  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1 1

2 2 2 2

, ,

, .

x x t y y t

x x t y y t

= ξ, ξ = ξ, ξ

= ξ, ξ = ξ, ξ
 

Найдем теперь энергию, попадающую в область 
между двумя линиями из данного семейства с пара-
метрами ξ1 и ξ2. Энергия, заключенная в области G1, 
ограниченной областью фокусировки и выбранными 
кривыми семейства, имеет вид  

( ) ( )
1

1 2 , d d .
G

W I x y x yξ ,ξ = ∫  (26) 

Для вычисления интеграла сделаем замену пере-
менных интегрирования. Новые криволинейные ко-
ординаты будут определяться выражениями, которые 
аналогичны формулам, определяющим исходное 
отображение  

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )2 2

1 1
1 2

d d .

t

t

t t

W I x t y t

x y y x t

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ,ξ = ξ, , ξ, ×

× − ξ

∫ ∫
 (27) 

Выразим теперь энергию, попадающую в область 
между прямыми u = u1, u = u2  

( ) ( )

( ) ( )2 2

1 1
0 1 2 0d d ,

u f t

u f t
W u u t I t s s, = ,∫ ∫  (28) 

где  

( ) ( )1 2;v f u v f u= = −  (29) 

уравнения кривых, которые ограничивают апертуру 
ДОЭ снизу и сверху.  

В силу закона сохранения энергии выполняется 
равенство 

( ) ( )0d d .W W u u uξ,ξ + ξ = , +  (30) 

В результате получим дифференциальное уравне-
ние  

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2

1

2

1
0

d d

d d .

t

t tt

f u

f u

I x t y t x y y x t

I u s s u

ξ

ξ ξξ

 ξ, , ξ, − ξ = 
 

 = , 
 

∫

∫
 (31) 

Решением данного уравнения является функция 
ξ = ξ(u). Это, в свою очередь, означает, что прямая 
отображается в кривую. Новое лучевое соответствие 
имеет вид  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0

0

,

.

x x u v x u u v

y y u v y u u v

= , = ξ ,η ,

= , = ξ ,η ,
 (32) 

Далее функция η(u, v) находится из решения урав-
нения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0 0 0

0( / ).

u v v u

u v v u

J u v x u v y u v x u v y u v

x y x y S Sξ η η ξ

, = , , − , , =

= − ξ η − ξ η =
 (33) 

Упрощаем уравнение и получаем  
1

0 0 0 0

0

.
x y x yS

u v S

−
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ξ ∂η  = −  ∂ ∂ ∂ξ ∂η ∂η ∂ξ   

 (34) 

Таким образом, мы получили лучевое соответ-
ствие, описывающее отображение отрезков прямых 
на апертуре в сегменты кривых в области фокусиров-
ки. Полученное уравнение относится к типу квазили-
нейных неоднородных уравнений и интегрируется. 
Метод интегрирования излагается в учебниках по 
дифференциальным уравнениям, например [49]. 

3.2. Построение отображений нулевого приближения 
c помощью радиальных прямых 

Следует отметить, что в некоторых случаях, когда 
апертура ДОЭ представляет собой круг, а освещаю-
щий пучок имеет радиальную симметрию, вместо об-
ластей, ограниченных двумя прямыми, необходимо 
использовать области на ДОЭ, ограниченные двумя 
окружностями. Подобное отображение используется 
при расчете ДОЭ, фокусирующего круглый Гауссов 
пучок в круглый пучок с равномерным распределени-
ем интенсивности. Следует отметить, что лучевое 
отображение при фокусировке радиально-симметрич-
ного пучка в радиально-симметричную область тре-
буемого радиуса обладает еще одним уникальным 
свойством. Радиальный отрезок, выходящий из нача-
ла координат в области ДОЭ, при лучевом отображе-
нии преобразуется также в радиальный отрезок в об-
ласти фокусировки. Это свойство будем использовать 
для нахождения лучевого отображения при фокуси-
ровке круглого пучка в ромб, размер которого соот-
ветствует размеру сечения освещающего пучка. 

Якобиан лучевого преобразования в полярной си-
стеме координат имеет вид  

.
x y x y

J
u v v u r r r

 ∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ρ ∂α ∂α ∂ρ= − = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ 
 (35) 

На нулевой итерации ограничимся простым отоб-
ражением вида  

( ) ( ); .rρ = ρ ,ϕ α = α ϕ  (36) 

Пусть уравнение кривой, ограничивающей фо-
кальную область, в полярной системе координат име-
ет вид ρ0(α). Функция α = α(ϕ) находится из диффе-
ренциального уравнения  

( )2 2
0 0(d /d ) ( / )( / ).I I Rα ϕ = ρ α  (37) 

Это дифференциальное уравнение следует из ин-
тегральной формы закона сохранения энергии в по-
лярной системе координат.  

Функцию ρ = ρ(r, j) находим из решения уравнения  

( )
2

0
2
0

,
IR

J
r r r r I

ρ ∂ρ ∂α ρ ∂ρ= =
∂ ∂ϕ ∂ ρ α

 (38) 

( )( )2
0

2
0

,
I

J r
I rR

ρ α ϕ  ∂ρ= ρ  ∂ 
 (39) 
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( )( )2 2
0

2
0

2 .
I

r J
I rR

ρ α ϕ  ∂ρ=  ∂ 
 (40) 

Интегрируя уравнение (40), получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0( / ) / .r J I I r R Cρ ,ϕ = ρ α ϕ + ϕ  (41) 

Учитывая граничное условие ρ2(0, ϕ) = 0, получаем 
C(ϕ) = 0 и окончательное уравнение приобретает вид  

( ) ( )( )0 ( / ).r r Rρ ,ϕ = ρ α ϕ  (42) 

В декартовых координатах лучевое соответствие 
имеет вид  

( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

0 0

0 0

, ( / ) cos ,

, ( / ) sin ,

, arctg( / ).

x u v r R

y u v r R

u v v u

= ρ α ϕ α ϕ

= ρ α ϕ α ϕ

ϕ =

 (43) 

Уравнения (42) и (43) описывают лучевое соот-
ветствие радиальных линий на апертуре и радиаль-
ных линий в области фокусировки. 

3.3. Восстановление эйкональной функции 
по функциям лучевого соответствия 

В предыдущем параграфе были предложены раз-
личные методы поиска лучевого соответствия. Для 
окончательного решения обратной задачи фокуси-
ровки требуется восстановить эйкональную функцию 
ДОЭ. Восстановление эйкональной функции возмож-
но только в случае, если выполняется условие (12).  

В случае, когда условие восстановления эйкональ-
ной функции не выполняется, то эйкональную функ-
цию можно найти путем минимизации функционала  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

0 0

2

0 0

/ d d

d d min./

u v u x u v u v

u vu v v y u v

∂Φ , ∂ − , +

+ →∂Φ , ∂ − ,

∫ ∫

∫ ∫
 (44) 

Пусть имеется набор точек ui vi  

( ) ( )

( ) ( )

2

0 0

2

0 0

( / )

min.( / )

i i i i

i i i i

u v u x u v

u v v y u v

 
 
 

 
 
 

∂Φ , ∂ − , +

+ →∂Φ , ∂ − ,

∑

∑
 (45) 

Представляя искомую функцию в виде разложе-
ния по базису  

( ) ( )0
n

n

u v C Z u vΦ , = ,∑ , (46) 

сводим задачу нахождения функции Ф0(u, v) к мини-
мизации функции относительно набора коэффициен-
тов Cn. Задача сводится к решению системы линей-
ных уравнений. После нахождения функции Ф0(u, v) 
находим лучевое соответствие, которое реализуется с 
помощью данной функции.  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 0

1 0

/ ,

/ .

x u v u v u

y u v u v v

, = ∂Φ , ∂

, = ∂Φ , ∂
 (47) 

Это соответствие будет использоваться в алгорит-
ме трассировки лучей для расчета результатов работы 
ДОЭ с помощью формулы (8).  

Полученное лучевое соответствие может быть ис-
пользовано для построения нового лучевого соответ-
ствия путем подстановки в (24). На основе материала 
пункта 3.1 можно организовать итерационный про-
цесс. Итерации можно проводить до тех пор, пока ре-
зультирующее лучевое соответствие будет давать 
распределение интенсивности, у которого отклонение 
от требуемого распределения будет уменьшаться. 
Итерационный процесс следует остановить, как толь-
ко отклонение от требуемого распределения начнет 
увеличиваться. 

3.4. Фокусировка в ромб 
При фокусировке «круга в круг» радиальные ли-

нии, исходящие из центра круга в области оптическо-
го элемента, переходят в радиальные линии, распо-
ложенные в области фокусировки. Для фокусировки 
излучения из «круга в ромб», расположенный в фо-
кальной области, будем использовать этот факт.  

В качестве отображения возьмем отображение, 
использующее прямые линиями, которые исходят из 
центра круга. Отображение переводит радиальные 
отрезки на апертуре в отрезки прямых, исходящих из 
центра ромба.  

Используя симметрию ромба, рассмотрим част-
ный случай, когда уравнение кривой, ограничиваю-
щей область фокусировки, имеет вид для части ром-
ба, расположенной в первом квадранте  

( ) ( ) ( )0 .
sin cos 2 sin ( /4)

a aρ α = =
α + α α + π

 (48) 

Далее записываем уравнение для функции α(ϕ)  

( )2 2
0 0(d / d ) ( / )( / ) ,I I Rα ϕ = ρ α  (49) 

( )2 2 2
0(d /d ) (2 sin ( /4) / )( / ).R a I Iα ϕ = α + π  (50) 

Интегрируя уравнение, получаем  

( )2 2
0arctg 1 (2 / )( / ) ( /4),R a I Iα = − ϕ − π  (51) 

( )2 2
0( /4) arctg (2 / )( / ) 1 .R a I Iα = π + ϕ −  (52) 

Из закона сохранения энергии следует, что  
2 2 2 2

0 02 ( / ) (2 / ).I R a I I I a Rπ = = π  (53) 

Далее используем уравнения  

( ) ( )( )0 ( / ) ,r r Rρ ,ϕ = ρ α ϕ  (54) 

( ) ( )/4 arctg (4/ ) 1 ,α ϕ = π + π ϕ −  (55) 

( ) ( )0 / 2 sin /4 ,aρ α = α + π  (56) 

( )( ) ( )( )
( )( )

0 /[ 2 sin ( /2) arctg (4/ ) 1 ]

/[ 2 cos arctg 1 (4/ ) ].

a

a

ρ α ϕ = π + π ϕ − =

= − π ϕ
 (57) 

Используя известное тригонометрическое соот-
ношение, получаем 
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( )( ) ( )( )
( )

0

2

/[ 2cos arctg 1 (4 / ) ]

( / 2) 1 1 (4/ ) .

a

a

ρ α ϕ = − π ϕ =

= + − π ϕ
 (58) 

Лучевое соответствие в полярных координатах 
имеет вид  

( ) ( )2
( / 2) 1 1 (4 / ) ( / ).r a r Rρ ,ϕ = + − π ϕ  (59) 

В декартовых координатах это соответствие имеет вид 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0

0

, , cos ,

, , sin ,

x u v A u v

y u v A u v

= α ϕ

= α ϕ
 (60) 

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

, ( / 2) 1 1 (4/ ) ,

( / ) ,

( /4) arctg (4/ ) 1 ,

, arctg / .

A u v a u v

u v R

u v v u

= + − π ϕ ×

× +
α ϕ = π + π ϕ −

ϕ =

 (61) 

Используя полученное лучевое преобразование 
(60) – (61), восстанавливаем эйкональную функцию 
Ф0(u, v). Приведенное соответствие (60) – (61) не тре-
бует дальнейшего итерационного улучшения. 

На рис. 2 представлены результаты фокусировки 
круглого пучка с радиусом R = 1 в ромб с размером 
половины диагонали A = 1, полученные методом 
трассировки лучей (8). Расчёт проводился с помощью 
метода секторов в полярной системе координат. В 
этом случае полагалось, что радиальный отрезок с 
центром в начале координат в области ДОЭ перехо-
дит в радиальный отрезок в области фокусировки. 
Аппроксимация эйкональной функции проводилось с 
помощью полинома степени 8. 

 

Рис. 2. Результат фокусировки круглого пучка с радиусом 
R =  1 в ромб с размером половины диагонали A =  1  

4. Итерационное улучшение лучевого соответствия 
На нулевой итерации было получено лучевое со-

ответствие и эйкональная функция ДОЭ (47). Для 
улучшения решения применим метод последователь-
ных приближений.  

Для получения более точного результата необхо-
димо решить уравнение  

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1
1

1
1 0

/ ( / )

/ ( / ) ( / ) 0,

x u v v y u v u

x u v u y u v v S S

∂ , ∂ ∂ , ∂ −

− ∂ , ∂ ∂ , ∂ + =
 (62) 

где S – площадь области фокусировки, S0 –площадь 
апертуры ДОЭ, занимаемая пучком.  

Более совершенное лучевое отображение будет 
описываться уравнениями  

( ) ( ) ( )1 1
1 , .x x u v x u v y y u v= , = , = ,  

Уравнение (62) представляет собой линейное 
дифференциальное уравнение первого порядка в 
частных производных. Решение этого уравнения сво-
дится к решению характеристической системы вида  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1

/ / ,

/ / .

u s t s x u v v

v s t s x u v u

∂ , ∂ = ∂ , ∂

∂ , ∂ = − ∂ , ∂
 (63) 

Начальные условия для решения уравнения имеют 
вид  

( ) ( ) ( ) ( )0 00 , 0 ,u t u t v t v t, = , =  (64) 

где функции u0(t), v0(t) являются параметрическими 
уравнениями кривой, ограничивающей апертуру оп-
тического элемента, t – параметр кривой.  

Введём функции X 1(s, t), Y 1(s, t), описывающие лу-
чевое соответствие в криволинейных координатах 
(s, t). Характеристическое уравнение для функции 
Y 1(s, t) имеет вид  

( )1
0/ ( / )Y s t s S S∂ , ∂ = − . (65) 

Начальное условие для решения этого уравнения 
имеет вид  

( ) ( )1
00Y t Y t, = . (66) 

Функция Y0(t) выбирается таким образом, чтобы 
пара функций X0(t), Y0(t), где  

( ) ( ) ( )( )0 1 0 0X t x u t v t= , , ,  (67) 

являлись параметрическими уравнениями кривой, 
ограничивающей область фокусировки 

В результате получаем, что лучевое соответствие 
в криволинейных координатах имеет вид 

( ) ( ) ( )( )
( )

1
1

1

, ,

.

x X s t x u s t v s t

y Y s t

= = , , ,

= ,
 (68) 

Криволинейные координаты (s, t) (63) связаны с 
декартовыми координатами в области ДОЭ  

( ) ( ); .u u s t v v s t= , = ,  (69) 

В результате, перебирая параметры (s, t) внутри 
двумерного многообразия, получим множеств пар  

;j j j ju v x y   
   
   

, → ,  (70) 

; ;j j j j ju u s t v v s t   
   
   

= , = ,  (71) 

1
1 ; .j j j j j j j jx x u s t v s t y Y s t
      
             

= , , , = ,  (72) 

Далее, используя это множество пар, находим эй-
кональную функцию ДОЭ Ф1(u, v), с помощью кото-
рой приближенно реализуется данное лучевое соот-
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ветствие. Соответствующие лучевые отображения 
имеют вид 

( )
( )

2 1

2 1

( / ) ,

( / ) .

x u v u u f

y u v v v f

, = + ∂Φ ∂

, = + ∂Φ ∂
 (73) 

Далее итерационный процесс повторяется. На 
итерации с номером n решается уравнение  

( )( ) ( )
( )( ) ( ) 0

/ ( / )

/ ( / ) ( / ) 0.

n
n

n
n

x u v v y u v u

x u v u y u v v S S

∂ , ∂ ∂ , ∂ −

− ∂ , ∂ ∂ , ∂ + =
 (74) 

Лучевое соответствие имеет вид  

( ) ( )
( )

,

.

n
n

n

x x u v x u v

y y u v

= , = ,

= ,
 (75) 

Далее находится эйкональная функция Φn
 (u, v), 

реализующая данное отображение, и соответствую-
щее ей отображение 

( )
( )

1

1

( / ) ,

( / ) .

n n

n n

x u v u u f

y u v v v f

+

+

, = + ∂Φ ∂

, = + ∂Φ ∂
 (76) 

Итерационный процесс продолжается до тех пор, 
пока он сходится к нужному решению. В случае, если 
на следующей итерации процесс начинает расходит-
ся, итерационный процесс останавливается. Процесс 
считается расходящимся, если полученное распреде-
ление энергии в фокальной плоскости отличается от 
эталонного распределения сильнее, чем на предыду-
щей итерации. 

Данный метод может быть использован для 
улучшения лучевого соответствия, полученного ме-
тодами, изложенными в пунктах 3.1 и 3.2. Это поз-
волит рассчитать ДОЭ, у которого отклонение полу-
ченного распределения интенсивности от требуемо-
го минимально. 

Заключение 

Метод расчета, предложенный в настоящей ра-
боте, в дальнейшем будет использован для расчета 
дифракционных оптических элементов, которые 
предназначены для фокусировки в плоские обла-
сти, имеющие более сложную форму. В дальней-
шем необходимо усовершенствовать метод восста-
новления эйкональной функции ДОЭ по известно-
му лучевому соответствию. Для улучшения метода 
восстановления эйкональной функции могут быть 
использованы бикубические сплайны. Возможно 
использование предлагаемых ДОЭ не только в ла-
зерных технологических установках, но и для под-
светки местности в ночное время при дистанцион-
ном зондировании Земли с низколетящего беспи-
лотного летательного аппарата. 
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SOLVING THE INVERSE PROBLEM OF FOCUSING LASER RADIA TION 
 IN A PLANE REGION USING GEOMETRICAL OPTICS 

S.I. Kharitonov 1,2, L L. Doskolovich 1,2, N.L. Kazanskiy 1,2 
1 Samara National Research University, Samara, Russia, 

2 Image Processing Systems Institute оf RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia 

Abstract 

We proposed a method for calculating the eikonal function of a light field from the condition 
of generating a desired intensity distribution in a predetermined region of the focal plane. To im-
prove the efficiency of solving the problem of focusing we developed a modification of a method 
of rectangle matching, which enables designing diffractive optical elements (DOE) intended to fo-
cus into a plane region. The novelty of our approach consists in a method of reconstructing the ei-
konal function from the known ray map of points on the DOE onto points in the focal plane. We 
presented the results of the DOE-aided focusing into a circle, a rectangle, a rhombus, and a super-
ellipse. The simulation results showed the high quality of focusing, thus corroborating the effi-
ciency of the proposed method. We expect to use the diffractive optical elements (DOE) for light-
ing the area of interest from low-flying drones used for night-time Earth remote sensing. 
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