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Аннотация 

Рассмотрены вихревые моды Эрмита–Гаусса (ВЭГ-моды), комплексная амплитуда которых 
пропорциональна многочлену Эрмита n-й степени, аргумент которого зависит от действитель-
ного параметра a. При |a| < 1 на вертикальной оси в поперечном сечении пучка имеются n изо-
лированных нулей, которые порождают оптические вихри с топологическим зарядом +1 (a < 0) 
или –1 (a > 0). При |a| > 1 у ВЭГ-моды аналогичные изолированные нули лежат на горизонталь-
ной оси. При |a| = 1 все n изолированных нулей собираются на оптической оси в центре пучка и 
порождают оптический вихрь n-го порядка, и ВЭГ-мода совпадает с модой Лагерра–Гаусса по-
рядка (0, n), а при a = 0 ВЭГ-мода совпадает с модой Эрмита–Гаусса порядка (0, n). Рассчитан 
орбитальный угловой момент ВЭГ-мод, который зависит от параметра a и меняется от 0 (при 
a = 0 и a → ∞) до n (a = 1). Результаты эксперимента согласуются с теорией. 
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Введение 

Моды Эрмита–Гаусса (ЭГ) известны в оптике с 
1966 года [1]. Элегантные пучки ЭГ описываются 
функциями с комплексным аргументом. Эти пучки 
впервые рассмотрел в 1973 году A.E. Siegman [2]. В 
[3, 4] рассмотрены обобщённые пучки ЭГ, которые 
также являются решением параксиального уравнения 
распространения и имеют явный аналитический вид. 
Эти пучки при определённых параметрах переходят в 
моды ЭГ [1] и элегантные пучки ЭГ [2]. В [5] с по-
мощью астигматического модового конвертора модa 
ЭГ высокого порядка преобразовывалась в моду Ла-
герра–Гаусса (ЛГ), обладающую фазовой сингуляр-
ностью. В [6] был рассмотрен интерференционный 
модовый π/2-конвертор. В [5] также получена форму-
ла, позволяющая получить моду ЛГ как конечную 
сумму мод ЭГ. Например, для того чтобы получить 
моду ЛГ с топологическим зарядом 2, требуется сло-
жить минимум три моды ЭГ с определёнными ком-
плексными коэффициентами. В [4] показано, что 
можно получить световое поле с любым целым ОУМ, 
сложив только две моды ЭГ с определёнными номе-
рами. В [7] c помощью астигматического модового 
конвертора формировались пучки Эрмита–Лагерра–
Гаусса, обладающие дробным ОУМ. 

В данной работе рассмотрены вихревые моды Эр-
мита–Гаусса (ВЭГ-моды). Эти пучки являются су-
перпозицией (n+1)-й моды ЭГ. Комплексная ампли-
туда ВЭГ-мод пропорциональна многочлену Эрмита 
n-й степени, аргумент которого зависит от действи-
тельного параметра a. При |a| < 1 на вертикальной оси 
в поперечном сечении пучка имеются n изолирован-
ных нулей, которые порождают оптические вихри с 
топологическим зарядом +1 (a < 0) или –1 (a > 0). При 
|a| > 1 у ВЭГ-моды аналогичные изолированные нули 
лежат на горизонтальной оси. При |a| = 1 все n изоли-
рованных нулей собираются на оптической оси в цен-
тре пучка и порождают оптический вихрь n-го поряд-
ка и ВЭГ-мода совпадает с модой Лагерра–Гаусса по-

рядка (0, n), а при a = 0 ВЭГ-мода совпадает с модой 
Эрмита–Гаусса порядка (0, n). Рассчитан орбиталь-
ный угловой момент (ОУМ) ВЭГ-мод, который зави-
сит от параметра a и меняется от 0 (при a = 0 и a → ∞) 
до n (a = 1). Показано, что две моды с разными номе-
рами n и m – ортогональны, а две моды с одинаковым 
номером, но разными значениями параметра a не ор-
тогональны. 

1. Комплексная амплитуда ВЭГ-моды 

Комплексная амплитуда ЭГ – моды имеет вид [1]: 
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w – это радиус перетяжки Гауссова пучка, R(z) – ра-
диус кривизны волнового фронта Гауссова пучка, z0 – 
длина Рэлея, k – волновое число света, Hn(x) – много-
член Эрмита. Пучки ЭГ (1) не имеют ОУМ. Линейная 
комбинация пучков ЭГ с действительными коэффи-
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циентами тоже будет иметь ОУМ, равный нулю. От-
личным он нуля ОУМ может быть только для линей-
ной комбинации пучков ЭГ с комплексными коэффи-
циентами [4, 5]. Рассмотрим линейную комбинацию 
мод ЭГ (1) при z = 0 с определёнными коэффициентами: 
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где a – действительный параметр. В (3) ввели безраз-

мерные координаты 2 / , 2 /x w x y w y  . 

Используя справочное выражение из [8] 
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вместо (3) получим выражение для комплексной ам-
плитуды ВЭГ-моды: 
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Так как в сумме (3) сумма номеров ЭГ-мод одина-
кова для всех слагаемых (k + (n – k) = n = const), то все 
ЭГ-моды в линейной комбинации (3) имеют одинако-
вую фазовую скорость (одинаковые фазы Гоу 
(n + m + 1) arctg (z/z0)), и поэтому весь пучок (3) тоже 
является параксиальной модой и распространяется 
без изменения поперечной структуры интенсивности 
(с точностью до масштаба и вращения). Но если ис-
ходные ЭГ-моды (1), из которых составлен пучок (5), 
имеют нулевой ОУМ, то пучок (5) имеет ОУМ, от-
личный от нуля (если n ≠ 0). 

Из (5) следует, что при a = 0 ВЭГ-мода совпадает с 
обычной ЭГ-модой с номерами (0, n), а при a → ∞ 
ВЭГ-мода совпадает с обычной ЭГ-модой с номерами 
(n, 0). При n = 0 ВЭГ-мода (5) совпадает с обычным 
Гауссовым пучком. Найдём, предел амплитуды (5) 
при a → 1. Член многочлена Эрмита Hn(x) имеет мак-
симальную степень, равную (2x)n, поэтому при a = 1 
из (5) получим: 
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где r = (x2
 + y

2)1/2,  = arctg (y/x). 
Из (6) следует, что ВЭГ-мода при a = 1 совпадает с 

обычной модой Лагерра–Гаусса с номером (0, n). 

2. Орбитальный угловой момент ВЭГ-моды 

Получим выражение для ОУМ светового поля (5). 
Найдём ОУМ такого пучка по формуле [9]: 
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Строго говоря, в (7) показан не весь ОУМ, а толь-
ко усреднённая по поперечной плоскости его проек-
ция (определённая с точностью до константы) на оп-
тическую ось. ОУМ (7) сохраняется по мере распро-
странения пучка [9], и поэтому его можно вычислять 
в любой плоскости, например, при z = 0. Подставив 
(3) в (7), получим: 
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При выводе (8) воспользовались свойством орто-
гональности функций Эрмита–Гаусса [8]: 
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где δnm – символ Кронекера. Для того, чтобы ОУМ не 
зависел от мощности лазерного излучения, рассмот-
рим нормированный на интенсивность ОУМ. Мощ-
ность пучка (3) описывается выражением: 
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Поэтому нормированный ОУМ (ОУМ, делённый 
на мощность пучка) для ВЭГ-моды равен: 
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Интересно, что ОУМ (11) совпадает с ОУМ пуч-
ков, состоящих из линейной комбинации всего двух 
мод ЭГ, которые были рассмотрены авторами ранее в 
[4]. Из (11) следует, что при a = 1 ОУМ ВЭГ-мод ра-
вен целому числу 

zJ
n

I
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Из (12) следует, что так как при a = 1 ВЭГ-мода 
совпадает с обычной модой Лагерра–Гаусса с номе-
ром (0, n) (6), то и ОУМ будет равен по модулю топо-
логическому заряду оптического вихря exp (inφ). 

Заметим, что при некоторых значениях n ОУМ бу-
дет равен целому числу и при значениях a ≠ 1. Напри-
мер, при a = 1/2 ОУМ (11) будет целым числом при n, 
кратных 5: при n = 5 Jz/I

 = –4, при n = 15 Jz/I
 = –12 и т.д. 

Из (11) следует, что при a = 0 и a → ∞ ОУМ равен нулю. 

3. Численное моделирование 

Перепишем (5) в размерных переменных: 
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По формуле (13) была рассчитана интенсив-
ность и фаза в начальной плоскости (z = 0) для 
ВЭГ-мод с разными значениями параметра a. На 
рис. 1 показаны результаты расчёта. Параметры 
расчёта следующие: длина волны монохроматиче-
ского света  = 532 нм, топологический заряд (или 
номер многочлена Эрмита) n = 3, радиус перетяжки 

Гауссова пучка с начальной плоскости w = 10, раз-
мер области расчёта – 50 ≤ x, y ≤ +50. 

На рис. 1 показаны интенсивность (рис. 1а, б, в) и 
фаза (рис. 1г, д, е) ВЭГ-моды в начальной плоскости 
(z = 0) при разных значениях a: 0,5 (рис. 1а, г); 1,5 
(рис. 1б, д); 1 (рис. 1в, е). На рис. 2а показано сечение 
интенсивности из рис. 1а при x = 0.  

a)    б)    в)  

г)    д)    е)  
Рис. 1. Интенсивность (а, б, в) и фаза (г, д, е) ВЭГ-мод в начальной плоскости (z = 0)  

при разных значениях параметра a: а = 0,5 (а, г); а = 1,5 (б, д); а = 1,001 (в, е) 

a)    б)    в)  
Рис. 2. Сечение интенсивности ВЭГ-моды при a = 0,5 и x = 0 (а),  
при a = 1,05 и y = 0: целиком (б) и увеличенный фрагмент (в) 

Из этого рисунка видно наличие трёх нулей ин-
тенсивности. На рис. 2б показано сечение интенсив-
ности при a = 1,05 и y = 0, а на рис. 2в – увеличенный 
фрагмент сечения в центре картины (рис. 2б) при 
этих же параметрах. На рис. 2в также видно наличие 
трёх нулей, не видимых на рис. 2б. ОУМ, рассчитан-
ный по формуле (11), для показанных мод был равен: 
Jz

 /I = –2,4 (рис. 1а, г); Jz
 /I = –2,77 (рис. 1б, д); Jz

 /I = –3 
(рис. 1в, е). Зависимость ОУМ от параметра a показа-
на на рис. 3. 

Из рис. 3 видно, что для заданного n ОУМ имеет 
максимальное значение при a = 1. 

4. Изолированные нули интенсивности ВЭГ-моды 

Найдём из (13) координаты изолированных нулей 
интенсивности ВЭГ-моды в начальной плоскости. 
Приравняем аргумент многочлена Эрмита значению 

корня этого многочлена γnk, то есть Hn
 (nk)

 = 0. Тогда 
получим координаты изолированных нулей интен-
сивности: 
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Из (14) видно, что при |a| < 1 у ВЭГ-моды n-го по-
рядка (13) есть n изолированных нулей интенсивности, 
которые лежат на оси y и имеют координаты, пропор-
циональные корням многочлена Эрмита γnk, но умень-
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шенным в (1 – a
2)–1/2 раз. При этом при а = 0, когда ВЭГ-

мода совпадает с обычной ЭГ-модой с номером (0, n), 
нули интенсивности имеют координаты, равные корням 
γnk, и уже не являются изолированными нулями интен-
сивности, а принадлежат линиям нулевой интенсивно-
сти, параллельным оси x. С ростом параметра a от 0 до 1 
изолированные нули (14) смещаются вдоль оси y к цен-
тру (x = y = 0), и при a = 1 все нули «сливаются» в один 
изолированный ноль (n-кратно вырожденный) интен-
сивности в центре координат. Из (15) следует, что ана-
логичная динамика только вдоль оси x наблюдается у 
изолированных нулей ВЭГ-моды при |a| > 1. С ростом a 
нули интенсивности «удаляются» от центра координат и 
в пределе при a → ∞ координаты всех нулей совпадают 
с корнями γnk, а сами нули интенсивности принадлежат 
линиям нулей, параллельным оси y. 

 
Рис. 3. Зависимость ОУМ от параметра a 

С каждым изолированным нулём интенсивности 
ВЭГ-моды связан оптический вихрь с топологиче-
ским зарядом -1 при a > 0 или +1 при a < 0. Это следу-
ет из (6). 

При распространении ВЭГ-моды (5) или (13) в ар-
гументе многочлена Эрмита радиус перетяжки Гаус-
сова пучка w нужно заменить на выражение из (2): 

 1/ 22 2
0( ) 1 /w z w z z  . (16) 

Подставим (16), например, в (14), получим для ко-
ординат изолированных нулей: 

2 2
201 /

2

0,

1 , 1.

nk

nk nk
w z z

x

y a a
  
 
 



    


 (17) 

Из (17) следует, что изолированные нули интен-
сивности (и сама картина интенсивности) ВЭГ-моды 
меняется при распространении только масштабно: 
нули интенсивности, оставаясь на оси y, удаляются от 
начала координат с ростом расстояния z. 

Из (14) и (15) следует замечательное свойство 
изолированных нулей интенсивности: минимальное 
расстояние между ними не ограничивается дифраки-
онным пределом и длиной волны, а может быть лю-
бым. При значении параметра a, отличающегося от 
единицы на бесконечно малую величину  << 1, рас-
стояние между крайними изолированными нулями 
интенсивности для ВЭГ-моды (13) будет меньше ве-

личины 2 ( 1)n n w  . Правда, при распространении в 

пространстве с ростом z расстояние между нулями 

будет расти: 2 2
02 ( 1) 1 /n n w z z   . 

5. Ортогональность ВЭГ-мод 

Рассмотрим скалярное произведение двух ВЭГ-
мод с разными параметрами n, a и m, b. Можно пока-
зать, что имеет место равенство: 
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
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    

  (18) 

где δnm – символ Кронекера. Из (18) следует, что 
ВЭГ-моды ортогональны по номеру n и не ортого-
нальны по параметру a. При ab → 1 неопределённость 
в (18) раскрывается: Ena, Emb = 2nn!(n + 1)!nm. Инте-
ресно заметить, что две ВЭГ-моды с разными номе-
рами n и m будут ортогональны и будут иметь одина-
ковый ОУМ (но не максимальный) при условии, что 
параметры a и b удовлетворяют условию: 

2

2

1

1

n b a

m a b

        
. (19) 

Физически это объясняется тем, что ОУМ лазер-
ного пучка зависит не только от числа изолирован-
ных нулей, например, с топологическим зарядом +1, 
но и от того, какие они имеют координаты [4]. Чем 
дальше нули интенсивности находятся от центра Га-
уссова пучка, тем меньше их вклад в ОУМ. Макси-
мальный вклад в ОУМ нули интенсивности дают, ко-
гда они все «собираются» в один вырожденный ноль 
в центре Гауссова пучка. 

6. Эксперимент 

Для формирования вихревых ВЭГ-пучков исполь-
зована оптическая схема, представленная на рис. 4. 
Для вывода изображений фаз был использован про-
странственный модулятор света SLM PLUTO-VIS 
(разрешение 1920 × 1080 пикселов, размер пикселя – 
8 мкм). Выходной пучок твердотельного лазера Laser 
( = 532 нм) ослаблялся с помощью фильтров ней-
тральной плотности F. Система из микрообъектива 
MO (40×, NA = 0,6), линзы L1 (f = 350 мм) и пинхола 
PH (размер отверстия – 40 мкм) была использована 
для получения однородного Гауссового профиля ин-
тенсивности освещающего SLM лазерного пучка. 
Кроме того, это позволяло произвести расширение 
пучка, для того чтобы он полностью покрывал дис-
плей модулятора. Диафрагма D1 позволяла менять 
радиус пучка, падающего на дисплей модулятора све-
та. Отражённый от модулятора пучок с помощью де-
лителя пучка BS и прямоугольной призмы RP на-
правлялся на линзу L2 (f3 = 350 мм). Данная линза в 
сочетании с диафрагмой D2 была использована для 
высокочастотной оптической фильтрации. Далее с 
помощью линзы L3 (f2

 = 150 мм) строилось изображе-
ние на матрице CMOS-камеры MDCE-5A (1/2", раз-
решение 1280 × 1024 пикселов). Расстояние между 
диафрагмой D2 и линзой L3 было больше фокусного 
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расстояния линзы, равного 150 мм, это позволяло по-
лучить сходящий световой пучок, при этом фокус 
системы получался на расстоянии около 550 мм от 
плоскости z = 0, сопряжённой с плоскостью дисплея 
модулятора. Для разделения в пространстве нулевого 
и первого порядков дифракции было использовано 
сложение исходной фазовой функции с линейной фа-
зовой маской. 

 
Рис.4. Оптическая схема для формирования световых ВЭГ-
пучков: Laser – твердотельный лазер ( = 532 нм), F – фильтр 

нейтральной плотности, MO – микрообъектив (40×,  
NA = 0,6), PH – пинхол (40 мкм), L1, L2 – линзы с фокусным 

расстоянием f2 = f3 = 350 мм, L3 – линза с фокусным 
расстоянием f4 = 150 мм, BS – делитель пучка,  

SLM – пространственный модулятор света PLUTO_VIS,  
RP – прямоугольная призма, D – диафрагма, CMOS – CMOS-
камера MDCE-5A (1280 × 1024), Rail – оптические рельсы 

Изображение фазы, использованной в экспери-
менте, имело размер 1024 × 1024 пикселов, таким об-
разом, размер выведенного на дисплей модулятора 
фазового элемента составил примерно 8,2 × 8,2 мм. 
Диаметр освещающего пучка в ходе экспериментов 
составил около 3 мм. Данные параметры эксперимен-
та позволили сформировать ВЭГ-пучок, изображения 
которого на различных расстояниях от SLM показаны 
на рис. 5. Данные изображения были сформированы с 
помощью фазового распределения, представленного 
на рис. 5а (линейная фаза не показана). Из представ-
ленных изображений видно, что сформированный ла-
зерный пучок похож на рассчитанный (рис. 1а) и со-
храняет свою структуру при распространении в про-
странстве с точностью до масштаба. 

       
Рис. 5. Некодированная фаза для формирования ВЭГ-пучка 

(n = 3) (а) и экспериментально сформированные 
распределения интенсивности (негативы) на различных 

расстояниях: 400 мм (б); 550 мм (в). Шаг сетки 
на изображениях равен 0,3 мм, топологический заряд 

оптического вихря n = 3 

На рис. 6 показана кодированная фаза (n = 10), 
которая учитывает амплитуду ВЭГ-пучка при z = 0. 
Поэтому картины интенсивности, зарегистрирован-
ные на разных расстояниях от модулятора 
(рис. 6в, г, д), во-первых, также сохраняют свой вид 
при распространении, а во-вторых, более точно вос-

производят распределение интенсивности идеально-
го ВЭГ-пучка (рис. 6б). 

а)    б)    

в)    г)    д)  
Рис. 6. Кодированная фаза для формирования ВЭГ-пучка 

(n = 10) (а), расчётная амплитуда (негатив) (б) 
и экспериментально сформированные распределения 
интенсивности (негативы) на различных расстояниях: 

100 мм (в); 150 мм (г); 200 мм (д). Шаг сетки 
на изображениях равен 0,5 мм 

Заключение 

В заключении укажем, что двухпараметрическое 
(n, a) семейство ВЭГ-мод (13) можно обобщить на 
трёхпараметрическое семейство (n, a, b), используя 
формулу сложения многочленов Эрмита [10, 8.958], 
[11, с. 254]: 
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С учётом (20), вместо (13) будем иметь: 
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где a, b – действительные числа. Уравнение (21) описы-
вает комплексную амплитуду обобщённых ВЭГ-пучков, 
ОУМ которых достигает максимума при a = b. Заметим, 
что замена a' = a/b сводит пучки (21) к пучкам (13). 

В работе получены следующие результаты. Рас-
смотрены вихревые моды Эрмита–Гаусса (ВЭГ-моды), 
комплексная амплитуда которых пропорциональна мно-
гочлену Эрмита n-й степени, аргумент которого зависит 
от действительного параметра a. При |a| < 1 на верти-
кальной оси в поперечном сечении пучка имеется n изо-
лированных нулей, которые порождают оптические 
вихри с топологическим зарядом +1 (a < 0) или –1 (a > 0). 
При |a| > 1 у ВЭГ-моды аналогичные изолированные ну-
ли лежат на горизонтальной оси. При |a| = 1 все n изоли-
рованных нулей собираются на оптической оси в центре 
пучка и порождают оптический вихрь n-го порядка и 
ВЭГ-мода совпадает с модой Лагерра–Гаусса порядка 
(0, n), а при a = 0 ВЭГ-мода совпадает с модой Эрмита–
Гаусса порядка (0, n). Рассчитан орбитальный угловой 
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момент (ОУМ) ВЭГ-мод, который зависит от параметра 
a и меняется от 0 (при a = 0 и a → ∞) до n (a = 1). Показа-
но, что две ВЭГ-моды ортогональны, если имеют раз-
ные значения номера n, и не ортогональны, если имеют 
разные значения параметра a и одинаковый номер n. 
Экспериментально с помощью жидкокристаллического 
пространственного фазового модулятора света сформи-
рованы ВЭК-пучки c топологическим зарядом n = 3, 10, 
которые согласуются с расчётными и сохраняет свою 
структуру при распространении.  
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HERMITE-GAUSSIAN LASER BEAMS WITH ORBITAL ANGULAR MOMENTUM 
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Abstract 

We consider vortex Hermite-Gaussian modes (VHG-modes) with their complex amplitude being 
proportional to an n-th order Hermite polynomial dependant on a real parameter a. When |a| < 1, 
there are n isolated intensity nulls on the horizontal axis in the beam’s cross-section. These nulls gen-
erate optical vortices with a topological charge of +1 (a <0) or -1 (a > 0). If |a| > 1, the VHB-mode 
has analogous isolated nulls on the vertical axis. When |a| = 1, all n isolated nulls appear on the opti-
cal axis in the center of the beam and generate an n-th order optical vortex. In this case, the VHG-
mode coincides with a Laguerre-Gaussian mode of order (0, n). For a = 0, the VHG-mode coincides 
with a Hermite-Gaussian mode of order (0, n). We calculate the orbital angular momentum of the 
VHB-modes, which depends on a parameter a and varies from 0 (at a = 0 and a → ∞) to n (at a = 1). 

Key words: orbital angular momentum of a laser beam, vortex Hermite-Gaussian beam. 
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