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Аннотация 
Разработан новый метод восстановления отражающей (преломляющей) поверхности по 

заданному отображению, определяемому соотношениями между направлениями падающих 
и отраженных (преломленных) лучей. Метод основан на представлении поверхности в виде 
огибающей семейства параболоидов (случай отражающей поверхности) или эллипсоидов 
(случай преломляющей поверхности). Выбранное представление сводит задачу расчёта оп-
тической поверхности к восстановлению функции по полному дифференциалу вне зависи-
мости от используемой системы координат. Предложенный метод проиллюстрирован на 
примерах расчёта зеркал для формирования постоянного распределения интенсивности в 
квадратной области в дальней зоне. Результаты расчёта показывают, что предложенный ме-
тод позволяет получить распределение хорошего качества даже при невыполнении условия 
интегрируемости. 
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Введение 
Оптические элементы с поверхностями свободной 

формы играют ключевую роль в современных систе-
мах освещения. Задача расчёта отражающей или пре-
ломляющей оптической поверхности свободной фор-
мы из условия формирования заданного распределе-
ния освещённости или интенсивности относится к 
классу обратных задач неизображающей оптики. 
Данная задача является крайне сложной и сводится к 
решению нелинейного дифференциального уравне-
ния в частных производных второго порядка типа 
уравнения Монжа–Ампера [1, 2]. Аналитические ре-
шения данного уравнения получены только для задач, 
обладающих осевой симметрией, и для ряда задач 
формирования однопараметрических распределений 
освещенности [3–8]. В общем случае для решения 
данной обратной задачи используются различные 
численные и итерационные методы [1,2, 9–15].  

Одним из широко применяемых методов является 
метод, основанный на построении отображения меж-
ду координатами лучей от источника и точками 
освещаемой области [12–17]. Как правило, направле-
ния лучей от источника задаются в сферических ко-
ординатах (u, σ)∈Ω, где Ω – область на единичной 
сфере, соответствующая телесному углу, в котором 
излучает источник, а точки освещаемой области D – в 
декартовых координатах. Методы [12–17] применя-
ются для формирования заданной освещённости в 
дальней зоне, когда размерами оптической поверхно-
сти по сравнению с расстоянием до освещаемой об-
ласти можно пренебречь. Действительно, только в 
этом случае можно задать соответствие между 
направлениями падающих и отраженных (прелом-
ленных) лучей. Поэтому далее для описания положе-
ния точек в области D будем использовать угловые 
координаты (β, γ)∈D. Для построения отображения 

Ω→D (или D → Ω) используется закон сохранения 
светового потока. При этом сама форма отображения 
выбирается в виде, позволяющем разделить перемен-
ные и определить соответствие. Наиболее часто при-
меняется отображение, при котором «меридианы» 
(линии σ = σ0 на единичной сфере в области Ω) пере-
ходят в азимутальные прямые γ = αβ в освещаемой 
области D [13]. Данное отображение схематично по-
казано на рис. 1, где область Ω представлена в поляр-
ных координатах, в которых зенитный угол u пред-
ставляется через полярный радиус. Отображение на 
рис. 1 можно рассматривать как эвристическое обоб-
щение отображений для задач с осевой симметрией. 
При отсутствии осевой симметрии такое отображение 
не удовлетворяет «условию интегрируемости». Под 
условием интегрируемости понимается возможность 
построения оптической поверхности, реализующей 
такое отображение. 

 
Рис. 1. Отображение Ω→D 

Несмотря на это, рассмотренный вид отображения 
позволяет рассчитывать преломляющие оптические 
поверхности, формирующие освещаемые области за-
данной формы (прямоугольник, эллипс, ромб и т.п.), 
с приемлемой точностью. Метод обычно применяется 
для областей с небольшим аспектным отношением 
(отношением продольного и поперечного размеров), 
составляющим 1–2. При аспектном отношении 2 ха-
рактерная ошибка метода (нормированное средне-
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квадратичное отклонение формируемого распределе-
ния освещённости от заданного распределения) со-
ставляет 20–25 % [13]. Для улучшения качества фор-
мируемого распределения освещённости использу-
ются эвристические итерационные методы (iterative 
feedback modification) [13–15].  

Для восстановления оптической поверхности по 
заданному отображению широко используется чис-
ленный геометрический метод, основанный на после-
довательном построении поверхности из сегментов 
плоскостей [13, 17]. Нормальные вектора плоскостей 
определяются из условия преобразования падающих 
лучей в отраженные (преломленные) лучи, направле-
ния которых определяются построенным отображени-
ем. Данный метод имеет ряд недостатков. В частности, 
метод не содержит механизмов, позволяющих опти-
мально восстановить поверхность при невыполнении 
условия интегрируемости. Метод также требует боль-
шего количества точек для сложных поверхностей, при 
этом профили поверхности могут пересекаться.  

В настоящей работе предложен новый метод по-
строения отражающей (преломляющей) поверхности 
по заданному отображению. Метод основан на пред-
ставлении оптической поверхности в виде огибающей 
двухпараметрического семейства поверхностей, каж-
дая из которых преобразует сферический пучок от ис-
точника в плоский пучок с заданным направлением. 
Семейство состоит из параболоидов в случае отража-
ющей поверхности или эллипсоидов (гиперболоидов) 
в случае преломляющей поверхности. В рамках такого 
подхода восстановление оптической поверхности сво-
дится к восстановлению функции по полному диффе-
ренциалу. При этом условие интегрируемости приоб-
ретает простой вид и не зависит от выбора системы 
координат. При невыполнении условия интегрируемо-
сти метод включает итерационный подход к восста-
новлению поверхности, позволяющий минимизиро-
вать ошибку реализации заданного отображения. 

1. Метод построения оптической поверхности  

Рассмотрим метод сначала в задаче расчёта зерка-
ла. Обозначим (u, σ)∈Ω и (β, γ)∈D некоторые криво-
линейные координаты, в которых задаются падающие 
от источника лучи и отраженные от зеркала лучи. 
Пусть e(u, σ) и p(β, γ) – единичные вектора падающе-
го и отраженного луча. Зеркало, преобразующее сфе-
рический пучок от источника в плоский пучок с фик-
сированным направлением p(β, γ), является парабо-
лоидом вращения с фокусом в точке расположения 
точечного источника (в начале координат) и направ-
лением оси p(β, γ). В общем случае форма зеркала, 
для которого отраженные лучи заданы вектор-
функцией p(β, γ), соответствует огибающей двухпа-
раметрического семейства параболоидов по парамет-
рам (β, γ)∈D. Огибающая задается уравнениями [11]: 
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Уравнение (1) является уравнением параболоида, 
где l(u, σ, β) – расстояние от источника до точки па-
раболоида по направлению e(u, σ), f (β, γ) – фокусное 
расстояние, p(β, γ) – единичный вектор оси параболо-
ида, ε = 1. Параметр ε = 1 в (1) введен для удобства 
дальнейшего описания преломляющей поверхности.  

По определению, огибающая поверхность касает-
ся каждого параболоида в некоторой точке. Посколь-
ку направления нормалей огибающей поверхности и 
параболоида в точке касания совпадают, то отражен-
ные лучи будут иметь заданные направления p(β, γ). 
Уравнения (2) могут быть представлены в виде: 
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При заданной функции f (β, γ) из уравнений (3) 
можно выразить переменные (u, σ) через (β, γ) или, 
наоборот, переменные (β, γ) через (u, σ). Подставляя 
полученные выражения для (u, σ) (β, γ) в уравнение 
(1), получим уравнение зеркала в координатах 
(β, γ) ((u, σ)).  

Пусть некоторое заданное отображение Г:D→Ω 
описывается функциями u = u(β, γ), σ = σ(β, γ). В этом 
случае зеркало должно преобразовывать падающие 
лучи e(β, γ) = e(u(β, γ), σ(β, γ)) в отраженные лучи 
p(β, γ). Возможность такого преобразования опреде-
ляется условием существования функции f (β, γ), удо-
влетворяющей уравнениям (3), где вместо перемен-
ных (u, σ) подставлены функции u = u(β, γ), σ = σ(β, γ). 
Согласно (3), условие существования f (β, γ) эквива-
лентно возможности восстановления функции 
G (β, γ) = ln f (β, γ) по полному дифференциалу. Данная 
задача имеет решение при выполнении условия  

( ) ( )2 2, ,G G∂ β γ ∂ β γ
≡

∂β∂γ ∂γ∂β
. (4) 

Последнее равенство соответствует условию инте-
грируемости (условию существования поверхности, 
реализующей отображение Г). Согласно (3), G (β, γ) 
имеет вид: 
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где L – некоторый контур интегрирования, соединя-
ющий фиксированную точку (β0, γ0) и точку (β, γ)∈D. 
При этом поверхность (1) принимает вид: 
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Если условие интегрируемости (4) выполняется, 
то интеграл (5) не зависит от вида контура интегри-
рования и поверхность (6) определяется однозначно. 
Если условие (4) не выполняется, то поверхность (6) 
будет реализовывать отображение Г с некоторой 
ошибкой, причем величина ошибки будет зависеть от 
вида контура L. Определение оптимального контура 
интегрирования, обеспечивающего минимальную 
ошибку реализации отображения Г, является сложной 
задачей. При невыполнении условия (4), вместо по-
иска оптимального контура интегрирования предла-
гается сформулировать задачу расчета функции 
G (β, γ) как задачу минимизации функционала:  
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Функционал (7) обращается в ноль, когда функции 
u = u(β, γ), σ = σ(β, γ) удовлетворяют уравнениям (3). 
При параметрическом задании функции G (β, γ) 
(например, в виде полинома) минимизация функцио-
нала (7) сводится к задаче минимизации функции 
многих переменных (коэффициентов полинома).  

Рассмотрим далее случай отображения Г1:Ω→D, 
описываемого функциями β = β(u, σ), γ = γ(u, σ). В 
данном случае для восстановления поверхности зер-
кала запишем производные функции 
G (σ, u) = ln f (σ, u), где f (σ, u) = f (β(σ, u), γ(σ, u)), по 
переменным (σ, u): 
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Как и ранее, возможность реализации отображе-
ния Г1 определяется условием существования функ-
ции G (σ, u) = ln f (σ, u), удовлетворяющей уравнениям 
(8). Согласно (8), условие существования f (σ, u) экви-
валентно возможности восстановления функции 
G (σ, u) = ln f (σ, u) по полному дифференциалу: 
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u u
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Согласно (1), (8), поверхность, реализующая 
отображение β = β(u, σ), γ = γ(u, σ), имеет вид:  
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G u G u u Gσ = ∂ ∂ + ∂ ∂σ σ∫ , где L – неко-

торый контур, соединяющий фиксированную точку и 
точку (u, σ)∈Ω. Как и ранее, если условие интегриру-
емости (9) выполняется, то функция G (u, σ) и по-
верхность (10) определяются однозначно.  

Полученные соотношения несложно обобщить на 
случай преломляющей поверхности. Пусть прелом-
ляющая поверхность разделяет среды с показателями 

преломления n1 (среда расположения источника из-
лучения) и n2. Несложно показать, что преломляющая 
поверхность, преобразующая сферический пучок от 
источника в плоский пучок с направлением p(β, γ), 
описывается эллипсоидом вращения (при n2 < n1) или 
гиперболоидом вращения (при n2 > n1) с первым фо-
кусом в начале координат (в точке расположения то-
чечного источника) [8]. Уравнение эллипсоида (ги-
перболоида) имеет вид [11]: 
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β γ
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где n21 = n2
 / n1 – эксцентриситет, 2f (β, γ) – фокальный 

параметр, p(β, γ) – направление главной оси. Соответ-
ственно, форма преломляющей поверхности, для ко-
торой преломленные лучи заданы вектор-функцией 
p(β, γ), описывается огибающей двухпараметрическо-
го семейства эллипсоидов (гиперболоидов) по пара-
метрам (β, γ)∈D.  

Поскольку уравнение (11) формально совпадает с 
уравнением (1) при ε = n21, то полученные ранее урав-
нения для восстановления формы поверхности зерка-
ла могут быть напрямую применены для преломляю-
щей поверхности при ε = n21. 

2. Расчетные примеры 

В известных работах для восстановления оптиче-
ской поверхности по заданному отображению ис-
пользуется численный метод, основанный на после-
довательном построении поверхности из сегментов 
плоскостей [13, 17]. Данный метод может быть при-
менен только для дальней зоны, когда размерами оп-
тической поверхности по сравнению с расстоянием 
до освещаемой области можно пренебречь. В связи с 
этим рассмотрим применение метода, предложенного 
в первом пункте, на примере расчёта зеркала для 
формирования постоянного распределения интенсив-
ности в квадратной области в дальней зоне.  

Пусть зеркало определено в сферических коорди-
натах (σ, u), где σ∈[0,2π) – полярный угол, u∈[0,u0) – 
зенитный угол. При этом Ω = [0,2π)×[0,u0). Распреде-
ление интенсивности в дальней зоне определим в ко-
ординатах (β, γ)∈[–βd, βd]×[–γd, γd], где β – угол в 
плоскости XOZ, отсчитываемый от оси z, а γ – угол 
между лучом и плоскостью XOZ. В этом случае 
направления падающего и отраженного лучей зада-
ются векторами: 

( )
( )

( , ) cos( )sin( ), sin( )sin( ), cos( ) ,

( , ) sin( )cos( ), sin( ), cos( )cos( ) .

u u u uσ = σ σ

β γ = β γ γ β γ

e

p
 (12) 

Построим отображение D→Ω с использованием 
закона сохранения светового потока. Для получения 
аналитических формул предположим, что интенсив-
ность источника I0(σ, u), (σ, u)∈Ω и требуемое рас-
пределение интенсивности I(β, γ), (β, γ)∈D являются 
постоянными: I0(σ, u) = 1, I(β, γ) = I. Элементы телес-
ных углов в координатах (σ, u) и (β, γ) несложно по-
лучить в виде dΩ = sin(u)dudσ и dΩD = cos(γ)dβdγ. В 
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силу симметрии достаточно задать отображение для 
одной восьмой части зеркала (при 
(σ, u)∈[0, π/4)×[0, u0)), которая должна формировать 
одну восьмую часть квадрата D1 = {(β, γ)|β∈[0, βd], 
γ∈[0, β]}. Определим отображение как в [12–16], из 
условия, что область [0, σ]×[0, u0] переходит в тре-
угольный сектор в области (β, γ), ограниченный пря-
мыми γ = 0 и γ = αβ (рис. 1). В этом случае закон со-
хранения светового потока примет вид: 

( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

0 0

0 0

sin d d 1 cos

1 cos
cos d d .

d

u

d

u u u

I I

σ

β αβ

σ = σ − =

− αβ
= γ γ β =

α

∫ ∫

∫ ∫
 (13) 

Линия σ = π/4, u∈[0, u0) должна переходить в ли-
нию γ = β, β∈[0, βd]. С учетом этого из (13) несложно 
получить:  

( ) ( ) ( )
( )

2

2

sin / 2
/ ,

4 sin / 2
d

d

αβπσ α = σ γ β =
α γ

 (14) 

где α = γ/β∈[0, 1]. Далее запишем закон сохранения 
светового потока внутри «сектора»: 

( )
( )

( )
0 0 0 0

sin d d cos d d
u

u u I
σ α β αβ

σ = γ γ β∫ ∫ ∫ ∫ . (15) 

Подставляя σ(α) в (15), получим: 

( ) ( ) ( )
( )0

sin / 2
, 2arcsin sin / 2

sin / 2d

u u
 γ

γ β =   γβ β 
. (16) 

Полученные уравнения (14), (16) задают связь 
между падающими и отраженными лучами. 

Для восстановления поверхности зеркала восполь-
зуемся уравнениями (5), (6), где e(β, γ) определяется 
уравнениями (12), (14), (16). В данном примере в ка-
честве контура интегрирования в (5) естественно вы-
брать прямую, соединяющую точки (0, 0) и (β, γ). В 
этом случае: 

( ) ( )
( )

( )
( )0

, ,
, d ,

1 , 1 ,
G

β  ∂ ∂β ∂ ∂γ
β γ = − + α β  − − 

∫
e p e p

e p e p
 (17) 

где α = γ/β. Согласно (5), (6), (16), восстановление од-
ного сечения зеркала, формирующего отрезок γ = αβ в 
сегменте квадрата D1, сводится к одномерному инте-
грированию выражения (17) вдоль указанного отрезка 
и подстановки полученного результата в (6).  

На рис. 2а показано зеркало, рассчитанное для 
формирования постоянного распределения интен-
сивности в квадратной области с угловым размером 
2βd = 40°. Размер зеркала по переменной u состав-
ляет u0 = 110°. Функции (14), (16) не удовлетворяют 
условию интегрируемости (4) [12, 18]. Поэтому 
рассчитанное зеркало будет формировать заданное 
распределение интенсивности с некоторой ошиб-
кой. На рис. 2б показано формируемое зеркалом 
распределение интенсивности при компактном изо-

тропном источнике с диаметром 0,08 мм. Распреде-
ление интенсивности было рассчитано в коммерче-
ской программе для светотехнических расчётов 
TracePro [19]. Полученное распределение является 
существенно неравномерным, относительное сред-
неквадратичное отклонение (СКО) от постоянного 
распределения интенсивности составляет 29,3 %. 
Это согласуется с данными работ [12, 18], в кото-
рых говорится об ограниченной применимости рас-
смотренного отображения в задаче расчёта зеркал. 
В частности, вид распределения на рис. 2б хорошо 
согласуется с видом распределения на рис. 2 в ра-
боте [18].  

Поскольку построенное отображение (14), (16) не 
удовлетворяет условию интегрируемости, то функция 
G(β, γ) определяется неоднозначно. В этом случае, 
как отмечено ранее, можно выбрать функцию G(β, γ) 
оптимальным образом из решения задачи минимиза-
ции функционала (7).  

а)  

б)  
Рис. 2. Зеркало, рассчитанное для формирования 

постоянного распределения интенсивности в квадратной 
области с угловым размером 40°. Размеры зеркала по осям 
координат:6,77×6,77×2,33 мм (а); формируемое зеркалом 

распределение интенсивности при компактном 
изотропном источнике с диаметром 0,08 мм (б). Источник 
показан точкой, расстояние от источника до вершины 

зеркала составляет 1 мм 

Определим функцию G(β, γ) в виде полинома:  

( ) ( )
0 ,

, , i j
ij

i j M

G P c
≤ ≤

β γ = β γ = β γ∑ , (18) 

где 2M – степень полинома. При этом задача миними-
зации функционала (7) сводится к минимизации не-
которой функции µ(c), где c – вектор из коэффициен-
тов полинома, характеризующей невязку между ле-
выми и правыми частями уравнений (3). Пусть 
(βm, γn), m, n = 1,…,N – некоторая сетка в области D1 
(одна восьмая часть квадрата). Выберем функцию 
µ(c) в виде:  
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, 1 , ,

2
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, 1 , ,

,

1 ,

,
,

1 ,

N
m n m nm n

m n m n m n

N
m n m nm n

m n m n m n

P

P

=

=

 ∂ ∂β∂
 µ = + −
 ∂β − 

 ∂ ∂γ∂
 − +
 ∂γ − 

∑

∑

e pc
c

e p

e pc

e p

 (19) 

где нижние индексы m, n обозначают значения соот-
ветствующих функций в узлах сетки (например, 
em,n = e(σ(βm, γn), u(βm, γn))). Несложно показать, что за-
дача минимизации (7), (18), (19) ( ( ) min)µ →

c
c  может 

быть решена с использованием линейного метода 
наименьших квадратов. Для исследования работоспо-
собности описанного оптимизационного подхода 
функция G(β, γ) была задана как полином степени 
2M = 16 на сетке из 1600 точек. На рис. 3 при 
(β, γ)∈D1 показана разность между функцией G(β, γ), 
рассчитанной по формуле (17), и функцией 
G(β, γ) = P(β, γ), найденной из решения задачи мини-
мизации (7), (18), (19). 

 
Рис. 3. Нормированная разность (G(β, γ) – Gapr(β, γ))/Gmax , 

где 
( )

( )
1

max
, D

G max G ,
∈

=
β γ

β γ  

Согласно рис. 3, функции G(β, γ) и Gapr(β, γ) 
наиболее сильно отличаются в окрестности диагона-
ли квадрата D (в окрестности прямой γ = β), где рас-
считанное распределение интенсивности (рис. 2) об-
ладает наибольшей неравномерностью. На рис. 4 
приведено формируемое зеркалом распределение ин-
тенсивности, рассчитанное для оптимизированной 
функции Gapr(β, γ). Данное распределение, по сравне-
нию с распределением на рис. 2б, является суще-
ственно более равномерным, СКО данного распреде-
ления от постоянного значения составляет 10,2%. 
При этом само зеркало визуально неотличимо от зер-
кала на рис. 2а. В среднем разница между формами 
поверхностей составляет единицы микрон, макси-
мальное отклонение – 25 микрон.  

Таким образом, при восстановлении формы по-
верхности зеркала целесообразно осуществлять ите-
рационную коррекцию функции G(β, γ). Это позволя-
ет значительно улучшить качество формируемого 
распределения при минимальных затратах (задача 

минимизации (7), (18), (19) решается с использовани-
ем линейного метода наименьших квадратов). Для 
дальнейшего улучшения качества формируемого рас-
пределения освещённости могут быть использованы 
итерационные методы, основанные на процедуре 
трассировки лучей.  

 
Рис. 4. Распределение интенсивности, формируемое 
зеркалом при оптимизированной функции Gapr(β, γ) 

Заключение 

Разработан новый метод восстановления формы от-
ражающей (преломляющей) поверхности по заданному 
отображению. Метод основан на представлении по-
верхности в виде огибающей двухпараметрического се-
мейства параболоидов (случай отражающей поверхно-
сти) или эллипсоидов (случай преломляющей поверх-
ности). Выбранное представление сводит задачу расчета 
формы оптической поверхности к восстановлению 
функции по полному дифференциалу. При невыполне-
нии условия интегрируемости предложен итерацион-
ный подход к восстановлению поверхности зеркала. 
При этом расчет поверхности сводится к линейному ме-
тоду наименьших квадратов. Предложенный метод 
(аналитический и итерационный варианты) проиллю-
стрирован на примерах расчёта зеркал для формирова-
ния постоянного распределения интенсивности в квад-
ратной области в дальней зоне. Результаты расчета по-
казывают, что предложенный итерационный подход 
позволяет получить распределение хорошего качества 
при невыполнении условия интегрируемости без ис-
пользования сложных итерационных процедур.  
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ON OPTICAL SURFACE RECONSTRUCTION  
FROM A PRESCRIBED SOURCE-TARGET MAPPING 

L.L. Doskolovich  1,2, E.S. Andreev 1,2, M.A. Moiseev 1,2  
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Abstract  
A new optical surface reconstruction technique in the source-target mapping method is pro-

posed. The technique is based on the representation of the surface as an envelope of a parametric 
family of paraboloids (ellipsoids). Using such a representation, the calculation of the optical sur-
face is reduced to solving a complete differential equation without regard for the coordinate sys-
tem. By way of illustration, mirrors that generate uniform intensity distributions in a square region 
are designed. Simulation of the design examples shows high performance of the proposed tech-
nique: it allows us to obtain good-quality intensity distributions even with violation of the integra-
bility condition. 
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