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Введение 
Дифракционные оптические элементы (ДОЭ) при-

меняются для миниатюризации и облегчения оптиче-
ских систем. Кроме того, они позволяют сформировать 
световые пучки с такими свойствами, которые невоз-
можно получить с помощью классических элементов 
рефракционной оптики. Однако ДОЭ характеризуются 
существенной хроматической аберрацией, которая 
может как негативно, так и позитивно сказываться в 
системах формирования изображений [1–5]. 
Классические линзы и зеркала сложно использовать 

в некоторых устройствах из-за большого размера. Кро-
ме того, формирование сложных комплексных распре-
делений лазерных полей невозможно выполнить с по-
мощью классических рефракционных элементов. Одна-
ко эта задача очень хорошо решается с помощью 
средств дифракционной оптики. ДОЭ, учитывающие 
волновую природу света, успешно выполняют преобра-
зование лазерного излучения в практически произволь-
ное амплитудно-фазовое распределение [6, 7]. 
Основное свойство ДОЭ – использование явления 

дифракции для изменения направления распростра-
нения световых лучей. Дифракционные элементы 
разбивают световой луч на множество лучей, каждый 
из которых перенаправляется под разными углами. 
Для разных длин волн будет разным угол дифракции, 
что и является причиной хроматического дисперсион-
ного эффекта [8, 9]. Негативное влияние такого эффек-
та сказывается как в изображающих [1, 2, 4], так и фо-
кусирующих [10, 11] системах, содержащих ДОЭ. Для 
компенсации хроматизма ДОЭ часто предлагают ис-
пользовать гибридные системы, т.е. сочетание рефрак-
ционных и дифракционных элементов, обладающих 
противоположным хроматизмом [8, 9, 12, 13]. 
Некоторые ДОЭ могут сочетать в себе свойства 

как дифракционных, так и рефракционных линз. 
Примером могут служить так называемые гармониче-
ские дифракционные элементы, где дифракционные и 
рефракционные свойства линзы зависят от приведе-
ния фазы к различным интервалам [14–16]. Гармони-
ческим интервалом называется приведение фазы к 
уровню 2πN. Очевидно, чем больше значение N, тем 

ближе свойства гармонического ДОЭ к рефракцион-
ному элементу. Однако изготовление таких элемен-
тов сталкивается с технологическими сложностями, 
так как в этом случае требуется глубокое травление. 
Поэтому желательно найти некоторый компромисс 
между необходимостью увеличения гармонического 
интервала с целью преодоления хроматизма и воз-
можностями технологического процесса изготовле-
ния оптического элемента. 
В данной работе выполнено исследование функ-

ции рассеяния точки гармонической дифракционной 
линзы, освещаемой немонохроматическим излучени-
ем с использованием гибридного геометрооптическо-
го и волнового подхода. 

1. Расчёт пятна рассеяния для точки,  
лежащей на оптической оси 

Рассмотрим непараксиальную дифракционную 
линзу, функция эйконала которой имеет вид  

( ) 2 2r f rϕ = − + , (1) 

где f – фокусное расстояние линзы, r – полярная ко-
ордината точки на апертуре.  
Пусть на эту линзу падает плоский пучок немоно-

хроматического света с длинами волн в интервале 
λ1 ≤ λ ≤ λ2. Оценим размеры функции рассеяния точки 
в зависимости от длины волны.  
Будем считать, что дифракционный элемент изго-

товлен в виде гармонической линзы [14–16] с высо-
той рельефа λ0N для базовой длины волны λ0. Такой 
оптический элемент можно локально представить в 
виде дифракционной решётки с периодом [17]:  

0( ) (d ( ) / d )d N r r= λ ϕ , (2) 

где N – порядок гармоничности.  

Луч, падающий параллельно оптической оси, при 
падании на эту дифракционную решётку отклоняется. 
Наклон луча α к оптической оси равен  

( ) ( )m dα λ = λ , (3) 

где m – порядок дифракции.  
Подставляя выражение (2) в (3), получаем  
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ϕλ  α λ =  λ  
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Пусть луч исходит из точки r, тогда в фокальной 
плоскости зависимость радиальной координаты при-
хода rm, N луча от координаты входа r имеет вид (см. 
Приложение A):  

( )
1
22 2

2
0 0

1 .m N

m m f
r r f

N N r

−

,

   λ λ     λ = − − +      λ λ      

 (5) 

Теперь найдём выражение для интенсивности, ис-
ходя из закона сохранения энергии. Закон сохранения 
энергии по лучевым трубкам имеет вид  

( ) ( ) ( )0d dm NI r I r r r, ρ ρ ,λ ρ = , (6) 

где ρ – координата прихода луча.  
Таким образом, интенсивность в точке прихода:  

( ) ( ) ( )0 ( )(d d )m NI I r r r r, ρ = ρ ,λ ρ . (7) 

В интегральной форме выражение (7) можно за-
писать следующим образом: 

( ) ( )
( ) ( )( )0

0
d

R

m N m N

m N

I r
I r r r r

r r, ,
,

ρ,λ = δ ρ − ,λ
, λ∫ . (8) 

Пусть P(λ) – спектральная плотность падающего 
света, тогда распределение энергии в пятне в дифрак-
ционном порядке с номером m выражается следую-
щим образом  

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
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Для получения общего выражения для интенсив-
ности необходимо провести суммирование по всем 
порядкам  
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∑ ∫ ∫
 (10) 

где Cm, N(λ) – доля энергии в дифракционном порядке 
с номером m. 
В реальных расчётах выражение для функции Ди-

рака заменяется её конечной аппроксимацией  

( ) 2 2(1 2 )exp(- 2 )x xδ = πσ σ , (11) 

параметр σ выбирается в зависимости от размера де-
тектора 6σ = ∆, где ∆ – размер детектора. 

2. Расчёт пятна рассеяния для внеосевой точки 
Рассмотрим изображение внеосевой точки с коор-

динатами (u,v). В этом случае выражение для распре-
деления интенсивности пятна рассеяния выражается 
формулой  

( ) ( ) ( ) ( )0 , , , d d ,I x y I x x y y , = ξ η δ − ξ η , − ξ η ξ η ∫  (12) 

где I0(ξ, η) – интенсивность, формируемая внеосевой 
точкой на линзе, (ξ, η) – декартовы координаты на лин-
зе, (x, y) – декартовы координаты в точке наблюдения; 
x(ξ, η), y(ξ, η) – лучевое соответствие между точками на 
линзе и точками в плоскости наблюдения.  

Расчёт функции лучевого соответствия 
Пусть на дифракционную линзу в точке с коорди-

натами (ξ, η) падает луч с направляющим вектором s0. 
После прохождения ДОЭ направление луча будет: 
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∂ϕ ξ ηλ  ξ η = ξ η +  λ ∂ξ 

∂ϕ ξ ηλ  ξ η = ξ η +  λ ∂η 

ξ η = − ξ η − ξ η

 (13) 

где ϕ(ξ, η) – функция эйконала ДОЭ. Для непаракси-
альной дифракционной линзы она имеет вид  

( ) 2 2 2, LFϕ ξ η = − ξ + η + , (14) 

где FL – фокусное расстояние линзы дифракционной 
линзы.  
Координаты прихода луча в плоскость наблюде-

ния имеют вид  
,x y zx s L y s L F s L= ξ + , = η + = , (15) 

где L – расстояние от точки выхода луча до точки 
прихода луча в плоскости наблюдения, F – расстоя-
ние от линзы до точки наблюдения.  
Таким образом, лучевое соответствие между точ-

ками на линзе и точками в плоскости наблюдения 
имеет следующий вид: 

( ) ( ), ( ) , ( )x z y zx s s F y s s Fξ η = ξ + , ξ η = η + . (16) 

Направление падающего луча на линзу  
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где F0 – расстояние от точки с координатами u, v до 
линзы. 
Интенсивность на входе определяется выражением  

( ) ( )
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, ,λ
ξ η λ =

ξ − + η − +
, (18) 

где P(u, v, λ) – определяет яркость точки.  
В результате получаем выражение для функции 

рассеяния точки  
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∑ ∫ ∫ ∫

 (19) 

Для уменьшения вычислительной трудоёмкости 
сделаем замену переменных  

0 0( )( ), ( )m N N mθ = λ λ λ = λ θ . (20) 
Тогда 
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Функции лучевого соответствия: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

2 2

,
, , ,

,
, , ,

, , 1 , , , , .

x x

y y

z x y

s s

s s

s s s

∂ϕ ξ η
ξ η,θ = ξ η + θ

∂ξ
∂ϕ ξ η

ξ η,θ = ξ η + θ
∂η

ξ η θ = − ξ η θ − ξ η θ

 (23) 

Коэффициенты дифракции на ДОЭ в рамках ска-
лярной теории (см. Приложение Б): 
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(24) 

Тогда интеграл (21) равен  
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После упрощений и с учетом набора гармониче-
ских длин волн (см. Приложение Б) получаем:  
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где θmin = (λmin/λ0)(mmin/N), θmax = (λmax/λ0)(mmax/N). 

3. Результаты численного моделирования 

Для расчета функции рассеяния осевой и внеосе-
вых точек гармонической непараксиальной дифрак-
ционной линзой были выбраны следующие парамет-

ры: фокусное расстояние линзы – 27 мм, диаметр 
линзы – 10 мм, базовая длина волны – λ0

 = 550 нм, 
N = 10, расстояние от объекта до линзы – 50 м, рас-
стояние от линзы до плоскости изображения – 27 мм. 
Рассматривалось изображение линзой (14) точеч-

ных объектов на оси и под углами 5°, 10° и 15° для 
диапазона длин волн λ14

 = 392 нм ≤ λ ≤ λ5
 = 1100 нм. 

Также для сравнения были рассчитаны аналогич-
ные функции рассеяния точек для параболической 
линзы, эйконал которой имеет вид: 

( ) 2 2 2, ( 2 )LFϕ ξ η = − ξ + η . (27) 

На рис. 1 показаны сравнительные графики гори-
зонтальных сечений в центральной части полихрома-
тических (в указанном выше диапазоне длин волн) 
функций рассеяния точек, находящихся под разными 
углами к оптической оси (точечная линия соответ-
ствует сферической линзе, а сплошная линия – пара-
болической линзе). На рис. 2–4 также показаны соот-
ветствующие изображения функций рассеяния точек, 
из которых видно, что для внеосевых точек наблюда-
ется функция рассеяния в виде комы. При этом в го-
ризонтальном направлении искажения больше, чем в 
вертикальном. Таким образом, оценки размера функ-
ции рассеяния точки по горизонтальному сечению 
являются оценками сверху.  
Как видно из рис. 1, для осевой точки размер по 

уровню полуспада интенсивности минимальный и со-
ставляет 4 мкм (при размере дифракционного предела 
1,5 мкм), а для внеосевых точек – 19 мкм (при 5°), 
84 мкм (при 10°), 172 мкм (при 15°). Это соответствует 
угловому разрешению 29′′ для осевых точек, 2,3′ для 
точек под углом 5°, 10,3′ для точек под углом 10° и 20,6′ 
для точек под углом 15° (следует отметить, что 1′ на 
расстоянии 1 км до объекта соответствует 0,3 м). Таким, 
образом, наблюдается сложная зависимость разрешения 
оптической системы от угла наблюдения объекта. 
На рис. 2 показаны изображения функций рассея-

ния осевой точки сферической линзы (первая строка) 
и параболической линзы (вторая строка) для выбо-
рочных длин волн и усредненной по длинам волн.  
На рис. 3 и 4 показаны аналогичные изображения 

для внеосевой точки, расположенной под углом 5° и 
10° соответственно. 
Из сравнения действия сферической и параболи-

ческой линз (рис. 1–4) следует, что сферическая лин-
за имеет более гладкую функцию рассеяния точки, 
что приводит к меньшим хроматическим эффектам 
для изображений внеосевых точек.  

Заключение 
В работе для исследования функции рассеяния 

точки гармонической дифракционной линзы при 
освещении немонохроматическим излучением был 
использован гибридный луче-волновой подход. В от-
личие от обычного лучевого метода в рассмотренном 
подходе учитывается дифракционная структура оп-
тического элемента, но в то же время, в отличие от 
полностью волнового метода (интегралов Кирхгофа, 
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Рэлея–Зоммерфельда), рассмотренный подход требу-
ет меньших вычислительных ресурсов. 
Расчёты функций рассеяния точки, расположен-

ной под различными углами к оптической оси, пока-
зали, что в непараксиальном случае наблюдается 
сложная зависимость разрешения оптической системы 
от угла наблюдения объекта. 

Сравнение рассчитанных функций рассеяния точ-
ки в непараксиальном режиме сферической и парабо-
лической линз показало, что сферическая линза имеет 
более гладкую функцию рассеяния точки, что может 
быть полезно для алгоритмов восстановления изоб-
ражений. 

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 1. Графики горизонтальных сечений в центральной части (точечная линия соответствует сферической линзе,  

а сплошная линия – параболической линзе), полихроматической функции рассеяния точки,  
находящейся к оптической оси под углом: 0°(а), 5° (б), 10° (в) и 15° (г) 

 

     

    
 а)  б)  в)  г) 

Рис. 2. Изображения (размер 37мкм×37 мкм) функций 
рассеяния осевой точки сферической линзы (первая строка) 
и параболической линзы (вторая строка) для выборочных 
длин волн a) 1100 нм, б) 550 нм, в) 392 нм и г) усредненной 

по длинам волн 

    

    
 а)  б)  в)  г) 

Рис. 3. Изображения (размер 125 мкм×125 мкм) функций 
рассеяния внеосевой точки, расположенной под углом 5°, 

сферической линзы (первая строка) и параболической линзы 
(вторая строка) для выборочных длин волн a) 1100 нм, б) 

550 нм, в) 392 нм и г) усредненной по длинам волн 

    

    
 а)  б)  в)  г) 
Рис. 4. Изображения (размер 275 мкм × 275 мкм) функций 
рассеяния внеосевой точки, расположенной под углом 10°, 
сферической линзы (первая строка) и параболической линзы 

(вторая строка) для выборочных длин волн a) 1100 нм, б) 
550 нм, в) 392 нм и г) усредненной по длинам волн 
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Приложение A. Расчёт точки прихода луча 

Пусть луч исходит из точки r, тогда в фокальной 
плоскости радиальная координата точки прихода луча  

( )m Nr r L, = + α λ ,  (A1) 

где 
2 2

,m NL r r f 
 
 

= − + .  (A2) 

Подставляя в (A1) вид α(λ) из (4), взяв предвари-
тельно производную от функции эйконала (1), получим: 

2 2

2 2
0

m N

m N

r r r fm
r r

N r f

 
 , 

,

− +λ  = −  λ   +
. (A3) 

Производя преобразования: 
22 2

2 2 2
2

0
m N m N

r f m
r r r r f

Nr

 
    
   , ,    

 

 + λ  − = − +  λ   
, (A4) 
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r r f

N Nr
 
 , 

    + λ λ    − − =       λ λ       

, (A5) 
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     λ λ     − − + =       λ λ          

, (A6) 

окончательно получим: 
1

2 22

2
0 0

1m N

m m f
r r f

N N r

−

,

   λ λ     − = − +     λ λ        

. (A7) 

Приложение Б. Расчёт коэффициентов дифракции 
на ДОЭ в рамках скалярной теории 

Высота рельефа для ДОЭ в общем случае выража-
ется формулой  

( ) ( )2 00

1 2
Nmod k xN

h x H
n N

π ϕλ=   − π 
,  (Б1) 

где H(x) – функция нелинейного предыскажения, опре-
делённая на интервале [0, 1]. Значение функции лежит 
также в этом интервале. В простейшем случае H(x) = x. 
Комплексная амплитуда поля в плоскости, приле-

гающей к данному ДОЭ, при освещении излучением 
с длиной волны λ будет иметь вид  

( )2 00
mod

exp 2
2

Nk x
i N H

N
π

  ϕλ π ⋅   λ π   
. (Б2) 

Рассмотрим теперь функцию  

( ) ( )0exp ( )2G x i N H x = λ λ π ⋅   (Б3) 

и разложим её в ряд Фурье  

( ) ( )exp 2m
m

G x T imx= π∑ . (Б4) 

Коэффициенты Фурье имеют вид  

( ) ( )1

00
exp 2 exp ( )2 dmT imx i N H x x = − π λ λ π ⋅ ∫ . (Б5) 
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В простейшем случае  

( ) [ ]1

00
exp 2 exp ( )2 dmT imx i Nx x= − π λ λ π∫ . (Б6) 

После взятия интеграла (Б6) и преобразований: 
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 (Б7) 

В результате получаем  

0 0exp .m

N N
T i m SINC m

   λ λ   = π − π −      λ λ      
 (Б8) 

Обозначим 
2

m N mC T, = . (Б9) 

Окончательно получаем выражение для коэффи-
циентов дифракции 

( ) ( )2
0( ) 1 .m NC SINC m N m,  λ = π λ λ −   (Б10) 

Это выражение принимает максимальное значение 
при 

0N mλ = λ . (Б11) 

Выражение (Б11) позволяет рассчитать набор 
длин волн, при которых линза будет формировать 
изображение так же хорошо, как и для базовой длины 
волны. 
Например, пусть λ0 = 550 нм, N = 10. 
Рассчитаем длины волн, которые принадлежат ви-

димому диапазону и для которых осуществляется фо-
кусировка точно в фокальной точке. Эти «гармониче-
ские» длины волн занумерованы в соответствии с 
дифракционными порядками: 

λ5 = 1100 нм, λ6 = 917 нм, λ7 = 786 нм, λ8 = 687 нм, 
λ9 = 611 нм, λ10 = 550 нм, λ11 = 500 нм, λ12 = 458 нм, 
λ13 = 423 нм, λ14 = 392 нм, λ15 = 367 нм. 
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GEOMETRIC-OPTICAL CALCULATION OF THE FOCAL SPOT OF A HARMONIC DIFFRACTIVE LENS 
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Abstract 
The work is devoted to the study of the point spread function of a harmonic diffractive lens 

illuminated by non-monochromatic radiation using a hybrid geometrical and wave optics approach. 
Keywords: geometric optics, harmonic diffractive lens, point spread function, chromaticism. 
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