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Abstract 
In this article we study the virtual waiting times parametric model Kleinrock. The analysis is 

the development of the idea of the probabilistic interpretation of the integral equation Takacs and 
nested Markov chains. In the derivation of the main results, we use the method of introducing an 
additional event, regardless of when the operation of the system assumes that the system receives a 
Poisson flow of disasters and the Laplace transform is given a probabilistic sense. Further, the unit 
of analysis is based on the formula of total probability. 

Keywords: queueing theory, probability theory, stochastic process, distribution function of 
the waiting time, the inflow period of employment. 

 
Актуальность работы 
Бурное развитие компьютерных систем диктует необходимость разработки и изучения 

их математических моделей. 
По мнению известного в области вычислительных системам Л. Клейнрока  

“применения теории очередей для анализа распределения ресурсов и решения задач о 
потоках данных в вычислительных системах является, по-видимому, единственным 
доступным специалистам по вычислительной технике методом, позволяющим понять 
сложные связи в таких системах”. 

Для применений перспективным считается анализ параметрических дисциплин в 
системах массового обслуживания (или системах очередей). Разработчик реальной 
вычислительной системы подбирает параметры так, чтобы адекватно описать ситуацию. 
В первую очередь ему важны “богатство” дисциплины и простота технической реализации. 
Для специалиста в области математического моделирования выбор дисциплины и модели 
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определяют аппарат анализа и сложность аппарата. Для обоих на этапе разработки 

приемлема модель модель MrGr1∞.   
 

Модель MrGr1∞. В систему массового обслуживания с ожиданием поступают r  

независимые пуассоновские потоки 1-вызовов, …, r -вызовов с параметрами  raa ,,1    

соответственно. Длительности обслуживания вызовов независимы, не зависят от процесса 

поступления и для k -вызовов, , имеют функцию распределения ),(xBk  0)0( kB .   

Теория модели MrGr1∞ с классическими приоритетными дисциплинами глубоко 
разработана ([1-7]). 

Параметрическую дисциплину строят таким образом, чтобы её “предельными” 
случаями были: дисциплина относительных или абсолютных приоритетов и FIFO (first input 
– first output) или LIFO (last input – first output). Выбор параметров приоритета дает 
возможность регулировать степень предоставляемого преимущества различным потокам. 

В рамках модели MrGr1∞ были разработаны различные параметрические 
дисциплины [1,7-15]). 

Дисциплина Клейнрока задается следующим образом: поступивший в момент 0  в 

модель k -вызоу, rk ,1 , в момент t  присвоивают приоритет 

0...   где),()( 21  rkk bbbtbtq  -параметры модели. После очередного 

завершения обслуживания из очереди на прибор выбирается вызов с наибольшим 
приоритетом.  

Дисциплина Клейнрока является )1( r  - параметрической дисциплиной и зависит от 

отношений   1,1,1  rkbb kk . Частные случаи 

  1,1,      и... 121   rkbbbbb ккr , соответствуют дисциплинам FIFO 

(first input - first output)  и относительных приоритетов  c  дисциплиной FIFO внутри 
потоков. 

Главная характеристика – виртуальное время ожидания )(twk  k -вызова в момент t , 

rk ,1 , являющаяся аналогом “времени реакции” в вычислительных системах. 

С величиной  )(twk , rk ,1 , 0t , тесно связан период занятости  )(uTk  с 

задержкой  u , со скоростью роста приоритета 1kb . )(uTk  начинается с задержки  u , в 

начале которой вызовы в модели отсутствуют и за которую вызовы накапливаются, но не 
обслуживаются. 

Он определяется следующим образом. 
Пусть:  - случайное число обслуженных вызовов за общий период занятости модели с 

задержкой u ; внутри него ttttu  210  - последовательные моменты 

окончаний задержки и обслуживаний вызовов. 

Полагаем ,)( nk tuT   0n , если при  1,0  nm  ( 1,0  -пусто) в моменты 0mt  и 

0nt   в модели имеются и отсутствуют вызовы с приоритетом соответственно больше 

mk tb 1  и  nk tb 1 . 

Сформулируем основные результаты работы. 

Пусть )(sk , rk ,1 , 0s  - минимальный по абсолютному значению корень среди 

корней )(sxx  функционального уравнения 
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Теорема 1. При любых  0,,01  rss    и  1100  ruuu    справедливо 

равенство    

),))...))((((exp(

))(exp(

1

1

11111

1

1



















r

n

nnrrnnnn

ii

r

i

i

uusysysm

uTsE



         (2)             

где Е – знак математического ожидания.  В дальнейшем обозначения для дисциплины 
относительных приоритетов отличаются от обозначений для дисциплины Клейнрока 

дополнительным верхним индексом 0. Например, функции )(o sk , )(o syk , )(o smk , 

rk ,1 , ki ,1 , 0s , как и многие другие, те же, что и выше, если положить 0)/( ji bb  

при  rij 1 . 

Аналог Теоремы 1. при дисциплине относительных приоритетов получен ранее в [3]. 

Теорема 1*. При любых   0,,01  rss    и  1100  ruuu        справедливо 

равенство   
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где )(0 uTk ,    1,1  rk ,  0u  , - период занятости обслуживанием  k,1  - вызовов 

(1-вызовов, …, k -вызовов) с задержкой  u .   

Пусть )(tv
k

, rk ,1 , 0t , есть )(twk  без времен обслуживания тех 1,1 k  - 

вызовов, которые поступили в модель после момента t  и обслужены до момента   

)(twt k . 
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Нами показано, что для траекторий процесса  0.:))(,),(( 1 ttvtv r  справедливы 

неравенства  ),()(
1

tvtv
r

  0t , и справедливо равенство 

  ))),((,)),((),(())(,),(),((
121121

tvTtvTtvtwtwtw
rr

d

r 
   0t ,             (3)   

где при каждом rk ,1  процессы )(1 kT  и  )(tv
k

 независимы. Символ d указывает 

на совпадение функции распределения обеих частей случайного равенства. 

При 1,1  rn  и  sn≥0 обозначим   
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Из (3) и Теоремы 1. выводится 

Ключевое уравнение. При любых  rss ,,01  0  и 0t  справедливо равенство 
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При дисциплине относительных приоритетов, как правило, используют условное 

виртуальное время ожидания  rktwк ,1),(
0

 , 0t , k -вызова в момент t  при условии 

прекращения с момента t доступа вызовов в модель. Очевидно, что rktvtw kк ,1),()( 00
 , 

t≥0. 
Известно, что при s1≥0,…, sr≥0 и t≥0  [8] 
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Пусть duuP )( , 0u  - вероятность свободного состояния прибора в ),[ duuu  , а 

)(tw , 0t ,- суммарное время обслуживания вызовов, находящихся в очереди в момент  t , 

плюс  остаточное время )(0 tw . )(0 tw , 0t , равно части обслуживания вызова на приборе 

в момент t  до завершения обслуживания и нулю, если в момент  t   прибор свободен.  

Величины )(tP   и ),(tw  0t , инвариантны в классе консервативных дисциплин 

модели MrGr1∞ и определяются из уравнений [16] 
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Теорема 2.  При любых rk ,1 ,   0s , 0t   справедливы равенства 
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Докажем Теорему 1, чему предпошлем 
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Из (9) и (11) следуют первые неравенства (10). Из теории уравнений типа (5) вводной 

главы [16]  следует   10 k  при 11 k  и   10 k  при 11 k . Тогда из первых 

неравенств (10) заключаем   ,,1,10 kii   откуда следуют вторые неравенства (10) и  

       ,,1,,1,1000 kiijm jijji    

что влечет третьи неравенства (10). 

Замечание 1 . Если 1 kk bb  при некотором 1,1  rk , то     0,1   ttwtw kk . 

Поэтому потоки k-вызовов   и (k+1)-вызовов можно объединить в пуассоновский поток с 

параметром 1 kk aa  и с функцией распределения времени обслуживания  
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Поэтому без ограничения общности считаем   

0...21  rbbb    (см. (11)). 

Если задержка u в Tk(u) случайна с функцией распределения 

      xBaxB i
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kikk 



1

/   и   kixBi ,1,  , где u и Tk(·) независимы, то Tk(u) 

соответственно обозначаем Tk и Tik . 
Введением дополнительных событий устанавливаем формулы 

    0,1,1,,1,, 


srkkiEesEes ikk sT
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Процесс    1,1,0:  rkuuTk ,- сложный пуассоновский процесс [ 2 3 ] . 

Следовательно, случайный процесс   ,1,1,  rkuT kk  110 ...0  ruuu , 

представим в виде суммы независимых процессов 
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k ,1,  , одинаково распределены с  uTk . Далее, для вектор-процесса 

(8) справедливо аналогичное представление 
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При ij ,1  и фиксированных 121 ,...,, ruuu  величина 
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Докажем Теорему 1.  

Рассмотрим последовательность моделей 1kk GM , 1,1  rk , в k-той из которой 

параметр i-вызовов, ki ,1 , равен aik , а функция распределения обслуживания – Bi(x). 

Пусть  uT
k

0
- период занятости с задержкой u  в k-той модели, 0,1,1  urk . 

Функционирование моделей начинаем с неслучайной задержки 0u  и рассмотрим  

вектор       uTuTuT
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000
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, у которого каждая компонента – часть последующих. 

При 0u покажем, что  
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Доказательство (13) проводится аналогично одномерному аналогу (13) (см.[3]). 

Покажем, что при 11011 ...0 и  0,...,0   rr uuuss  
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приводящие к (14). 
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Вопрос сводится к вычислению функций 
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Величины  uT
k

0
 инвариантны в последовательности моделей, rk ,1 . 

Выберем «подходящую» для вычислений консервативную дисциплину. При переходе от k-

той модели  к  1k -ой к потокам 1-вызовов, …, k-вызовов с параметрами 

kkk aa ,...,1 присоединяются дополнительные независимые пуассоновские потоки 1-вызовов, 

…, k-вызовов,  1k -вызовов с параметрами 

111111 ,,...,   kkkkkkkk aaaaa соответственно. Эти поступающие и необслуженные за 

 uT
k

0
 вызовы будут обслужены за  uT

k

0

1
. Их мы называем дополнительными в k-той 

модели. 
Предполагаем, что дополнительные в k-той модели вызовы обслуживаются в 

    uTuT
kk
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1
,


по дисциплине  LIFO (last input – first output). 

Консервативная дисциплина описана. 

С дополнительным в k-той модели i-вызовом, 1,1  ki , связываем  1, ki -цикл, то 

есть промежуток времени, начинающийся с обслуживания этого i-вызова (в свободной от 
вызовов (k+1)-ой модели) и завершающийся освобождением (k+1)-ой модели от вызовов. 

 1, ki -цикл одинаково распределен с 1ikT  и различные циклы, как с различными, 

так и с одинаковыми i, независимы. 
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Пусть независимо от функционирования последовательности моделей поступают s1-
катастрофы, …, sr-1-катастрофы, образующие независимые пуассоновские потоки с 

параметрами 0,...,0 11  rss  соответственно. 
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 uT
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не наступают sk-катастрофы, mk ,1  ). 

Отсутствие sm-катастроф за    uTuT
mm

00

1
  означает, что за циклы, связанные с 

дополнительными в (m-1)-ой модели вызовами, не наступает sm-катастрофа. За отдельно 

взятый (i,m)-цикл, mi ,1 , вероятность наступления sm-катастрофы равна  mim s1 , а 

поток дополнительных в (m-1)-ой модели i-вызовов, за (i,m)-циклы которых наступает sm-

катастрофа, - пуассоновский с параметром    1imim aa    mim s 1  при 

  1,1   mi и    1  mmmmm sa  mi   при . Следовательно, при 

0,...,0,0,1,1 1  mssurm  
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откуда следует (15). Здесь P- знак вероятности, Е( /А)- условное математическое 

ожидание случайной величины   при осуществлении события А. 

При 0,...,0,0 11  rssu  формула  
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при 2r  известна [3], а в общем случае шаг за шагом от 1  до  1  mrm  

выводится из формулы понижения (15). В частности, при  

0  и  1,1,0,...,0,0... 111   urnssss rnn  из нее следует  
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Из (14) и (16) заключаем, что Теорема 1. будет доказана, если справедливо равенство  

         ,0,2,1,......21  srnsyyysm nn , 

или  

    symsm nnn 11   , 

или (после несложных преобразований) 
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    . (17) 
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Докажем (17). Пусть задержка u в  uTn
0

1  есть случайная величина  1n  с функцией 

распределения   xB n 1 , не  зависящая от  
0

1nT . Произведем выкладки, используя 

формулу (15) при 0,2,1  srn  и учитывая равенства  
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откуда следует (17). Здесь случайные величины  n  и ,1,1,  nii  имеют 

функции распределения     xBxB in   и  , а       
0

1    
0   и,  и  ninn TT    независимы.  

Замечание 2. Обсуждение и Теорема 1. показывают, что  
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Перейдем к виртуальных времен ожидания wk(t), k= r,1 , t0, в модели Клейнрока. 

Анализ производится двумя методами: 
а) Развитием идеи вероятностной интерпретации интегрального уравнения Такача; 
б) Предлагаемым нами и апробированным в [14] на дисциплине относительных 

приоритетов модели 1rr GМ  новым методом. 

Опишем суть нового метода. 

При каждом k= 1,0 r  обозначим через   0,,1,  trkjtkj , суммарное время 

обслуживания j-вызовов, находящихся в очереди в момент t, которые обслужены после 
момента t+wk(t). 
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При дисциплине относительных приоритетов   0,,1,,1,  trkjrktkj , 

совпадает с суммарным временем обслуживания всех j-вызовов, находящихся в очереди в 

момент t, т.е. не зависит от k:    tt jkj
00

    . 

Все (k+1)-вызовы, k= 1,0 r , находящиеся в очереди в момент t, имеют приоритет 

больше, чем виртуальный в момент t (k+1)-вызов. Поэтому они будут обслужены за 

    twttwt k 10 ,  . 

Часть из них включается в vk(t), а суммарное время обслуживания остальных равно 

 tkk   1  при k= 1,1 r . 

При k=0 все (k+1)-вызовы (т.е. 1-вызовы) из очереди в момент t включаются в  tkk   1 . 

При заданном k= 1,0 r  ясно, что суммарное обслуживание j-вызовов, j= rk ,2 , 

которые будут обслужены за 

    twttwt kk 1,   

(т.е. принадлежат vk+1(t)), равно    tt kjkj 1     . 

Из определения следует, что величина vk+1(t), k= 1,0 r , складывается из vk(t) и из 

обслуживаний всех вышеперечисленных  rk ,1 -вызовов. Следовательно, при k= 1,0 r  

для траектории вектор-процесса (5) справедливо равенство 
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jkjkkkk ttttvtv
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1k      11 )()()(  , t≥0, 

или 
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kjkr ttvtwtv
1

   , t≥0. 

Отметим, что величина 

ζk(t)=     


 
r

kj

jkjkk ttt
2

1k      1 )(   

есть суммарное время обслуживания rk ,1 -вызовов, находящихся в очереди в 

момент t, которые обслужены за     twttwt kk 1,  . 

В случае относительных приоритетов эти равенства при k= 1,0 r  приобретают виды  

    )(0
1

00

1 ttwtw kkk    , t≥0, 

и 

     twtwtw kr

00
  




r

kj

j t
1

0 , t≥0, 

где    tt kk
0

1
0

 . 

При переходе от относительных приоритетов к дисциплине Клейнрока усложнение 
анализа (любым методом), образно говоря, сравнимо с трудностями в теории суммирования 
независимых случайных величин при переходе от последовательностей к схемам серий. 

Новый метод записывает вышеприведенные равенства в терминах преобразований 
Лапласа-Стилтьеса и технически реализуется с помощью приема введения дополнительных 
событий. 

Докажем Теорему 2. 
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Пусть независимо от функционирования модели наступают катастрофы, образующие 

пуассоновский поток с параметром s≥0. Любой j-вызов, j= r,1 , называем “хорошим”, если за 

его обслуживание не наступает катастрофа. 

Зафиксируем k= r,1  и при t≥0 рассмотрим события: 

Аk(t)=(за (0,t) поступали лишь хорошие k,1 -вызовы); 

Вk(t)=(за (0,t) и за vk(t) не наступали катастрофы).  
Тогда при t≥0, s≥0 

     








 


tsatАР
k

i

iik

1

1exp  ,     tsvetBР k
st

k , 
. (18) 

Так как    tBtА kk  , то справедливо равенство 

        )(tBtАРtBРtАР kkkk  , t≥0,  (19) 

где С  есть дополнение события С. 

Выполнение события Аk(t)∩ )(tВk  необходимо влечет наступление первой 

катастрофы: 
1. Либо за (0,t) в момент, когда модель свободна от вызовов; 

2. Либо за (0,t+w0(t)), когда некоторый j-вызов, j= rk ,1 , находился на приборе; 

3. Либо за (t+wn-1,t+wn(t)), n= k,1 , когда некоторый j-вызов, j= rk ,1 , находился на 

приборе, без учета времен обслуживания 1,1 j -вызовов, которые поступили в модель 

после момента t и обслужены до начала обслуживания данного j-вызов. 

Определим события Rk(t),Rj k(t),Rn j k(t),j= rk ,1 , n= k,1 , t≥0, как пересечение Аk(t) с 

несовместимыми событиями Fk(t), Fjk(t), Fn j k(t), описанными в 1.,2.,3. соответственно. 
В силу (19), при t≥0 имеем 
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 . (20) 

Известно [17], что при j= rk ,1  и t≥0 

         duuPeestRP
t

usрtsрs
k

kk 



0

,  (21) 

                )22.(1

00

uvwPdedveesatRP j

vt

u
usp

t
vsptsps

jjjk
kkk  


  

Нечеткость в определении события  tR
k
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kjn
1

  



 привела к ошибке в работе [34]. 

Вычислим вероятность Р(Rn j k(t)), j= rk ,1 , n= k,1 , t≥0. 

При j= rk ,1 , n= k,1 , t≥0 введем события  tС kjn   =(первая катастрофа наступила за 

обслуживание j-вызова в (t+wn-1,t+wn(t))) и условие Anj: обслуживание этого j-вызова 
(скажем, меченого j-вызова) началось в момент  

 vu (t+wn-1,t+wn(t)),    (23) 

где v(0,t) – момент его поступления в модель (вероятность   dvuvwPdа juj  ). 
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При условии An j события Fn j k(t), Rn j k(t) и Cn j k(t), j= rk ,1 , n= k,1 , t≥0, соответственно 

обозначим Fn j k(t,u,v), Rn j k(t,u,v) и Cn j k(t,u,v). Тогда 

       sevutСP j
vus

kjn   1,,  , s≥0,  (24) 

(не зависит от п и k непосредственно). 
Ограничение (23) на величину и уточним из условий совпадения приоритетов 

меченого j-вызова и виртуальных в момент t (п-1)-вызова и п-вызова соответственно. 

  jn bxvtbх  1  и   jn bxvtbх  , 

где величины  
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j







 и )( vt
bb

b
х
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j



  

определяют моменты t+x и t+x’ совпадений упомянутых приоритетов. Тогда включение 
(23) эквивалентно неравенствам 

vtxuvtx   
или неравенствам 
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и )( vt
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    (25) 

Рис. 1 интерпретирует неравенства (25), где хi, i= k,1 , есть момент поступления в модель 

виртуального i-вызова, достигающего в момент и+v приоритета меченого j-вызова. При этом 
из равенства 

  iij bxvuub  , i= k,1 , 

получаем 
















i

j

i
b

b
uvx 1 , i= k,1 ,    (26) 

и легко устанавливаем эквивалентность неравенств 1 nn xtx  и (25). 

 
 

Рис. 1. Интерпретация неравенства (25) 
 

Принимая во внимание эквивалентность условий (23) и (25) с v(0,t), по формуле 

полной вероятности, при j= rk ,1 , n= k,1 , t≥0 записываем равенство 
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При условии Аn j для событий 

Еnk(t,u,v)=(за (t,xi) поступали лишь хорошие i-вызовы при i= 1,1 п ), 

Dnk(t,u,v)=(за (xi,t) поступали лишь хорошие i-вызовы при i= kп, ) 

выполнено, как легко видеть, с учетом (26), равенство 
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(не зависит от п). 
При условии Аn j справедливы равенства: 

         vutDvutFtAvutFvutR knkjnkkjnkjn ,,,,,,,,         , 

поскольку выполнение события  vutF kjn ,,   влечет отсутствие катастроф за 

обслуживания m-вызовов, ,, knm  поступающих за  mx,0 , и за обслуживание l-

вызовов ,1,1  nl поступающих за  t,0 .  

При условии Аnj  также справедливо равенство 

     vutЕvutFvutC nknjknjk ,,,,,,  . 

Следовательно, при условии Аn j справедливо равенство 

       vutCvutDvutRvutE kjnknkjnkn ,,,,,,,,        , 

что из-за независимости событий En k(t,u,v) и Rn j k(t,u,v), Dn k(t,u,v) и Cn j k(t,u,v), в силу 
(24) и (28), дает 
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Отсюда и из (27) при j= rk ,1 , п= k,1  и t0 находим 

      satRP jikjn 1   
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. (29) 

Подставляя Р(Аk(t)), Р(Bk(t)), Р(Rk(t)), Р(Rjk(t)) и Р(Rnjk(t)), j= rk ,1 , п= k,1  и t0, из 

(18), (21), (22) и (29) в (20), после преобразований получаем формулу (8). 
 
Заключение 
В статье получены новые неасимптотические результаты для периодов занятости и 

времен ожидания в модели Клейнрока на языке преобразований Лапласа-Стилтьеса. 
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Аннотация. В настоящей работе изучаются виртуальные времена ожидания 
параметрической модели Клейнрока. Анализ производится развитием идеи вероятностной 
интерпретации интегрального уравнения Такача и методом вложенных цепей Маркова. 
При выводе основных результатов мы применяем метод введения дополнительного 
события, когда независимо от функционирования системы предполагается, что в систему 
поступают пуассоновские потоки катастроф и преобразованию Лапласа дается 
вероятностный смысл. Далее аппарат исследования основан на формулах полной 
вероятности. 

Ключевые слова: теория массового обслуживания, теория вероятностей, случайный 
процесс, функция распределения, время ожидания, входящий поток, период занятости. 
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