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Abstract 
Change of the fuzziness boundaries of the partial solutions feasible region for difference and 

differential equations is analyzed. It is shown that space-time effect of the dependent variable 
fuzziness reduction («clutch-effect») is possible. In particular, the focusing of fuzzy variable at the 
specified equations solving may be controlled by corresponding fuzzy initial and boundary 
conditions assignment. 

Keywords: fuzzy number, fuzzy difference equation, fuzzy differential equation, focusing 
(«clutch-effect») of the feasible region of fuzzy equation’s partial solutions, piecewise smooth 
boundary curves of the variable’s fuzziness. 

 
Введение 
Погрешности измерений, доверительные интервалы статистик, неопределенность 

субъективной оценки количественных и качественных параметров, изменчивость 
динамических показателей приводит к нечеткости числовых данных. Операции заострения, 
концентрирования, контрастной интенсификации нечеткого множества приводят 
к увеличению четкости этого множества и, в частности, нечеткого числа [1-6]. Изменение 
значения нечеткой числовой переменной может приводить к изменению степени ее 
нечеткости. 

 
Постановка и решение задачи 
При решении нечетких разностных и дифференциальных уравнений может возникать 

пространственно-временной эффект уменьшения нечеткости переменной («клатч-
эффект»). Так при решении систем однородных нормальных уравнений 2-го порядка с 
изолированной особой точкой типа асимптотически устойчивый «узел» или «фокус» 
интегральные кривые, соответствующие различным начальным условиям, сходятся к точке 
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покоя – четкому числу. Рассмотрим, например, систему уравнений: 








.2/

;/

уdtdу

хdtdх
Общее 

решение этой системы: х(t, C1, C2) = С1е –t; y(t, C1, C2) = С2е –2t. Как видим, для любых C1, C2 

при t  +  координаты точки, движущейся по интегральной кривой, х(t, C1, C2)  0, y(t, C1, 

C2)  0, т.е. решение системы асимптотически устойчиво; фазовые траектории образуют 
семейство парабол y = Сх2 с вершиной в начале координат, точка покоя М(0; 0) – 
устойчивый узел – четкое число. Несколько интегральных кривых этого решения 
приведены на рис. 1а, а соответствующая фокусировка («клатч-эффект») нечеткого 
начального условия – схематично на рис. 1б. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1а. Интегральные кривые решения 
 

Рис. 1б. «Клатч-эффект» нечеткого  
начального условия 

 
Аналогичное асимптотическое схождение границ нечеткого числа («клатч-эффект»), 

задающего начальные условия, к четкому числу имеет место для асимптотически 
устойчивого решения системы однородных нормальных уравнений 2-го порядка 
с изолированной особой точкой, в окрестности которой интервальные кривые на фазовой 
плоскости образуют «фокус». 

В качестве примера рассмотрим систему: 








.2/

;2/

уxdtdу

ydtdх
Общее решение этой 

системы: х(t) = e–t(C1cos t + C2sin t), y(t) = e–t((C1 – C2)cos t + (C1 + C2)sin t)/2, которое на 
фазовой плоскости можно записать в виде: x2 – 2xy + 2y2 = C2e–2t (где С – произвольная 
константа). Фазовый портрет этого решения – сходящиеся к точке покоя М(0; 
0) эллиптические спирали; оси сжимающихся эллипсов развернуты относительно 

координатной системы xy на угол   31,7 (tg 2 = 2). Схематически фокусировка нечеткого 
начального условия приведена на рис. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Схема фокусировки нечеткого начального условия 
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Таким же образом можно интерпретировать асимптотическое приближение к 
определенному значению нечетко заданного начального распределения температуры 
внутри ограниченного тела в условиях теплообмена при постоянной внешней температуре, 
поддерживаемой в термостате, или при условии установления равновесного состояния 
ограниченной внешней среды и находящегося в ней нагретого тела, получаемое при 
решении дифференциального уравнения теплопроводности в частных производных. 

Вероятность того, что устройство выйдет из строя до момента t с начала его работы                   
(t = 0) при показательном законе надежности работы устройства, определяется решением 

дифференциального уравнения dp(t)/dt = 
te . Т.е. даже при нечетком значении 

математического ожидания времени безотказной работы устройства, равного 1/, 

)(lim tp
t 

= 





t

t

t
dt

0

elim  = )e1(lim t

t




  = 1 независимо от степени нечеткости числа , что 

схематично показано на рис. 3 для граничных значений min и max этого нечеткого числа: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Схематичность при нечетком значении математического ожидания времени 

безотказной работы устройства, равного 1/, )(lim tp
t 

= 
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t

t
dt

0

elim  = )e1(lim t

t




  = 1  

независимо от степени нечеткости числа  для граничных значений 

 min и max этого нечеткого числа 
 
При решении нечетких разностных уравнений максимальная фокусировка («клатч-

эффект») области допустимых частных решений может возникнуть при определенном 
значении независимой переменной. Рассмотрим, например, однородное разностное 

уравнение второго порядка с нечеткими коэффициентами 2y(x + 2) + ay(x + 1) + by(x)              
= 0 для неизвестной функции y(x) при заданных нечетких значениях y(0) и y(1). Пусть a, b, 
y(0), y(1) – нечеткие (R-L)-числа с функциями принадлежности треугольного типа: a = – (11; 
0,3; 0,2) = (– 11; 0,2; 0,3) = {– 11,2; – 10,7}, b = (5; 0,4; 0,3) = {4,6; 5,3}, y(0) = (6; 0,2; 0,1) = 
{5,8; 6,1}, y(1) = (12; 1; 2) = {11; 14}. 

Частным решением четкого разностного уравнения  2y(x + 2) – 11y(x + 1) + 5y(x)                
= 0, y(0) = 6, y(1) = 12 с параметрами, соответствующими модам нечетких чисел задачи, 

является y0(x) = 40,5x + 25x (основания 1 = 0,5 и 2 = 5 степенных функций независимой 

переменной х определяются как корни характеристического уравнения 22 – 11 + 5 = 0, 
коэффициенты при этих функциях – в соответствии со значениями y(0) = 6, y(1) = 12). 
Для решения исходного нечеткого разностного уравнения можно воспользоваться 

нахождением корней нечеткого квадратного уравнения 22 + a + b = 0, где следует 
учитывать, что согласно формулам Виета корни этого уравнения должны соответствовать 
допустимым множествам интервальных значений нечетких параметров уравнения, или, 
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другими словами, корни нечеткого квадратного уравнения являются взаимодействующими 

нечеткими числами 1

~
  и 2

~
 [1]. Однако для наглядности решения задачи приведем 

таблицу частных решений (с соответствующим округлением численных значений) 
рассматриваемого нечеткого разностного уравнения для всех комбинаций граничных 
значений нечеткости параметров: 

Таблица 1 
Таблица частных решений рассматриваемого нечеткого разностного уравнения 

для всех комбинаций граничных значений нечеткости параметров 
 

№ a b y(0) y(1) y(x) 

1  – 11,2  4,6 5,8 11 y1(x) = 4,0130,446x + 1,7875,154x 

2  – 11,2  4,6 5,8 14 y2(x) = 3,3760,446x + 2,4245,154x 

3  – 11,2  4,6 6,1 11 y3(x) = 4,3410,446x + 1,7565,154x 

4  – 11,2  4,6 6,1 14 y4(x) = 3,7040,446x + 2,3965,154x 

5  – 11,2  5,3 5,8 11 y5(x) = 4,050,522x + 1,755,078x 

6  – 11,2  5,3 5,8 14 y6(x) = 3,3920,522x + 2,4085,078x 

7  – 11,2  5,3 6,1 11 y7(x) = 4,38450,522x + 1,71555,078x 

8  – 11,2  5,3 6,1 14 y8(x) = 3,7260,522x + 2,3745,078x 

9 – 10,7  4,6 5,8 11 y9(x) = 3,9240,471x + 1,8764,879x 

10 – 10,7  4,6 5,8 14 y10(x) = 3,2440,471x + 2,5564,879x 

11 – 10,7  4,6 6,1 11 y11(x) = 4,2560,471x + 1,8444,879x 

12 – 10,7  4,6 6,1 14 y12(x) = 3,5760,471x + 2,5244,879x 

13 – 10,7  5,3 5,8 11 y13(x) = 3,9630,552x + 1,8374,798x 

14 – 10,7  5,3 5,8 14 y14(x) = 3,2570,552x + 2,5434,798x 

15 – 10,7  5,3 6,1 11 y15(x) = 4,3020,552x + 1,7984,798x 

16 – 10,7  5,3 6,1 14 y16(x) = 3,5960,552x + 2,5044,798x 

 
Гомеоморфизм отображения множества допустимых частных решений уравнения 

позволяет определить границы области частных решений рассматриваемого нечеткого 
разностного уравнения, схематично представленного на рис. 4. Как следует из рис. 4, 
частное решение y0(x) четкого уравнения определяет модальную кривую внутри области 
других частных решений нечеткого разностного уравнения. Максимальная фокусировка 
области частных решений этого разностного уравнения происходит в сечении                                             
х = 0, соответствующему одному из заданных исходных нечетких значений y(0) = (6; 0,2; 0,1) 
= {5,8; 6,1}. 

Согласно полученным частным решениям область допустимых решений нечеткого 
разностного уравнения ограничивается кусочно-гладкими границами. На интервале                     

x  [0; 1] возможны пересечения кривых приведенных 16-ти частных решений 
рассматриваемого нечеткого уравнения. Причем для любой пары пересекающихся кривых 
при переходе через точку их пересечения происходит смена стороны каждой из этих кривых 
на противоположную, относительно которой формируется соответствующая область 
нечеткости решения уравнения. Кривые частных решений могут как сближаться, так и 
отдаляться друг от друга. Например, кривая y14(x) на некоторых интервалах положительных 
значений х достаточно близко приближается к кривой y2(x) в области нечеткости решения 
уравнения. 
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Рис. 4. Модальная кривая внутри области других частных решений  
нечеткого разностного уравнения 

 
Подобное поведение интегральных кривых имеет место и в решении обыкновенного 

однородного дифференциального уравнения 2-го порядка с нечеткими коэффициентами 

y (x) + Ay (x) + By(x) = 0, где A = – (2; 0,3; 0,2) = {– 2,2; – 1,7}, B = (0; 0,1; 0,2) = {– 0,1; 0,2}, 

при нечетких граничных условиях: y(0) = (– 1; 0,1; 0,2) = {– 1,1; – 0,8}, y (0) = (6; 0,1; 0,1) = 

{5,9; 6,1}. Частным решением четкого дифференциального уравнения y (x) – 2y (x) = 0, y(0) 

= – 1,   y (0) = 6 с параметрами, соответствующими модам нечетких чисел задачи, является 

y0(x) = 3е 2x – 4. Приведем таблицу частных решений (с соответствующим округлением 
численных значений) рассматриваемого нечеткого дифференциального уравнения для всех 
комбинаций граничных значений нечеткости параметров: 

 
Таблица 2 

Таблица частных решений (с соответствующим округлением численных 
значений) рассматриваемого нечеткого дифференциального уравнения для 

всех комбинаций граничных значений нечеткости параметров 
 

№ A B y(0) y (0) y(x) 

1 – 2,2 – 0,1 – 1,1 5,9 y1(x) = – 3,656exp(– 0,0445x) + 2,556exp(2,2445x) 

2 – 2,2 – 0,1 – 1,1 6,1 y2(x) = – 3,744exp(– 0,0445x) + 2,644exp(2,2445x) 

3 – 2,2 – 0,1 – 0,8 5,9 y3(x) = – 3,362exp(– 0,0445x) + 2,562exp(2,2445x) 

4 – 2,2 – 0,1 – 0,8 6,1 y4(x) = – 3,449exp(– 0,0445x) + 2,649exp(2,2445x) 

5 – 2,2 0,2 – 1,1 5,9 y5(x) = – 4,087exp(0,095x) + 2,987exp(2,105x) 

6 – 2,2 0,2 – 1,1 6,1 y6(x) = – 4,187exp(0,095x) + 3,087exp(2,105x) 

7 – 2,2 0,2 – 0,8 5,9 y7(x) = – 3,773exp(0,095x) + 2,973exp(2,105x) 

8 – 2,2 0,2 – 0,8 6,1 y8(x) = – 3,873exp(0,095x) + 3,073exp(2,105x) 

9 – 1,7 – 0,1 – 1,1 5,9 y9(x) = – 4,318exp(– 0,057x) + 3,218exp(1,757x) 
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10 – 1,7 – 0,1 – 1,1 6,1 y10(x) = – 4,428exp(– 0,057x) + 3,328exp(1,757x) 

11 – 1,7 – 0,1 – 0,8 5,9 y11(x) = – 4,027exp(– 0,057x) + 3,227exp(1,757x) 

12 – 1,7 – 0,1 – 0,8 6,1 y12(x) = – 4,138exp(– 0,057x) + 3,338exp(1,757x) 

13 – 1,7 0,2 – 1,1 5,9 y13(x) = – 5,277exp(0,127x) + 4,177exp(1,573x) 

14 – 1,7 0,2 – 1,1 6,1 y14(x) = – 5,415exp(0,127x) + 4,315exp(1,573x) 

15 – 1,7 0,2 – 0,8 5,9 y15(x) = – 4,95exp(0,127x) + 4,15exp(1,573x) 

16 – 1,7 0,2 – 0,8 6,1 y16(x) = – 5,089exp(0,127x) + 4,289exp(1,573x) 

Графический фрагмент области множества приведенных в таблице частных решений 
рассматриваемого нечеткого дифференциального уравнения 2-го порядка представлен на 
рис. 5. Как следует из рис. 5, эта область ограничена кусочно-гладкими интегральными 
кривыми. 

Верхняя граница области нечеткости решения уравнения формируется кривыми: 

 y = y7(x) = – 3,773exp(0,095x) + 2,973exp(2,105x) при x  [– 1,5; 0], 

 y = y8(x) = – 3,873exp(0,095x) + 3,073exp(2,105x) при x  [0; 0,36], 

 y = y4(x) = – 3,449exp(– 0,0445x) + 2,649exp(2,2445x) при x  [0,36; 1,5]. 
Нижняя граница области нечеткости решения уравнения формируется кривыми: 

 y = y10(x) = – 4,428exp(– 0,057x) + 3,328exp(1,757x) при x  [– 1,5; 0], 

  y = y9 = – 4,318exp(– 0,057x) + 3,218exp(1,757x) при x  [0; 0,488], 

 y = y13(x) = – 5,277exp(0,127x) + 4,177exp(1,573x) при x  [0,488; 1,5]. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Графический фрагмент области множества приведенных в таблице частных 
решений рассматриваемого нечеткого дифференциального уравнения 2-го порядка 
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Результаты и выводы 
Таким образом, при перемещении вдоль интегральных кривых нечетких разностных и 

дифференциальных уравнений может возникать сдвиг границ области нечеткости 
зависимой переменной, в частности, сжатие этой области. При этом возможно взаимное 
пересечение интегральных кривых. При переходе через точку пересечения граничных 
интегральных кривых происходит смена стороны области нечеткости относительно каждой 
соответствующей кривой. 

 
Заключение 
Выявлены некоторые особенности пространственно-временной нечеткости зависимой 

переменной, определяемой как допустимое решение нечеткого разностного или 
дифференциального уравнения. Полученные результаты могут быть использованы для 
изменения контрастности нечеткости, фильтрации нечетких параметров процесса, перетяжки 
протяженных траекторий в тех или иных сечениях области их нечеткости. Установленные 
закономерности можно включатьв дидактические материалы математических дисциплин             
[7-10], что будет содействовать формированию надлежащих профессионально-
ориентированных компетенций в системе высшего образования [11-13]. 
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Аннотация. Проведен анализ изменения границ нечеткости области частных решений 

для разностных и дифференциальных уравнений. Показано, что может возникать 
пространственно-временной эффект уменьшения нечеткости зависимой переменной    
(«клатч-эффект»). Фокусировка нечеткой переменной при решении указанных уравнений, в 
частности, может регулироваться заданием соответствующих нечетких начальных и 
граничных условий. 

Ключевые слова: нечеткое число, нечеткое разностное уравнение, нечеткое 
дифференциальное уравнение, фокусировка («клатч-эффект») области допустимых частных 
решений нечеткого уравнения, кусочно-гладкие кривые границ нечеткости переменной. 
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