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Abstract 

The paper studies the separable Banach spaces  of the functions, which satisfy the 

generalized intensified integral Hölder conditions on the whole real line for the modules of 

continuity  of a broad class, and locally convex spaces , which are the projective limits of 

the  spaces. The paper studies the properties of the Hilbert transformations in the 

mentioned spaces. The invariance of the "reinforced" spaces regarding the Hilbert operator was 
obtained under certain restrictions on the modulus of continuity. 
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Введение 

Пусть  – произвольный модуль непрерывности, , . 

Интегральным модулем непрерывности функции  принято называть величину 

 
Интегральная норма Гёльдера вводится как сумма 

 
где второе слагаемое имеет вид 
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и называется интегральной полунормой Гёльдера. 

Через  обозначим пространство функций, удовлетворяющих на всей числовой 
оси обобщённому интегральному условию Гёльдера, то есть множество тех функций, у 

которых интегральная норма Гёльдера конечна. Пусть, далее,  – подпространство 

функций из , удовлетворяющих на оси усиленному обобщённому интегральному 
условию Гёльдера 

 
Известно, что  является несепарабельным банаховым пространством, а  – 

его сепарабельным подпространством. 

В дальнейшем мы будем накладывать на модуль непрерывности  различные 

ограничения. Если  удовлетворяет условию  при , то говорят, что  

принадлежит классу . Кроме того, мы будем использовать ставшие уже классическими 
условия Зигмунда, рассмотренные в [1]: 

 

 
Функцию , удовлетворяющую условиям  и , отнесем к классу  и 

будем называть допустимым модулем непрерывности. Данная терминология 
использовалась, например, в работе [2]. 

Для модулей непрерывности можно ввести отношение порядка. Говорят, что 

 (  «меньше», чем ), если  при . Например, 

. 
Введем в рассмотрение локально выпуклые пространства, являющиеся проективными 

пределами описанных выше пространств. Для всякой  обозначим через  
проективный предел семейства банаховых пространств, удовлетворяющих на всей числовой 
оси обобщённым интегральным условиям Гёльдера: 

 
Введенные пространства изучались авторами в [3], [4] и [5]. 
 
Предмет и методы исследования 
В настоящей работе изучаются свойства преобразований Гильберта в указанных 

пространствах. Для допустимых модулей непрерывности получена инвариантность 

пространств  относительно оператора Гильберта. Далее этот результат обобщен для 

локально выпуклых пространств . Поскольку материалы исследования относятся к 
классическим вопросам функционального анализа, предлагаемые в работе методы 
исследования являются чисто аналитическими. 

 
Результаты исследования 
Нам понадобится следующая лемма из работы [4]. 

Лемма 1. Пусть  – допустимый модуль непрерывности. Тогда имеет место 
следующее представление: 

 
Кроме того, мы будем использовать теорему, которая, на наш взгляд, представляет и 

самостоятельный интерес (работа в печати). 
 

Теорема 1. Пусть . Если , то оператор Гильберта 
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существует почти всюду, , и справедлива оценка 

. 

Вернемся к сравнению различных модулей непрерывности. Очевидно, что если 

, то справедливы следующие вложения: 

 
В дальнейшем нам понадобится несколько более тонкое утверждение: 

Лемма 2. Предположим, что , , где  

Тогда  

Получим ещё один вспомогательный факт. 

Лемма 3. Пространство  бесконечно дифференцируемых функций с компактным 

носителем плотно в  

Доказательство.  Известно, [6, с.28], что  плотно в  Значит, для 

произвольной функции  найдется последовательность  такая, что 

 
Покажем, что и 

 
Так как , то 

 
Для оценки полунормы  рассмотрим два случая. 

Случай 1. Пусть  Тогда 

 
Случай 2. Пусть . Прежде всего заметим, что 

. С учетом этого и неравенства (2) имеем 

 

 
Из последнего неравенства и оценки (3) следует теперь (1). Лемма доказана. 
 

Теорема 2. Пусть  и  Тогда  

Доказательство.  Так как , то  в силу теоремы 1. Согласно 

лемме 3 существует последовательность  такая что 

 
Тогда, используя теорему 1 и учитывая оценку (4), имеем: 

 
Так как , то , где . Тогда  согласно теореме 1. 

Следовательно,  в силу леммы 2. 

Теперь из условия (5), с учётом полноты пространства , следует, что 

. Теорема доказана. 
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Теорема 3. Пусть . Если , то , и для любого 

допустимого модуля непрерывности  справедлива следующая оценка: 

 
где  – константа, не зависящая от функции . 

Доказательство следует из леммы 1, теорем 1 и 2. 
 
Обсуждение результатов и выводы 
Полученные в работе результаты имеют как самостоятельный интерес, так и могут 

быть использованы для решения смежных задач теории функций и функционального 
анализа, в частности, для построения изоморфизмов и базисов в рассмотренных 
пространствах функций, решения других задач теории аппроксимации. 
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Аннотация. В работе рассматриваются сепарабельные банаховы пространства 

 функций, удовлетворяющих на всей числовой оси обобщенным усиленным 

интегральным условиям Гёльдера для достаточно широкого класса модулей непрерывности 

, и локально выпуклые пространства , являющиеся проективными пределами 

пространств . Изучаются свойства преобразований Гильберта в указанных 

пространствах. При некоторых ограничениях на модуль непрерывности получена 
инвариантность «усиленных» пространств относительно оператора Гильберта. 

Ключевые слова: интегральное условие Гёльдера, оператор Гильберта, модуль 
непрерывности, банахово пространство, локально выпуклое пространство, проективный 
предел. 
 


